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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
Πραγματική Συνάρτηση

	Ορισμός


Έστω Α ένα υποσύνολο του R. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f, με την οποία κάθε στοιχείο x του Α αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y καλείται τιμή της f στο x και συμβολίζεται με f(x).


●	Προφανώς, απ' την τελευταία πρόταση ισχύει:   f(x) = y .
●	Η μεταβλητή x ονομάζεται ανεξάρτητη μεταβλητή ή πρότυπο.
●	Η μεταβλητή y ονομάζεται εξαρτημένη μεταβλητή ή εικόνα του x.
●	Μια πραγματική συνάρτηση f με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α εκφράζεται συμβολικά ως:
f: A  R   ή   x  f(x)
●	Σχηματικά, μπορούμε να γράψουμε:
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) (
R
)
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x
) (
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Πεδίο (ή Σύνολο) Ορισμού


Έστω μια συνάρτηση f: A  R. Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισμού της συνάρτησης f και συνήθως συμβολίζεται είτε ως Αf , είτε ως Df .


●	Όταν θα λέμε ότι "η f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο Β" θα εννοούμε ότι το Β είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της (B  A).
●	Με άλλα λόγια, πεδίο ορισμού είναι το σύνολο των τιμών τις οποίες επιτρέπεται να δεχτεί η ανεξάρτητη μεταβλητή x, έτσι ώστε η συνάρτηση να εξακολουθεί να έχει νόημα, ως μαθηματική έκφραση. Υπάρχουν αυστηροί περιορισμοί ως προς αυτό και οι βασικότεροι που θα μας απασχολήσουν είναι:

	Περιορισμοί

1.	Παρονομαστές (  Ο )


	Αν f(x) =  τότε θα πρέπει    h(x)  0   

2.	Υπόρριζα (  Ο )


	Αν f(x) =  , με ν*  {1} , τότε θα πρέπει    g(x)  0   

3.	Ορίσματα Λογαρίθμων ( > Ο )

	Αν f(x) = ln[g(x)] τότε θα πρέπει    g(x) > 0   

4.	Βάσεις Εκθετικών Συναρτήσεων ( > Ο )


	Αν f(x) =  τότε θα πρέπει    g(x) > 0   



5.	Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις


	●	Αν f(x) = εφx τότε, εφόσον εφx = , θα πρέπει:

συνx  0     x  κπ +  , κZ


	●	Αν f(x) = σφx τότε, επειδή σφx = , θα πρέπει:
ημx  0     x  κπ , κZ


	Μεθοδολογία

	Για να βρούμε το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης, λύνουμε τις αντίστοιχες εξισώσεις ή ανισώσεις που προκύπτουν από τους περιορισμούς που προαναφέραμε. Αν έχουμε περισσότερους του ενός περιορισμούς, τότε πεδίο ορισμού είναι το σύνολο των κοινών λύσεων. Αυτό που προκύπτει,  είναι ένα διάστημα ή ένωση διαστημάτων.






















Σύνολο (ή Πεδίο) Τιμών


Έστω μια συνάρτηση f: A  R. Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές y της συνάρτησης f για κάθε xA, λέγεται σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με f(A).


●	Είναι δηλαδή:   f(A) = { y | y = f(x) για κάποιο x  A }
●	Όταν η f θα είναι ορισμένη σε ένα σύνολο Β του πεδίου ορισμού της, τότε το σύνολο τιμών της f για κάθε xB θα αναφέρεται, αναλόγως, ως f(B).


	Μεθοδολογία

	Για να βρούμε το σύνολο τιμών μιας συνάρτησης:
		Λύνουμε την εξίσωση f(x) = y, ως προς x .
		Κατά την επίλυση, προσδιορίζουμε όλους τους απαραίτητους περιορισμούς, που προκύπτουν για το y .
		Απαιτούμε η λύση να ανήκει στο πεδίο ορισμού της f.
		Συναληθεύουμε τους περιορισμούς που προέκυψαν με τις λύσεις που βρήκαμε.


















Γραφική Παράσταση Συνάρτησης


Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α και Οxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων Μ(x, y) για τα οποία ισχύει y = f(x), δηλαδή το σύνολο των σημείων Μ(x, f(x)), xA, λέγεται γραφική παράσταση της f και συμβολίζεται με Cf .


●	Εξαιτίας του ορισμού μιας συνάρτησης, δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης με την ίδια τετμημένη. Συνεπώς, κάθε κατακόρυφη ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση το πολύ σε ένα σημείο.
●	Το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης f εκφράζεται στη γραφική της παράσταση, ως το σύνολο A όλων των τετμημένων των σημείων της. Το σύνολο τιμών f(A), αντίστοιχα, εκφράζεται ως το σύνολο όλων των τεταγμένων.
●	Η τιμή της f στο x0  A είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της Cf και της ευθείας x = x0 .


Συμμετρία	Άρτια Συνάρτηση

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α λέγεται άρτια, αν για κάθε xA :
	είναι και x A και		f ( x ) = f ( x )
Κάθε άρτια συνάρτηση έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y .


Συμμετρία	Περιττή Συνάρτηση

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α λέγεται περιττή, αν για κάθε xA :
	είναι και x A και		f ( x ) =  f ( x )
Κάθε περιττή συνάρτηση έχει κέντρο συμμετρίας το Ο (0, 0) .







Περιοδική Συνάρτηση

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α λέγεται περιοδική με περίοδο Τ, αν για κάθε xA :
	είναι και x + Τ A και x  T A
	f ( x + T ) = f ( x  T ) = f ( x )



	Μεθοδολογία 1 - Έλεγχος σημείου

	Ένα σημείο Α(xo, yo) ανήκει στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης, αν και μόνο αν, οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της συνάρτησης. Δηλαδή:	
xo  Af   και   f(xo) = yo


	Μεθοδολογία 2 - Σημεία τομής με άξονες

	Για να υπολογίσουμε τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης τέμνει τον άξονα x΄x θέτουμε στην εξίσωση της συνάρτησης, όπου y = 0. Με άλλα λόγια, λύνουμε την f(x) = 0.	
	Αντίστοιχα, για τα σημεία τομής με τον άξονα y΄y θέτουμε στην εξίσωση της συνάρτησης, όπου x = 0 και λύνουμε την αντίστοιχη εξίσωση.	

	Μεθοδολογία 3 - Σχετική θέση ως προς x΄x

	Για να υπολογίσουμε τα διαστήματα εκείνα στα οποία η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης βρίσκεται πάνω (ή κάτω) από τον άξονα x΄x λύνουμε την ανίσωση f(x) > 0 (αντίστοιχα την f(x) < 0).


	Μεθοδολογία 4 - Σημεία τομής γραφικών παραστάσεων

	Για να υπολογίσουμε τα σημεία τομής δύο γραφικών παραστάσεων Cf και Cg , λύνουμε το σύστημα των αντίστοιχων εξισώσεων των συναρτήσεων f(x) και g(x), για κάθε x  Af  Ag .

	Μεθοδολογία 5 - Σχετική θέση γραφικών παραστάσεων
	Για να υπολογίσουμε τα διαστήματα εκείνα στα οποία η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f βρίσκεται πάνω (ή κάτω) από τη γραφική παράσταση μιας άλλη συνάρτησης g, τότε λύνουμε την ανίσωση f(x) > g(x) ( ή αντίστοιχα την f(x) < g(x) ), για κάθε           x  Af  Ag .


Γραφικές Παράστασεις Βασικών Συναρτήσεων
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Μετατοπίσεις Γραφικής Παράστασης

Γραφική Παράσταση της  f(x) + κ
Η γραφικής παράσταση της συνάρτησης f(x) + κ προκύπτει από την κατακόρυφη μετατόπιση της f(x) κατά κ μονάδες προς τα πάνω αν κ > 0 ή προς τα κάτω αν κ < 0 .

Γραφική Παράσταση της  f(x + κ)
Η γραφικής παράσταση της συνάρτησης f(x) + κ προκύπτει από την οριζόντια μετατόπιση της f(x) κατά κ μονάδες προς τα αριστερά αν κ > 0 ή προς τα δέξια αν κ < 0 .

Γραφική Παράσταση της   f(x)
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι συμμετρική της γραφικής παράστασης της f, ως προς τον άξονα x΄x .

Γραφική Παράσταση της  f(x)
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) είναι συμμετρική της γραφικής παράστασης της f, ως προς τον άξονα y΄y .

Γραφική Παράσταση της |f(x)|
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης |f| αποτελείται από τα τμήματα εκείνα της Cf που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x, καθώς και από τα συμμετρικά όσων βρίσκονται κάτω απ' τον x΄x.

Ισότητα Συναρτήσεων

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες και γράφουμε f = g ,  όταν:
	έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και
	για κάθε xA ισχύει f(x) = g(x).


Ισότητα σε σύνολο Γ

Έστω f, g δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α, Β αντιστοίχως και Γ ένα υποσύνολο των Α και Β. Αν για κάθε xΓ ισχύει f(x) = g(x), τότε λέμε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες στο σύνολο Γ.



	Μεθοδολογία

	Ακολουθούμε πιστά τον ορισμό, δηλαδή:
		Βρίσκουμε τα πεδία ορισμού των δύο συναρτήσεων κι αν δεν ταυτίζονται, αναζητούμε τουλάχιστον κάποιο κοινό τους υποσύνολο. 
		Αν επιτύχουμε στο πρώτο σκέλος, τότε μετασχηματίζουμε ένα από τους δύο ή και τους δύο τύπους των συναρτήσεων μέχρι να διαπιστώσουμε την ισότητά τους.


Πράξεις Συναρτήσεων



Έστω f, g δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α, Β αντιστοίχως. Ορίζουμε ως άθροισμα f + g, διαφορά f  g, γινόμενο f ∙ g και πηλίκο  των συναρτήσεων f, g τις συναρτήσεις με τύπους:

	(f + g)(x) = f(x) + g(x)	και Π.Ο.   ΑΒ
	(f  g)(x) = f(x)  g(x)	και Π.Ο.   ΑΒ
	(f ∙ g)(x) = f(x) ∙ g(x)	και Π.Ο.   ΑΒ


	(x) = 	και Π.Ο.   {x | xΑΒ και g(x)  0}


(*)   Π.Ο. = Πεδίο Ορισμού

	Μεθοδολογία

		Βρίσκουμε τα πεδία ορισμού των δύο συναρτήσεων και στη συνέχεια υπλογίζουμε την τομή τους. Αν η τομή είναι το κενό σύνολο τότε δεν έχει νόημα να προχωρήσουμε σε πράξεις μεταξύ τους.
		Αν η τομή τους δεν είναι κενή, τότε σημειώνουμε τη ζητούμενη πράξη ανάμεσα στους τύπους των δύο συναρτήσεων και στη συνέχεια απλοποιούμε την παράσταση που προκύπτει.


Σύνθεση Συναρτήσεων


Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α και Β αντιστοίχως, τότε ονομάζουμε σύνθεση της f με την g και τη συμβολίζουμε με g 0 f , τη συνάρτηση με τύπο:
(g 0 f)(x) = g( f(x) )
και πεδίο ορισμού:
Dg0f = { xA και f(x)B}
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●	Αναλόγως, ορίζεται και η σύνθεση της g με την f, ως η συνάρτηση με τύπο:
(f 0 g)(x) = f( g(x) )
	και πεδίο ορισμού.
Df0g = { xB και g(x)A}
●	Εφόσον ορίζονται οι g 0 f και f 0 g δύο συναρτήσεων, τότε δεν είναι υποχρεωτικά ίσες.
●	Η σύνθεση ορίζεται και για περισσότερες των δύο συναρτήσεις. Για παράδειγμα, δοθέντων τριών συναρτήσεων και υπό την προϋπόθεση ότι έχουν νόημα οι παρακάτω εκφράσεις, ισχύει:
h 0 (g 0 f) = (h 0 g) 0 f

	Μεθοδολογία 1 - Εύρεση σύνθετης συνάρτησης
	Προκειμένου να υπολογίσουμε τη σύνθεση g o f  δύο συναρτήσεων f, g εκτελούμε τα εξής:
		Βρίσκουμε τα πεδία ορισμού Α και Β των f, g αντίστοιχα.
		Βρίσκουμε (αν ορίζεται) το πεδίο ορισμού της g o f. Για το σκοπό αυτό, λύνουμε το παρακάτω σύστημα σχέσεων:


		Εφόσον Dg0f   τότε βρίσκουμε την εξίσωση της σύνθετης συνάρτησης, αντικαθιστώντας στον τύπο της g(x), όπου x τον τύπο της f(x).
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	Μεθοδολογία 2 - Εύρεση της f από f o g και g
	Αν γνωρίζουμε τον τύπο της f(g(x)) καθώς κι εκείνον της g, τότε:
		θέτουμε όπου g(x) = u ,
		λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει ως προς x ,
		αντικαθιστούμε το x στον τύπο της f(g(x)) .
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Μεθοδολογία 3 - Εύρεση της g από f o g και f
	Αν γνωρίζουμε τον τύπο της f(g(x)) καθώς κι εκείνον της f, τότε:
		αντικαθιστούμε το x με g(x) στον τύπο της f ,
		εξισώνουμε τη σχέση που προκύπτει με την f(g(x)) ,
		λύνουμε ως προς g(x) .
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Μονοτονία Συνάρτησης


Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Δ με x1 < x2 ισχύει η παρακάτω ισοδυναμία:
x1 < x2      f(x1) < f(x2)



Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Δ με x1 < x2 ισχύει η παρακάτω ισοδυναμία:
x1 < x2      f(x1) > f(x2)


●	Συμβολικά για τη γνησίως αύξουσα γράφουμε f  . Αντίστοιχα για τη γνησίως φθίνουσα γράφουμε f  .
●	Κάθε συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα, είτε γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ.
●	Αντίστοιχα, εκφράζονται και οι ορισμοί της (απλής) αύξουσας ή φθίνουσας, με τη διαφορά να ισχύουν αντίστοιχα:
	x1 < x2      f(x1)  f(x2)   και   x1 < x2      f(x1)  f(x2)


	Μεθοδολογία 1 - Εύρεση μονοτονίας
			Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, έστω Α,
		θεωρούμε δύο τιμές x1, x2 A με x1 < x2 και προσπαθούμε, σε κάθε μέλος, να "κατασκευάσουμε" τον τύπο της συνάρτησης f, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ανισοτήτων,
		τελικά, καταλήγουμε σε μια από τις σχέσεις: f(x1) < f(x2) ή       f(x1) > f(x2).

	Μεθοδολογία 2 - Εύρεση μονοτονίας
	Στην περίπτωση μιας συνάρτησης με κλάδους, βρίσκουμε τη μονοτονία ξεχωριστά σε κάθε κλάδο.
		Αν η μονοτονία διαφέρει τότε η συνάρτηση είναι μονότονη μόνο κατά διαστήματα.
		Αν η μονοτονία είναι ίδια σε κάθε κλάδο, τότε επιλέγω δύο τιμές x1 και x2 από διαφορετικά διαστήματα και συγκρίνω τις αντίστοιχες τιμές f(x1) και f(x2) της συνάρτησης. Αν και πάλι η μονοτονία ταυτίζεται με τις επιμέρους, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη σε όλο το πεδίο ορισμού της.

	Μεθοδολογία 3 - Απόδειξη ανισότητας
	Σε κάποιες ασκήσεις, μας ζητείται να αποδείξουμε μια ανισοτική σχέση η οποία βασίζεται στον τύπο ή τις τιμές μιας συνάρτησης, της μορφής f(α) < f(β) (ή >). Στις περιπτώσεις αυτές, υπολογίζουμε:
		τη μονοτονία της συνάρτησης και
		την ανισοτική σχέση μεταξύ των α, β.
	Συνεπώς, αναλόγως του τι ζητείται να αποδείξουμε:
		αν α < β και f  τότε f(α) < f(β)
		αν α < β και f  τότε f(α) > f(β)

	Μεθοδολογία 4 - Επίλυση ανίσωσης
	Σκεπτόμενοι αντιστρόφως από την προηγούμενη μεθοδολογία, έχουμε τη δυνατότητα να λύσουμε μιαν ανίσωση, αν είμαστε σε θέση να τη φέρουμε στη μορφή f(A) < f(B) (ή >), οπότε:
		αν f   τότε Α < Β
		αν f τότε Α > Β

	Μεθοδολογία 5 - Επίλυση εξίσωσης
	Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστημα Δ, τότε η εξίσωση f(x) = 0 ή γενικότερα η f(x) = λ (λR) έχει το πολύ μια ρίζα στο διάστημα Δ.

Ακρότατα Συνάρτησης


Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι παρουσιάζει στο xo  A (ολικό) μέγιστο, όταν ισχύει:
f(x)  f(xo) , για κάθε xA
Το f(xo) λέγεται μέγιστη τιμή ή (απλούστερα) μέγιστο της συνάρτησης f, στο Α.



Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι παρουσιάζει στο xo  A (ολικό) ελάχιστο, όταν ισχύει:
f(x)  f(xo) , για κάθε xA
Το f(xo) λέγεται ελάχιστη τιμή ή (απλούστερα) ελάχιστο της συνάρτησης f, στο Α.


●	Όταν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο ή ελάχιστο σε κάποιο σημείο xo ενός διαστήματος Δ, τότε θα λέμε ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο αυτό.

	Μεθοδολογία 1 - Εύρεση ακρότατου
	Συνήθως, εκμεταλλευόμαστε  κάποιο μέρος του τύπου της συνάρτησης, για το πρόσημο του οποίου είμαστε βέβαιοι ( 0 ή  0) και στη συνέχεια προσπαθούμε να "κατασκευάσουμε" τον τύπο της συνάρτησης, με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των ανισοτήτων.

	Μεθοδολογία 2 - Εύρεση ακρότατου
	"Ανασκευάζουμε" τον τύπο της συνάρτησης με προσθαφαιρέσεις ή διασπάσεις όρων, παραγοντοποιήσεις, προκειμένου να προκύψει μια μορφή, που να οδηγεί σε προφανή ανισοτική σχέση.

Συνάρτηση 1  1


Μια συνάρτηση f: A  R λέγεται συνάρτηση 1  1 (ένα προς ένα), όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Α με x1  x2 ισχύει:
x1  x2      f(x1)  f(x2)


Ισοδύναμο είναι και το παρακάτω θεώρημα:


Μια συνάρτηση f: A  R λέγεται συνάρτηση 1  1 (ένα προς ένα), όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Α ισχύει η πρόταση:
αν   f(x1) = f(x2)      x1 = x2


●	Εξαιτίας του ορισμού της συνάρτησης 1  1, δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Συνεπώς, κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση το πολύ σε ένα σημείο.

ΘΕΩΡΗΜΑ - Συνάρτηση 11 και μονοτονία


Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε είναι 11.


●	Το αντίστροφο δεν ισχύει: μία συνάρτηση 1−1 δεν είναι απαραίτητα γνησίως μονότονη.

[image: C:\Users\ALEX\Desktop\Screenshot_1.png]



Αντίστροφη Συνάρτησης


Έστω μια συνάρτηση f: A  R . Αν η f είναι 11, τότε ορίζεται μια συνάρτηση με την οποία κάθε yf(A) αντιστοιχίζεται στο μοναδικό xA για το οποίο ισχύει f(x) = y. Η συνάρτηση αυτή λέγεται αντίστροφη συνάρτηση της f και συμβολίζεται με f 1 .


●	Είναι προφανές ότι το πεδίο ορισμού της f 1 είναι το σύνολο τιμών της f, δηλαδή το f(A).
●	Αναλόγως, το σύνολο τιμών της f 1 είναι το πεδίο ορισμού της f, δηλαδή το A.
●	Ισχύει η ισοδυναμία:   f(x) = y      f 1 (y) = x
●	Επίσης ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
f 1 ( f(x) ) = x , για κάθε xA
f ( f 1 (y) ) = y , για κάθε yf(A)

Για τις Cf και Cf−1 συμπεραίνουμε εύκολα ότι:


Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f 1 είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y = x που διχοτομεί τις γωνίες xOy και x΄Oy΄.


Μεθοδολογία 1 - Απόδειξη συνάρτησης 1  1

Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση είναι 11, χρησιμοποιούμε κυρίως το ισοδύναμο θεώρημα και όχι το αρχικό. Ξεκινάμε από τη σχέση f(x1) = f(x2) και προσπαθούμε, εκτελώντας όσες πράξεις είναι δυνατές κι εκμεταλλευόμενοι τις ιδιότητες των ισοτήτων και της διαγραφής, να φτάσουμε στη σχέση x1 = x2 .
Παρατήρηση: Πιθανότατα, κάποιες φορές, να καταλήγουμε σε δύο
σχέσεις, μόνο μία εκ των οποίων να είναι η x1 = x2 . Στην περίπτωση αυτή
η συνάρτηση δεν είναι 11, καθώς θα πρέπει να καταλήγουμε αυστηρά σε
μία μοναδική ισότητα x1 = x2 .
Μεθοδολογία 2 - Απόδειξη συνάρτησης 1  1
Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση είναι 11, μπορούμε επίσης ν' αποδείξουμε ότι είναι γνησίως μονότονη σε όλο το πεδίο ορισμού της, άρα σύμφωνα με το αντίστοιχο θεώρημα θα είναι 11.

Μεθοδολογία 3 - Απόδειξη συνάρτησης που δεν είναι 1  1
Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση δεν είναι 11, αρκεί να βρούμε δύο
στοιχεία x1, x2 του πεδίου ορισμού της f με x1  x2 για τα οποία να ισχύει
τελικά: f(x1) = f(x2).

Μεθοδολογία 4 - Εύρεση αντίστροφης συνάρτησης

Για να βρούμε την αντίστροφη μιας συνάρτησης f :
	βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f ,
	εξετάζουμε αν η f είναι 11 ,
	θέτουμε όπου f(x) = y και λύνουμε την εξίσωση ως προς x .
Λύνοντας την εξίσωση του τελευταίου βήματος, προσέχουμε να
προσδιορίζουμε για το y τους απαραίτητους περιορισμούς που, τυχόν,
προκύπτουν κατά την επίλυση.
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Mua owvipmon f, pe medio opiopob éva
GOvoko A, Aéyetar mepieTi av Kot pévo av
K0z x €A oxde

—x€A xai f(-x)=—f(x)
o H ypuguci napiotacn puag mepieric

GuvGpTong 181 KEVIPO GURRETpiaS
T ap Tov aZovev.
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Karaképupn - OpidovTia Meratomon KaumbAng

o H ypuguri mophotacn mg ov-
vapmong
f(x)=0(x)+c,
om0y ¢> 0, TpoxinTEL amd i
Katakbpuen  petatémen g
Ypagwric  mapdotacng S @
KT ¢ HOVaES TPOg Ta TAVE
o H ypuguri mophotacn mg ov-
vépmong
g(x)=0(x)-c
6mov ¢> 0, mpokimTel 4o pic
Katakbpuen  petatémen g
Ypagwric  mapdotacng S @
Kt ¢ HOVaSes Tpog T kAT,

o H ypuguri mophotacn mg ov-

vapmong 4
f(x)=0(x-c),

émov ¢>0 mpoxbmTer and pi C

opiléviia peratémen g ypa- 3

PG TapGoTaONS MC @ Kot ©

Hovides mpog Ta SeEd G A
o H ypuguri mophotacn mg ov- - c x

vipmong

g(x)=0(x+c),
émov ¢>0, mpoximel and pia
opiévnia psratbmen g ypa-
Quig TaphoTacTg TG @ KuTh ¢
novéSec x0oC Ta oIS
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Movaseg Métpnong lFviev

© Xprowonotovpe 360 Hovades pETpMoNg YoVIdY.
T poipa (1°) ka1 7o axtivio (1),
* "Eoto yovia © 1 onoia sivat 1 Hop@v Kat @ axtvioy. loxdet o Torog
a_n

x 180
Tpiywvopetpikoi ApiBpoi Fwviag @ pe 0° < @ < 90°

“Eote o ofia yovia evog opboyeviov Tpiydvov, x
7 7pookeipevi) g kaBet mAevpd, y N amévavti

™G kAT TAEVPG Kat p 1 VOTEVOVGHL

Ovopdlovpe npitovo, cuvnpitovo, egamTopivy P
Kol GUVEQUTTOREVI TG YOViOS © Kat cupPoki-

Covpe pE MO, VYO, £9O Kl GO AVTICTOYM Ta

mika: x
o
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TpiywvoueTpikdg KhkAog

®  “Evag xixhog Aéyera TpryevopeTpueds bav éet kévepo mv apri O(0,0) evég
GvoTiatog cviETayRévey Oxy Ka axtiva p=1

® ot yovia o, TG omoiag N TEMK TAEUPE TERVEL TOV TPYOVORETPIKG KOKAO GO
onpeio M(x,y). Tlapampotpe 6r:

Kau

= Terpmpévn Tov enpsiov M

Mo = y = teTaypévy Tov enpsion M
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Tpiywvopetpikoi ApiBpoi Bacikmv Mavikv

* e

T+’

Tovia o Tpywvopetpucoi apiOjo
o¢ poipeg oc rad o Suve 00 00
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T 1 NS
30° z L RES
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Baoikég TpIywVopETpIKEG TavToTnTEG
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o
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Avaywyn oto 1o Teraptnuépio

Ot avtiBites yovies £0vv 1o 10 cuvnpitovo K avrifeToug Tovg GhAovs TPryGVO-
etpikodg apiBuog. Ahadi,

* ow(-v)=owo (o

Mo

° col-0)=-s0 * op(-0)=—opo
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Ot yovieg pe adpoiopa 180° éxowv 1o @10 nuitovo Kkt aveiberovg Tovg GAkovg
Tpryovopetpikovs apiBpod. Ahadi,

°  qu(180°-0)=nuo o on(I80°-w

cove

°  ep(180°-0)

®  op(180°-0) = -opn

Ot yovies mov Sagépovy katd 180° éxowv aviieto Mpitovo Kal cuviiTovo, eve

00y TV {810 £purTopEv Kat cuVEgaTTOREVY,. AAUSY,

®  nu(180°+0)=-nuo ®  ow(180°+0)=—owve
®  ep(180°+0) =g ®  op(180°+0)=ogn

Trig yovies pe G0potopa 90° o pizovo kuepdg 16ovTa pE To GuVIpiTovo TG GAANG
Ko 1) £gurTopEv KaBepds pe T cuvegaTTopEvy TS GAANG. Anhadi,

®  nu(90°-0)=owve ° ow(90°-0)=npo

o ep(90°-

® 0p(90°-0)=cpn
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O1 TPy VOUETPIKES ZLVAPTAOEIS

Mia covpmon f pe wedio opiopos o A A&yetat meplodir] av Kat p6vo av rGpyet
TpaypaTkGS apiBuée T >0 térowos, dote yia ke X € A va oyber
x+TeA, x-TeA xu  f(x+T)=f(x-T)=f(x).

O mpaypaiée appos T Aéyetar mepiodos me covipmong £

“Eote 0 covépmon
£(x)=pnuax, xR, 6nov a, p oradepoi BTkl apibjol
o Howdpmon f éxet pénom my fon pe p ket ehdiom T fon e —p.

2
o Houwapmon feiva nepoduci pe mepiodo T=—x
a

Ta TUpanGve GURTEPAGHTE 161D0VY Kot Yia T GUVGpTIon

£(x)=povvax, xR, émov a, p otadepoi Beriof apibjo.
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H ovvipmen
£(x)=mux
siva
o meploduci e wepiodo 2m
o yvnoing abioucn 6To SiicTUL [0, ﬂ

. " . n 3n
* yvnoiog goivovaa oto dudommpa | 5.5

- . 3n
* ymoiog astovon oto Sidomua | =,

H ovipmon
£(x)=oox
siva
o mepuoducr) pe mepiodo 21
o ymoing gbivovsa oto diotnua [0, 7]

o ymoing adtovon oto Sikomnua 7, 21)

]

y4

2m x

H ovvipmon f(x)=eox eivar
o mepuoducr) pe mepiodo T
o ymoing avtovon oto

)
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Baoikég TpiywvoueTpikig E§looeg

o OupiCeg g ekicwong Npx =np divoviat axé Tovg THTOVG
X=2kn+0
i
x=2kn+n-0, kel
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o Oupileg g ekicwong Guvx =Guvd Sivoviat and Tovg ThTOVS
X =2k +0
Ll
x=2k1-0, keZ

o Oupileg mg eticwong cox = £90 divovral amd Tov THTO
x=k1+0, kel

o A6 tov 10 Thmo divovrat kat ot pileg ™ e&icwone opx = ol

Tpiywvopetpikoi ApiBuoi ABpoicparog Mwviev
Ioybouy ot Tavtémes:

o ouv(a—P)=ocovacuvB+ nuanup

o ovv(a+)=ovvacuvh - nuanup

o nu(a+p)=nuacvvp+covanup

o nu(a—p)=nuacvvp —cvvanup

. farp-
. onlep)- et
s
o ap(a-p)=-S2000b+1

oof —opa
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Tpiywvopetpikoi ApiBuoi Tng Mwviag 2a
Iogbovy o Tavtomes:
©  nu2a=2nuacvva

o ow2a=owla-nu
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ouv2a

. 5

e 2

. _l+ow2a

o ounig=TON
2

. l-ow2a

o sgla= O

1+ ow2a

ABorowviag TG peig TEkEVTAiE; TAVIOTITE HROPODUE V4 VTOAOYiGOURE Tovg
TpryOVOETPIKODS TpIBOBS TOV C0D piag Yoviag, av yvopilovus To Guvipitovo TG
yoviag avri
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MoAvévoua

OvopéLovpe Tohvdvopo T0V X KiOE TapGoTac TS HOPRTiC
ax o, x b ax g
60V V ivat £vag QUOTKOS APIOROS KAl dy,ay,...,a, £iVal TPayHaTIKO] apIBjOL.
o Tapovivoua
ﬂ\)(\,tt,/,lx\", SOX, Oy
A£yovTa Gpor TOV TOMVGVOHOU KaL OU GPIOHO Gy, ...y, Gy GUVTELEGTES
avto. Etdikotepa, 0 aptBpdg a, Aéyetat 6tadepos pos Tov ToAV@VOHOD.
o Abo mokvdvopa eivat ico av Kal pdvo av ot avTioTono1 GUVTERETES ToU Eival
oot
o 0 Pubpoc evéc mokvdvopov P(x) civa o peyakitepog exdéme un pndeviod
povavyov Tov P(x).
o Zrabepé mohvevopo Aéyetat kiBs ToAGVLHO TG pOpTic
P(x)=c pe ceR
o Mndevikos Padpuod morvGvupo Aéyetar kibe moAvivopo ™ popgric
P(x)=c pe ceR*
o Mndeviké mokvévopo Aéyetar 1o mokvdvopo P(x) =0

Y1 70 omofo ev opiletar Padude
o Evagapipds p Aéyeran pila evég mokvavbpov P(x) av ki povo av wogder n

oxéon P(p)=0.
©  OvopdCovpe apidpmTuci) Ty ev6S ToAvavipoy P(x) yia X =p, Tov Tpaypams

PIBYIG TOV TPOKDITEL GV GVTIKATAGTAGOVHE TO X HE TOV GpiOy6 p.
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Aigipgon NoAvwvopwV

Oedpnua (Tavréra TG Siaipsong)
TNa kafe (ebyog molvovipov A(x) kau 5(x) pe 3(x)=0 vrdpxowy 560 povadia

rokvdvopa 7(x) Kat v(x) Tow, dote

A(x)=5(x)a(x) +v(x),
6mou 0 u(x) 1 sivat To PFEVIKG TOAVGVURO T 75t PUONS HIKpSTEPO and To Pabpd
00 5(x)

Othdpnpa
To vr6howmo g Suaipeog evoe Tokvvipov P(x) peTo x—p eivar oo pe Ty Tl
0v TOhvGVBHOV TG X = p. Anhadil, v="P(p).

Othdpnpa
“Eva mokvivopo P(x) Slnpeitan pe to X —p av Kt pévo av 1o p - eivan pila tov

P(x). Anhodii, av kat pévo av woxden oxéon P(p) =0

©  To oyipa Horner eivan pia péfodog uipeong mokvevipon P(x) pe mokvivopo
™G HOPPHS X —p.
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MoAvwvopikig E§icdoeg

Tolwovopu sZisoon Pabpod v ovopdZovpe kibe eZiswon me popric
, pE @, %0

QXY ra, XXty =
o Pio auriic mg etiowong ovopdlovp ke pil To Tokv@VHLIon
P(x)=0x"+a, x4+ axtag,
Snhadi ka0 apiOpod p, it Tov omoio xser P(p)=0
Oedpnua (aképaiwv piZodv)
Av évag axépaiog apidpog p# 0 eivar pila evés ToAVGVOLOY
P(x)=ax o, X"+ axta,

e GKEPIONS CUVTEREGTEC, TOTE 0 p £ivan Sipémng Tov GTadepod Gpov .
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Npdaonpo Mvopévou - Avicwaozig MNvopevo

® T va PEAETAGOVRE WC TPOS TO TPGGTIO £V YIVOEVD
P(x)=A(x)-B(x)-.... - ®(x),

6mov ot mapdyovieg A(x),B(x),....d(x) eivar mokvdvopa 1% 1§ 2% Pabuod

BpioKovpE YOPITE To TPOOTHO KEOE TAPGYOVTX KAt GTN GUVEYE T TPOGTIHO
00 P(X) £PNOIHOTOHVING TOUG VOOTONG KAVOVES YIVOUEVOD TPOGTHOY.

® T va kioovpe pia aviswe yivépvo mg popric
A(x)-B(x).®(x) >0 § <0
omov or mapayovteg A(x),B(x),....®(x) eivar mohvivopa 1° i 2° Badpob,
apiei va Bposje T0 TpGGTIO ToU YIvoREvOD

P(x)=A(x)-B(x) .. ®(x)

Khaopartikég E§loaoeg

®  Apyikd Bpiokovue to 7edio opipod e eicwong,

®  Tm owviyaa roMhamhaciilovue Gha Ta Khaopata pe 1o EKIL Tov mapovo-
HaeTéY ko petacymuatiCovpe TV eZiowon oF 16056vaun ToAvGVDHIK
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KAaopartikég Avicwoeig

®  Apyikd Bpiokovue To 7edio 0pispod g aviswong

®  Im owviyaa petasymuariCovps TV avicwon of 1odtvap Tov &gt T popori
AG) g 4 A, g AL, 4 AR,
CI0 M TS RO R TG

.

I'vopiCovpe 6T t0 mAiKo Kot T0 YWOpEVO Sb0 appéy eivar opdomua
Enopiévoc:
AW g o a() >0 xm A oo a()-B(x)<o
B(x) B(x)
agob, Kayia ard T MGEIS TOV aVIchoEmY
A()B(x)>0 xam A(x)B(x)<0
Sev meviet o B(x)




image28.png
@ Ioybovv ot 1odvvapiee:
Al )20<:>A(x) B(x)20 xa B(x)#0

B(x)

Kot

()50<:>A(x) B(x)<0 xa B(x)#0

B(x)

. e e
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Appnteg E§loaoeg
TlpoKertar Yo eE0G0E pE PIlid, 0L OTOIES TEPIELOLY TUPACTACES TOV X OTE
vrépiLa. T my nihuon aTev Tov eiodoEay cpyalduaote og cic

®  Apyikd Bpiokovue To 7edio opipod e eicwong,

®  Im owviyaa perasymuatiCovpe Ty eEicwon o poper

FE=5) &

a6 T oo VYGVOVTAG 6T0 TETpdy®VO Taipvoups TV eiowon

2
A(x)=(B(x)) @

1 omoia dev mepiéel PILIKG.
®  Opog 1 e&iowon (2) TpokdrTet w cuvimsia kat Gyt 1wodtvapa and my ekicwon
(1) ko 1 GVvErGYOYR Bisvpiver To Givoko ToV AioEwv pias eticwons. Anhadi,
0 otvoko v Aoeav g e&iswong (1) cival VIOGHVOAO TV GUVGROY TV
Noosov g eiowong (2). Ta avidv tov Aéyo, &ivar anapaimTo va kévovue

snadiifsvon tov pilév mov Ppickovpe axd T egicwon (2) ka va Swm-
GTOo0VKE av avtég eiva 1) Sev eivan pileg Ko TS apyTic eZiowonc

®  HegiowonfA(X) =B(x) civat wodtvayn pe o chomua

{A(x)=(B(x))l

B(x)20.
H o001k A(x) > 0 givan nepueri] agob kakdATeta and T oxéon
AR =(B))

Me avt6 Tov tpéo amogsiyovps T Sudikaci T sralidevong, N onoia ot
KEMOIES TEPUTTGOEG eivan WBiaftepa Sookohn
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EkOeTikn Ivvaptnon

Ovopédlovpe sty cuvapron pe Péon évav Oerikd apibpo a#1 m cuvapmon
f:R >R petimo

f(x)=0" naxide x R,

H ouvépmon f &e1 covoro v 1o £ (R)=(0,+20)

H e cuvépmmon
f(x)=a pe a>l
v yviotog abZoven oto R. Anhadi,
yo kil x.x,€R e X, <x,io708
£(x,) <f(x.) . loxde homdv 0 wwoduvapia
@t <a® & X, <X,
H exferii cuvépmmon
f(x)=a* pe O<a<l
siva ywnoiog gBivovea oo R. Anhadi,
v xile x,%x,€R pe x,<x, iop0e

£(x,)>£(x,) . logber howov 1 1wodvvapia

¥ <t e x >x,

T cuvapmnon fioyden 0 wodvvapia f(x,)=F(x,) < x, = x.,

Smhady o =a* < x, =

y=o'a>l
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NoyapiBuol
0 In0 givan o exdEmG OToV OmOi0 TPETEL VA VYGOOVHE ToV apBS ¢ Yia va BpovpE Tov
05Tu6 apiOy6 0. Anhadii, av 0> 0, téte

In0=x e =0

®  In¢

yaKide x e R o ¢ =0 yaxdde 0>0
* lne=1 o Inl=0

®  In(06.)=In6, +In6, Y xide 0,0, >0

. ln[o‘l]:mo,qnoz i dde 0,, 0, >0

® Inb"=xInb yakdade 6>0 xm xeR
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H Aoyapi®uikn Ivvaptnon f (x) = Inx

Ovopdovpe hoyapidpuci cuviprien pe
Béon Tov apiby6 e ™ cuviprion
£:(0,40) >R
e Thmo
£(x)=Inx yaxide x (0, +w)
o Howvipmon & civoho Tiuav o
£((0,+)) =R

o H owipmon f eivar yvioing wbovon. Amhadii, i kide x,, x, €(0,+) pe
X, <X, wogbe
£(x,) <f(x,).
Toyber howmov 1 wwoduvapia. Inx, <Inx, & x, <x,

o T ovvépmon f oxdein wodvvapia F(x,)=F(x,) & x, =, , Smhadi

Inx, =Inx, & x,

o Oukopmdhes pe ehiohong y=Inx Kk y=
eubeia y=x

£iVa1 GUPHETPIKEG WC TPOG TV
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leeperpia

e kéfe wookehis Tpiyovo, o1 Tpo-
oxeipieves om Phon yovies siva ioes
Ko QvTIoTpgES.

s A A
ABT 1000kehéc pe AB= AT & B=T

e xife wookehis Tpiyvo 1 diyo-
6p0g, N BiyECOS KAl T0 VYOS TOV
avnotoyo0v o o tov TavtiCovial.

BA+— 51
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Kébe onpeio i pecoxabéton evig

eudypappion. TpaTOS 10aTEE GO
0 KL TOV K GVTIGTPOGG,

() necoxadetoc AB <> MA = MB

H kifetoc 10 épeTan amd 1o Kévipo
ev6g KiKAOD TpOg e Z0pdi Tov,
Suzotopet T 20pdi) ka1 To avricToyo
00 TG,

AK =KB

OMLAB={ _
AM =M

H axtiva ev6g KbKkAO 70V Kartahijyel
ot0 onpio emagic sivar kadem oy
spamtopiv v KbKAOL OF @UTO TO
onusio.

OA L(g)

Av 860 mapdinheg eveicg TEpvovian
and tpim oymuatilow TG eviog
EVaAGE yovieg oes

(e)/ ()= A, =B,

(c)
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®  To fpowopa Tov yovidy Kdfe Tpi-
Yavov givat ioo pe 180°

A A A
A+B+T =180°
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e ke TapaddASYPURLO W6HOVY Ot

Widmreg:

i) O anévavn mhevpés Tov sivar EE—
foec s r

ii) O anévava yovieg o eivan foes ~._—/
i) O Suryévioi Tov dyyotopovvraL [ — O

AB=TA ka1 AA=BI'
A SRR

ABTA nap/ppo = A =T xar B=A
AO=O ka1 OA=0B

e Kde opboyévio Tupakkmidypappio A r
o daydviof Tov eiva foec

AT=BA

Se xibe popfo o1 Swyévioi Tov N
tépvovtan kideta Kar Siyotopody Tig
Yovieg Tov.
AT L BA A A r
ABIA poufloc = | AL dygontyoc v A wan T
BA Syotépogtov B xa A
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e kdfe teTpiyovo 1oybow Gheg o1
WBidTTeS Tov TaPEATAOYPGHHOD, TOV
opBoyeviov kat ov poBov.

To s0Bbypappo Tia OV Eviver T
péoa Tov 360 ThevpdY TprydVOL Eivar
Taprknho Tpog TV Tpim ThEVPG Kat
o0 pe 1o o6 e

A pioomean | AE//BX
E péco me AT AE:‘LZ‘-
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H Siéeoog opboyaviov Tpryévov mov
pépvovpE amd TV Kopvei S opbiic
yoviag eivat fon pe o o6 ™ vTo-
<eivovoag

A o

A=90 —am=EC

AM didpecog 2

Av 6& opboyévio tpivevo pua yovia
wwobtar e 30°, otE 1 omévavet Thev-
pé Tov civar fon pe To puc6 g Vro-
Teivovoag ke avrioTpoga.

A
A=90°

A S ap-BD
r=30" 2

H 8idpeoog tov tpameliov civar ma-
péknin mpog Tig Péoeg Tov ka fon pe
0 MIGBPOIGHE ToVE
{EpérmAA 1EZ//AB//|’A
=

ZpécoBr  |Ez=ABTA

Kafe eyyerpappiwn yovia mov Puiver
& MpuHIckiO eivan 0pli
B uperpoc & A=90°
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Ocipnpa tov Oukiy
Av tpeg Tovkégotov  mapddnhes
eufeiec téuvovy dbo Gddeg cvbeiss,
opiLovv oe avtéc TupaTa avidoya.
AB _BI A
11 11 —_———=
(&)/1(e) ! (8) 2 3E= 17" 27
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®  Av o piyeva ézouv 860 yovieg Toug
foeg pua mpog pia, T6Te efvan GOt Kat
Guveni &xouy Tig opdhoyes ThevpES
oG avéhoyes

®  To IvBaybpsio Osirpnpa
¢ K0z opdoy@vio Tpiyevo o GBpot-
oHa Tov TEpaydVeY ToVv KibeTov
Thevpdv Tov eivan foo pe 1o TETPaYOVO
g vroteivovsas.
BI” = AB® + AT

Terphyovo pe mhevpd o
®  Tepipetpog = da
®  Eppads=d’

0pBoyévio pe mhevpés o kar
®  Mepipetpog=2a+2p
®  EpPudé=ap

"
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Hapadinréypappo pe Paon o kar yog v
®  Tepipetpog=2a+2p
®  Eupuds=aw

= afnud
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Tpiyovo pe B o ka dyoc v

®  Mepipetpog=a+B+y

®  EpPuds= %m. =%u|3qp0

Tpanilio pe paoag B, f kar dyog v

®  Iepipetpoc= B+p+——+——
MO Mo

o - 0,

Ioémhevpo Tpiyevo pe Thevpd o
®  Tepipetpog=3a

. EBa.&']*u‘/—

KbkAog pe akriva R
®  Iepipetpog = 27R
®  Eppudo=nR’
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OpBoyavio TapalAnAemineso

He Slaotaoeg a, B, y

. Eppado empavewg = 20f + 2y + 2ya
®  Oyxog=apy
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TavrotnTeg

Kae 106mta mov mepiérel petaPANté ko enaknedetar yia 6Aeg TIG TS TOV
HETaBANTOY TV ovopaeTar TavTiTTe. OL IO CTHAVTIKES TAVTOTTeS Efvat:

o (ap) =0 - 20pep

o (a+p) =a+20p+p

e @ -p=(a-p)(atp)

o (a+B) =o' +30p+3ap +B*

o (a-B) =o' —3ap+3ap*

o P =(arp)(@ -ap+p)

o o —p =(a-p)(cF +op+p)

o (a+B+y) = +B 77 +20p+ 2y +2ya

1816TNTEG TV AVICOTATGV

° @20 paxibe acR

o C+p=0oa=0 ka p=0

o 4P >0oaz0h B0
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