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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  1 

Δ ι α ν ύ ς μ α τ α 

 

 

 

 

 

 

 

Οριςμόσ  Διανύςματοσ  

Σο διϊνυςμα ορύζεται ωσ ϋνα προςανατολιςμϋνο ευθύγραμμο τμόμα , 

δηλαδό ωσ ϋνα ευθύγραμμο τμόμα του οπούου τα ϊκρα θεωρούνται 

διατεταγμϋνα .   

Μηδενικό λϋγεται το διϊνυςμα όπου η αρχό και το πϋρασ ςυμπύπτουν.                  

Σο μηδενικό διϊνυςμα παριςτϊνεται με ςημεύο και ςυμβολύζεται με  0      

Αν ΑΒ        ϋνα διϊνυςμα , τότε το μόκοσ του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ ονομϊζεται μϋτρο του διανύςματοσ και 

ςυμβολύζεται με   ΑΒ         .                                                                                                                                                                                              

Σο μϋτρο ενόσ διανύςματοσ εύναι θετικόσ αριθμόσ , δηλαδό  ΑΒ       ≥ 0  .                                                                                              

Σο μηδενικό διϊνυςμα ϋχει μϋτρο ύςο με το μηδϋν .                                                                                                                             

Αν ϋνα διϊνυςμα ϋχει μϋτρο ύςο με 1 , τότε το διϊνυςμα λϋγεται μοναδιαύο διϊνυςμα .  

 

Η ευθεύα πϊνω ςτην οπούα βρύςκεται ϋνα μη μηδενικό διϊνυςμα ΑΒ                                                                            

λϋγεται  φορϋασ  του ΑΒ         .                                                                                                                                  

Ψσ φορϋα ενόσ μηδενικού διανύςματοσ ΑΑ        μπορούμε να θεωρόςουμε 

οποιαδόποτε ευθεύα που διϋρχεται από το Α  . 

 

 

 

      1.  Η  Έννοια  του  Διανύςματοσ 
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Παρϊλληλα  ό  ΢υγγραμμικϊ  Διανύςματα  

Δύο μη μηδενικϊ διανύςματα ΑΒ        και  ΓΔ       που ϋχουν τον ύδιον φορϋα                                                  

ό παρϊλληλουσ φορεύσ , λϋγονται παρϊλληλα ό ςυγγραμμικϊ διανύςματα                                        

και τα ςυμβολύζουμε με  ΑΒ       ∥  ΓΔ       .                                                                                                               

΢την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι τα διανύςματα ϋχουν την ύδια διεύθυνςη .  

 

Ομόρροπα  και  Αντύρροπα  Διανύςματα  

Δύο μη μηδενικϊ διανύςματα ΑΒ        και  ΓΔ       λϋγονται ομόρροπα όταν :                                                                                              

α) ϋχουν παρϊλληλουσ φορεύσ και βρύςκονται ςτο ύδιο ημιεπύπεδο ωσ προσ                                

την ευθεύα ΑΓ που ενώνει τισ αρχϋσ τουσ  ό                                                                                                                                                                                                                       

β) ϋχουν τον ύδιο φορϋα και μια από τισ ημιευθεύεσ ΑΒ και ΓΔ περιϋχει την ϊλλη                                                                     

΢την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι τα διανύςματα ϋχουν την ύδια κατεύθυνςη και 

ςυμβολύζουμε με   ΑΒ       ⇈  ΓΔ        

 

 

Δύο μη μηδενικϊ διανύςματα ΑΒ        και  ΓΔ       λϋγονται αντύρροπα όταν εύναι 

ςυγγραμμικϊ και δεν εύναι ομόρροπα                                                                                                       

΢την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι τα διανύςματα ϋχουν αντύθετη κατεύθυνςη 

και ςυμβολύζουμε με   ΑΒ       ↑↓  ΓΔ         

 

 

Ίςα  Διανύςματα  

Δύο μη μηδενικϊ διανύςματα λϋγονται  ύςα  αν εύναι ομόρροπα και ϋχουν ύςα μϋτρα .                                                                

Δηλαδό :  ΑΒ      =  ΓΔ      ⇔  
ΑΒ       ⇈  ΓΔ     

και

 ΑΒ       =  ΓΔ      

                                                                                                                                                        

Σα μηδενικϊ διανύςματα θεωρούνται ύςα μεταξύ τουσ .                                                                                                                  

Αν Μ το μϋςο του διανύςματοσ ΑΒ       τότε ιςχύει  ΑΜ       =  ΜΒ         και αντιςτρόφωσ .  

 

Αντύθετα  Διανύςματα  

Δύο μη μηδενικϊ διανύςματα λϋγονται  αντύθετα  αν εύναι αντύρροπα και ϋχουν ύςα μϋτρα .                                                                

Δηλαδό :  ΑΒ      = −ΓΔ      ⇔   
ΑΒ       ↑↓  ΓΔ     

και

 ΑΒ       =  ΓΔ      

                                                                                                                                                      

Ειδικότερα ϋχουμε    ΑΒ      = −ΒΑ        ( αλλϊζω την ςειρϊ των γραμμϊτων , αλλϊζω ταυτόχρονα και το πρόςημο) 
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Γωνύα  Δύο  Διανυςμϊτων 

Ϊςτω δύο μη μηδενικϊ διανύςματα  α     και  β   . Με αρχό ϋνα ςημεύο Ο παύρνουμε                                

τα διανύςματα  ΟΑ      = α     και ΟΒ      = β    .                                                                                                

Σην κυρτό γωνύα  ΑΟ Β  που ορύζουν οι ημιευθεύεσ ΟΑ και ΟΒ , την ονομϊζουμε γωνύα 

των διανυςμϊτων  α     και β    και την ςυμβολύζουμε με  α    , β  
 

  ό  β   , α   
 

                                         

Αν  θ  η γωνύα των διανυςμϊτων  α     και  β    τότε ιςχύουν :                                                            

α)  0 ≤ θ ≤ π                                                                                                                                                                 

β)  αν  θ = 0  τότε  α    ⇈  β                                                                                                                                             

γ)  αν  θ = π  τότε  α    ↑↓ β                                                                                                                                                                              

δ)  αν  θ = 
π

2
   τότε  α    ⊥ β      και θα λϋμε τα διανύςματα κϊθετα ό ορθογώνια             

 

 

 

 

 

 

Πρόςθεςη  Δύο  Διανυςμϊτων 

Ϊςτω δύο μη μηδενικϊ διανύςματα  α     και  β   . Με αρχό ϋνα ςημεύο Ο παύρνουμε 

διϊνυςμα ΟΑ      = α     και ςτη ςυνϋχεια παύρνουμε διϊνυςμα   ΑΒ      = β    .                                                           

Σο διϊνυςμα   ΟΒ        λϋγεται  ϊθροιςμα ό ςυνιςταμϋνη  των                                                            

διανυςμϊτων   α     και  β     και ςυμβολύζεται με  α   + β   .      

 

Σο ϊθροιςμα δύο διανυςμϊτων βρύςκεται και με τον κανόνα του 

παραλληλογρϊμμου . Με αρχό ϋνα ςημεύο Ο παύρνουμε διϊνυςμα 

ΟΑ      = α     και ΟΒ      = β   , τότε το ϊθροιςμα α   + β    ορύζεται από την             

διαγώνιο ΟΜ του παραλληλογρϊμμου που ϋχει προςκεύμενεσ πλευρϋσ 

τισ ΟΑ και ΟΒ . 

 

Ιδιότητεσ  Πρόςθεςησ  Διανυςμϊτων 

Αν  α    , β   , γ    τρύα διανύςματα , τότε ιςχύουν :                                                                                                                                         

α)  α   + β  = β  + α          (Αντιμεταθετικό  Ιδιότητα )                                                                                                                                

β)    α   + β   + γ  = α   +  β  + γ          (Προςεταιριςτικό  Ιδιότητα )                                                                                                   

γ)   α   + 0  = α                                                                                                                                                                                                            

δ)  α   + (−α     ) = 0     

      Πρόςθεςη/Αφαίρεςη  Διανυςμάτων 
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ΑΒ      = ΟΒ      − ΟΑ       

 

Αφαύρεςη  Δύο  Διανυςμϊτων 

Η διαφορϊ  α   − β    του διανύςματοσ  β    από το διϊνυςμα  α     ,                        

ορύζεται ωσ ϊθροιςμα των διανυςμϊτων  α     και  −β   .                                           

Δηλαδό :  α   − β  = α   +  −β      

 

 

Διϊνυςμα  Θϋςησ  

Ϊςτω  Ο  ϋνα ςταθερό ςημεύο του χώρου . Σότε για κϊθε ςημεύο του χώρου Μ ορύζεται το διϊνυςμα  ΟΜ        , το οπούο 

λϋγεται διϊνυςμα θϋςησ του Μ ό διανυςματικό ακτύνα του ςημεύου Μ .                                                                                        

Σο ςημεύο Ο που εύναι η κοινό αρχό όλων των διανυςματικών ακτύνων των ςημεύων του χώρου , λϋγεται                        

ςημεύο αναφορϊσ ςτο χώρο .  

 

Κϊθε διϊνυςμα ςτο χώρο εύναι ύςο με την διανυςματικό ακτύνα του πϋρατοσ μεύον την διανυςματικό ακτύνα                

τησ αρχόσ . Πρϊγματι : 

 Ϊςτω Ο ςημεύο αναφορϊσ , τότε για οποιοδόποτε διϊνυςμα ΑΒ       ιςχύει :                              

ΟΑ      + ΑΒ      = ΟΒ      ⇔ ΑΒ      = ΟΒ      − ΟΑ         

Ωρα :   

 

  

Μϋτρο  Αθρούςματοσ  Διανυςμϊτων  

Αν  α    , β    δύο διανύςματα , τότε για το μϋτρο αθρούςματοσ των διανυςμϊτων ιςχύει : 

 

 

  

΢το διπλανό ςχόμα φαύνεται ςτο ϊθροιςμα δύο διανυςμϊτων  α    , β                          

Από τριγωνικό ανιςότητα ςτο τρύγωνο ΟΑΒ ϋχουμε :                                                       

 (ΟΑ) − (ΑΒ) ≤ (ΟΒ) ≤ (ΟΑ) + (ΑΒ) ⇔    α    −  β    ≤  α   + β   ≤  α    +  β     

 

 

 

 

  α    −  β    ≤  α   + β   ≤  α    +  β    
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Αςκήςεισ 

 

 

                                                                                                           

 

1.1 Θεωρούμε ϋνα ιςόπλευρο τρύγωνο  ΑΒΓ και ϋνα ςημεύο Δ τησ πλευρϊσ ΒΓ .  Να βρεύτε τισ γωνύεσ :                                       

α)   ΑΒ      , ΑΓ       
                  β)  ΑΒ       , ΒΓ      

              γ)  ΒΔ       , ΔΓ      
                δ)  ΒΓ      , ΓΔ      

  

1.2 Δύνεται τετρϊγωνο  ΑΒΓΔ . Να βρεύτε τισ γωνύεσ :                                                                                                                                

α)   ΑΒ      , ΑΓ       
                  β)  ΔΒ       , ΒΓ      

             γ)  ΑΔ       , ΓΔ      
              

1.3 Θεωρούμε ϋνα ιςόπλευρο τρύγωνο  ΑΒΓ και  ΑΔ το ύψοσ του .  Να βρεύτε τισ γωνύεσ :                                                             

α)   ΒΑ      , ΒΓ                       β)  ΑΒ       , ΓΑ                    γ)  ΒΓ      , ΔΑ                        δ)  ΒΑ       , ΑΔ              

1.4 Να γρϊψετε ωσ ϋνα διϊνυςμα τα παρακϊτω αθρούςματα  :                                                                                                        

α)  ΑΒ      + ΓΔ     + ΒΓ                                                                                                                                                                                                             

β)  ΚΛ       + ΜΝ       + ΛΜ       + ΝΠ                                                                                                                                                                                    

γ)  ΑΒ      + ΔΑ      + ΓΔ     + ΒΓ                                                                                                                                                                                      

δ)  ΑΓ      − ΒΔ      − ΔΓ                                                                                                                                                                                                  

ε)  ΚΛ      − ΝΜ       + ΝΚ      − ΜΛ         

1.5 Να εκφρϊςετε το διϊνυςμα  x    ςε καθεμύα από τισ παρακϊτω περιπτώςεισ  :                                                                    

 

1.6 Να εκφρϊςετε το διϊνυςμα  x    ςε καθεμύα από τισ παρακϊτω περιπτώςεισ  :                                                                     

 

1.7 Αν Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4Ρ5Ρ6  ϋνα εξϊγωνο , τότε να δεύξετε ότι : Ρ1Ρ3
         + Ρ2Ρ4

         + Ρ3Ρ5
         + Ρ4Ρ6

         + Ρ5Ρ1
         + Ρ6Ρ2

         = 0    

1.8 Αν ιςχύει   ΑΝ      − ΓΜ       = ΜΒ       + ΓΝ        να δεύξετε ότι το Γ εύναι το μϋςο του ΑΒ . 

1.9 Ϊςτω το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ και Μ μϋςο του ΑΓ. Να δεύξετε ότι :  ΜΒ       + ΜΔ       = ΑΒ      − ΔΓ       .  

1.10 Αν ιςχύει ότι   ΓΔ     = ΒΕ      + ΓΑ     − ΔΕ        να δεύξετε ότι τα ςημεύα Α  και  Β  ταυτύζονται . 

1.11 Ϊςτω το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ και το ςημεύο του Ο για το οπούο ιςχύει  ΑΓ      + ΒΟ      = ΒΔ      − ΓΔ       .                                                       
Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα  Α  και  Ο ςυμπύπτουν . 
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1.12 Αν ιςχύουν   α    = 3 ,  β   = 2 ,  α   + β   ≥ 5 . Να δεύξετε ότι τα διανύςματα  α    και β    εύναι ομόρροπα . 

1.13 Δύνονται τα ομόρροπα διανύςματα α    , β    , γ    για τα οπούα ιςχύουν   α    = 1 ,  α   + β   = 4  ,  β  + γ   = 8 .                                     

Να βρεύτε:                             α)  το   β                 β)  το   γ            γ) το   α   + γ    

1.14 Ϊςτω τα ςημεύα  Ο , Α , Β του επιπϋδου . Αν   ΟΑ       = 6 ,  ΟΒ       = 4  να δεύξετε ότι   2 ≤  ΑΒ       ≤ 10  . 

1.15 Δύνονται τρύα μη μηδενικϊ διανύςματα α    , β    , γ    για τα οπούα ιςχύουν  α   + β  + γ  = 0    και  
  α     

5
=

  β     

3
=

  γ     

2
 .           

Να δεύξετε ότι  :         α)  α     ↑↓  β            β)  β   ↑↑  γ   . 

1.16 Δύνονται τρύα μη μηδενικϊ διανύςματα α    , β    , γ    για τα οπούα ιςχύουν  α   + β  = γ    και  
  α     

3
=

  β     

2
=

  γ     

5
 .                                     

Να δεύξετε ότι  :         α)  α     ↑↑  β            β)  β   ↑↑  γ   . 

1.17 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    , γ    για τα οπούα ιςχύουν   α    = 2 ,  β   = 5 ,  γ   = 4 . Να δεύξετε ότι :                           

α)  3 ≤  α   + β   ≤ 7                                                                                                                                                                                         

β)  α   + β  − 2γ  ≠ 0   

1.18 Δύνονται τα ομόρροπα διανύςματα α    , β    για τα οπούα ιςχύουν   α    = 3κ − 5 ,  β   = 5κ − 8 ,  α   + β   = κ2 + 3 .     

Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  κ  . 
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Αν  𝛂    , 𝛃     δύο διανύςματα με 𝛃   ≠ 𝟎    , τότε : 

𝛂   ∥ 𝛃    ⇔ 𝛂   = 𝛌𝛃     , 𝛌 ∈ ℝ 

 

 

 

 

 

Οριςμόσ  Πολλαπλαςιαςμού  αριθμού  με  διϊνυςμα 

Ϊςτω  λ  ϋνασ μη μηδενικόσ αριθμόσ και το μη μηδενικό διϊνυςμα  α    .                                                                                        

Ονομϊζουμε  γινόμενο του αριθμού λ με το  𝛂      και το ςυμβολύζουμε με  λ ∙ α     ό  λα     ϋνα διϊνυςμα το οπούο :                   

α) εύναι ομόρροπο του α     αν λ > 0 , 𝜅𝛼𝜄 𝛼𝜈𝜏ύ𝜌𝜌𝜊𝜋𝜊 𝜏𝜊𝜐 α     αν λ < 0                                                                                                

β) ϋχει μϋτρο   λ  α                                                                                                                                                                                           

Αν εύναι  λ = 0  ό  α   = 0    τότε ορύζουμε  λα   = 0       

 

Ιδιότητεσ  Πολλαπλαςιαςμού  αριθμού  με  διϊνυςμα 

Αν  α    , β    δύο διανύςματα και λ , μ  δύο πραγματικού αριθμού , τότε ιςχύουν οι ιδιότητεσ :                                                            

α) λ α   + β   = λα   + λβ                                                                                                                                                                                    

β) (λ + μ)α   = λα   + μα                                                                                                                                                                                      

γ)  λ(μα   ) = (λμ)α                    

 

 Γραμμικόσ  ςυνδυαςμόσ  διανυςμϊτων 

Γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ δύο διανυςμϊτων α    , β     ονομϊζεται κϊθε διϊνυςμα τησ μορφόσ  v  = κα   + λβ   ,                                      

όπου κ , λ πραγματικού αριθμού . 

 

΢υνθόκη  Παραλληλύασ  δύο  διανυςμϊτων                                                                                                                               

 

 

 

 

ΠΡΟ΢ΟΦΗ :  Για να αποδεύξουμε ότι τρύα ςημεύα Α , Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ , αρκεύ να δεύξουμε ότι  ΑΒ      ∥ ΒΓ      ,             

δηλαδό αρκεύ να δεύξουμε ότι  ΑΒ      = λΒΓ       

 

 

 

 

2. Πολλαπλαςιαςμόσ  αριθμού με Διάνυςμα 
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Αν Μ το μϋςο του τμόματοσ ΑΒ και Ο ςημεύο αναφορϊσ , τότε   𝚶𝚳        = 
𝚶𝚨        + 𝚶𝚩       

𝟐
 

 

Διανυςματικό  Ακτύνα  Μϋςου  Σμόματοσ 

 

 

 

  Θεωρούμε διϊνυςμα  ΑΒ       , το μϋςο του Μ , καθώσ και ϋνα ςημεύο αναφορϊσ Ο.          

Αφού Μ μϋςο του ΑΒ        τότε θα ιςχύει :                                                                                          

ΑΜ       = ΜΒ        ⇔ ΟΜ       − ΟΑ      = ΟΒ      − ΟΜ        ⇔ 2ΟΜ       = ΟΑ      + ΟΒ      ⇔ ΟΜ       = 
ΟΑ        + ΟΒ       

2
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Αςκήςεισ 
 

 

 

 

2.1. Αν  ΟΑ      = α    , ΟΒ      = β   , ΟΓ      = 2α   − 3β    , να εκφρϊςετε τα διανύςματα  ΑΒ       , ΑΓ       , ΓΒ       με την βοόθεια των α    , β   . 

2.2 Δύνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ . Αν Μ και Ν τα μϋςα των πλευρών ΓΔ και ΒΓ αντύςτοιχα και   ΑΒ      = 3α     ,  ΑΔ       = 4β     ,  

να βρεθούν τα διανύςματα  ΑΜ         και  ΜΝ        . 

2.3 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ϋςτω  Μ  το μϋςο τησ ΑΔ . Να εκφρϊςετε τα διανύςματα  ΒΜ         και  ΜΓ              

ωσ ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων  ΑΒ      = α     και  ΒΓ     = β    . 

2.4 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ϋςτω  ςημεύο Ε ςτην πλευρϊ ΑΒ ώςτε  ΑΕ = 3ΒΕ . Αν ΑΒ      = α     και  ΑΔ       = β    

να  εκφρϊςετε τα διανύςματα  ΑΕ       , ΔΕ       , ΓΕ       ωσ ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων  α     και  β   . 

2.5 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  και ςημεύο Δ τησ ευθεύασ  ΒΓ  ώςτε τα Δ , Γ να βρύςκονται εκατϋρωθεν του Β και να 

ιςχύει  3ΒΔ = 2ΒΓ  .  Αν ΑΒ      = α     και  ΑΓ       = β    , να  εκφρϊςετε το διϊνυςμα   ΑΔ         ωσ ςυνϊρτηςη                                                                  

των διανυςμϊτων   α     και  β   . 

2.6 Θεωρούμε τα διανύςματα  ΟΑ      = α    , ΟΒ      = β    , ΟΓ      = α   + 3β    και ΟΔ      = 3α   + β    . Να δεύξετε ότι  ΑΓ      + ΔΒ      ∥  ΑΒ       .  

2.7 Αν ιςχύει ότι  ΑΔ      = 3ΑΒ      + 5ΑΓ       και  ΑΕ      = 5ΑΒ      + 3ΑΓ        να αποδεύξετε ότι  ΔΕ      ∥  ΒΓ       .  

2.8 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  και τα ςημεύα Δ και Ε του επιπϋδου ώςτε  ΑΔ      = 5ΑΒ      + 8ΑΓ        και  ΑΕ      = 3ΑΒ      + 10ΑΓ       .          

Να αποδεύξετε ότι  ΔΕ      ∥  ΒΓ       . 

2.9 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  και τα ςημεύα Δ και Ε του επιπϋδου ώςτε  ΑΔ      = 2ΑΒ      + 5ΑΓ        και  ΑΕ      = 5ΑΒ      + 2ΑΓ       .            

α) Να γρϊψετε το διϊνυςμα  ΔΕ        ωσ γραμμικό ςυνδυαςμό των  ΑΒ        και  ΑΓ                                                                                    

β) Να αποδεύξετε ότι  ΔΕ      ∥  ΒΓ       .         

2.10 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  και τα ςημεύα Δ και Ε του επιπϋδου ώςτε  ΑΔ      = 4ΑΒ      − 9ΑΓ        και  ΑΕ      = ΑΒ      − 6ΑΓ       .          

Να αποδεύξετε ότι  ΔΕ      ∥  ΒΓ       . 

2.11 Θεωρούμε τα διανύςματα  u  = 4α   − 3β    και  v  = 2α   + β   . Να αποδεύξετε ότι :                                                                  
α)  το διϊνυςμα  γ  = u  + 3v    εύναι ομόρροπο με το  α                                                                                                                            

β)  το διϊνυςμα  δ  = u  − 2v    εύναι αντύρροπο με το β    .  

2.12 Αν οι διανυςματικϋσ ακτύνεσ των ςημεύων Α , Β , Γ , Δ εύναι αντύςτοιχα  α    , β   , 4α   − β   , α   + 2β    να δεύξετε ότι          

τα διανύςματα   ΑΒ        και  ΓΔ        εύναι ομόρροπα .  

2.13 Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με  ΔΓ     = α    , ΑΓ      = α   + β    και ΒΔ      = −2α   + β   εύναι τραπϋζιο . 

2.14 Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με  ΑΒ      = β    , ΑΔ      = α     και  ΑΓ      = α   + 2β    εύναι τραπϋζιο . 

2.15 Δύνεται το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με  ΑΒ      = β    , ΑΔ      = α     και  ΑΓ      = α   + 3β    . Να αποδεύξετε ότι :                                         
α)  το τετρϊπλευρο  ΑΒΓΔ  εύναι τραπϋζιο .                                                                                                                                            

β)  το διϊνυςμα   u  = ΒΓ     − ΑΔ       εύναι ομόρροπο με το β    . 

2.16  Θεωρούμε τα διανύςματα  ΟΑ      = α   − 3β   , ΟΒ      = 2α   − β    , ΟΓ      = 3α   + β    και ΟΔ      = 6α   + 7β    .                                                         

Να δεύξετε ότι  τα διανύςματα   ΑΒ        και  ΓΔ        εύναι ομόρροπα .  
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2.17 Δύνεται ςτο παρακϊτω ςχόμα ότι  ΑΒ      = α     ,  ΒΓ       = β   , ΓΔ     = 2α     και ΔΕ      = 2β       .                                                                                          
Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Γ , Ε  εύναι  ςυνευθειακϊ .  

 

2.18 Ϊςτω τα διανύςματα   ΟΑ      = α   + 3β     , ΟΒ      = 2α   − β    ,  ΟΓ       = 3α   − 5β  .                                                                                                     
Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ . 

2.19 Ϊςτω τα διανύςματα   ΟΑ      = α   + β  + γ     , ΟΒ      = 5α   + 3β  + 4γ     ,  ΟΓ       = 13α   + 7β  + 10γ   .                                                             
Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ . 

2.20 Ϊςτω τα διανύςματα   ΟΑ      = α   + 2β  + 5γ     , ΟΒ      = −α   + 3β  + 4γ     ,  ΟΓ       = 3α   + β  + 6γ   .                                                             
Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ .                 

2.21 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  με  ΑΒ      = 2α   + β    , ΑΓ      = 5α   − β    . Αν Δ ςημεύο τϋτοιο ώςτε  ΑΔ      = 11α   − 5β    ,                                        
να δεύξετε ότι  τα ςημεύα  Β , Γ , Δ   εύναι  ςυνευθειακϊ .                                   

2.22 Αν ιςχύει  4ΜΑ       + 5ΜΒ       − 9ΜΓ       = 0 τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ .      

2.23  Αν ιςχύει  9ΟΑ      − 7ΟΒ      − 2ΟΓ      = 0 τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ .      

2.24 Αν ιςχύει  ΜΑ       + 5ΡΑ     = 3ΡΜ       + 2ΡΒ      − 4ΓΜ         τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ . 

2.25 Αν ιςχύει   2ΑΛ      + 3ΒΛ      + 2ΜΒ       = ΑΚ      + ΑΜ       + ΒΚ        τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Κ , Λ , Μ  εύναι  ςυνευθειακϊ . 

2.26Αν ιςχύει  5ΡΛ     = 2ΡΚ      + 3ΡΜ         τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Κ ,Λ ,Μ  εύναι  ςυνευθειακϊ  

2.27 Αν ιςχύει   (κ + 2)ΜΑ       + 3ΜΒ       = (κ + 5)ΜΓ         τότε να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ . 

2.28 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και  Ε , Ζ ςημεύα τϋτοια ώςτε  ΑΕ      =
 2 
5

ΑΔ        , ΑΖ      =
 2 
7 ΑΓ       .                                            

α) Να γρϊψετε τα διανύςματα  ΕΖ      , ΖΒ      ωσ γραμμικό ςυνδυαςμό των  ΑΒ        και  ΑΔ                                                                         
β) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Β , Ζ , Ε  εύναι  ςυνευθειακϊ .      

2.29 ΢ε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ εύναι  ΑΒ      = α     και   ΑΔ       = β    . Θεωρούμε ςημεύα Ε , Ζ  ςτην ΑΔ και ςτην διαγώνιο 

ΑΓ αντύςτοιχα τϋτοια , ώςτε  ΑΕ      =
 1 
3 ΑΔ        , ΑΖ      =

 1 
4 ΑΓ       .  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                   

α)  ΑΖ      =
 1 
4   α   + β                                                                                                                                                                                            

β)  ΕΖ     =
 1 
4  α   −

 1 
3 β     και να υπολογύςετε το  ΕΒ         με την βοόθεια των α    , β   .                                                                            

γ)   τα ςημεύα  Ε , Ζ , Β  εύναι  ςυνευθειακϊ .      

2.30 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  ΑΒ      = α     και   ΒΓ       = β     και ΓΔ = 3 ΑΒ .                                                                                                                 
Αν Ε ςημεύο τησ διαγωνύου ΑΓ ώςτε ΕΓ = 3ΕΑ                                                                                                                                                                                                                             

α) Να  εκφρϊςετε τα διανύςματα  ΑΕ       , ΑΓ       , ΒΕ        και  ΒΔ         ωσ ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων  α     και  β   .                                 
β) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Β , Δ , Ε  εύναι  ςυνευθειακϊ .   
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2.31 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και η διϊμεςόσ του ΑΜ .Πϊνω ςτα τμόματα  ΑΒ , ΑΜ και  ΑΓ  παύρνουμε τα ςημεύα                             

Δ , Ε ,Ζ αντύςτοιχα ώςτε  ΑΔ =
 1 
2

ΑΒ , ΑΕ =
 1 
3

ΑΜ , ΑΖ =
 1 
4 ΑΓ  . Αν  ΑΒ      = α     και   ΑΓ       = β      τότε :                                                  

α) Να εκφρϊςετε ςυναρτόςει των   α    , β    τα διανύςματα  ΔΕ       , ΔΖ                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Δ , Ε , Ζ  εύναι  ςυνευθειακϊ .   

2.32 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και  Ε , Ζ μϋςα των ΒΓ και ΓΔ αντύςτοιχα. Να δεύξετε ότι  ΑΕ      + ΑΖ      =
 3 
2

ΑΓ        

2.33 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ και τυχαύο ςημεύο Δ ςτη ΒΓ . Αν  Κ , Λ , Μ  μϋςα των  ΒΔ , ΔΓ και ΒΓ αντύςτοιχα  τότε        

να δεύξετε ότι  ΑΚ      + ΑΛ      − ΑΜ       = ΑΔ        . 

2.34 Δύνεται τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ και Μ , Ν τα μϋςα των διαγωνύων του ΑΓ και ΒΔ αντύςτοιχα .                                             

Να δεύξετε ότι  ΑΒ      + ΑΔ      + ΓΒ     + ΓΔ     = 4ΜΝ         .                (΢ΦΟΛΙΚΟ  ΒΙΒΛΙΟ ) 

2.35 Ϊςτω ϋνα τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΔΓ ) με  ΔΓ =
 4 
3

ΑΒ . Θεωρούμε το ςημεύο Ε με  ΑΕ      =
 1 
3

ΑΒ                                                           

και ονομϊζουμε Ζ  το μϋςο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ  ΔΕ . Να δεύξετε ότι  ΑΖ      ∥  ΒΓ       . 

2.36 ΢το παρακϊτω ςχόμα ϋχουμε  ΔΕ = 2ΕΒ .                                                                                                    

                                                                                                                                                                                 
α ) Να εκφρϊςετε ςυναρτόςει των   α    , β    τα διανύςματα  ΔΒ       , ΕΒ       , ΓΒ      , ΑΕ       , ΕΓ                                                                                                 
β) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Ε , Γ  εύναι  ςυνευθειακϊ .     (΢ΦΟΛΙΚΟ  ΒΙΒΛΙΟ ) 

2.37 Δύνονται τα ςημεύα  Α  , Β , Γ . Να αποδεύξετε ότι για οποιοδόποτε ςημεύο  Μ                                                                                                    

το διϊνυςμα  3ΜΑ       − 5ΜΒ       + 2ΜΓ          εύναι ςταθερό .                                 (΢ΦΟΛΙΚΟ  ΒΙΒΛΙΟ ) 
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Ωξονασ  

Αν ςε μια ευθεύα  x’x  επιλϋξουμε δύο ςημεύα Ο και Ι ώςτε το διϊνυςμα  ΟΙ     = i   να ϋχει μϋτρο 1 και να βρύςκεται 

ςτην ημιευθεύα Οx , τότε λϋμε ότι ϋχουμε ϋναν ϊξονα με αρχό το Ο και μοναδιαύο διϊνυςμα  𝐢    

Οι ημιευθεύεσ Οx και Οx’ λϋγονται αντύςτοιχα 
θετικόσ και αρνητικόσ ημιϊξονασ . 

                                                                                                     

Για κϊθε ςημεύο Μ του ϊξονα x’x ιςχύει  ΟΜ       ∥ i   , οπότε ςύμφωνα με το κριτόριο παραλληλύασ θα υπϊρχει 

μοναδικόσ πραγματικόσ αριθμόσ  x  ϋτςι ώςτε να ιςχύει  ΟΜ       = x ∙ i                                                                                              
Σον αριθμό  x  τον ονομϊζουμε τετμημϋνη του ςημεύου Μ και το ςημεύο το ςυμβολύζουμε με M(x) 

 

Καρτεςιανό  Επύπεδο 

Θεωρούμε ςε ϋνα επύπεδο δύο κϊθετουσ ϊξονεσ  x’x  και y’y  με κοινό αρχό Ο και μοναδιαύα διανύςματα i  και j   
αντύςτοιχα . ΢την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι ϋχουμε ϋνα καρτεςιανό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ό ϋνα ορθοκανονικό 

ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ςτο επύπεδο και το ςυμβολύζουμε με Oxy . 

 

 Αν Μ τυχαύο ςημεύο του καρτεςιανού επιπϋδου και φϋρουμε παρϊλληλη  
ςτον y’y που τϋμνει τον x’x ςτο Μ1 και παρϊλληλη ςτον x’x που τϋμνει               
τον y’y ςτο Μ2 , τότε η τετμημϋνη x του Μ1 λϋγεται τετμημϋνη του Μ και         
η τετμημϋνη y του Μ2 λϋγεται τεταγμϋνη του Μ .                                                        
Οι μοναδικού αριθμού  x , y  λϋγονται ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Μ και 
ςυμβολύζονται με Μ(x , y)  

 

 

΢υντεταγμϋνεσ  Διανύςματοσ  

Ϊςτω Oxy ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ςτο επύπεδο και  α     ϋνα 

διϊνυςμα του επιπϋδου. Με αρχό το Ο παύρνουμε ΟΑ      = α    .                                     

Αν Α1 και Α2 οι προβολϋσ του Α πϊνω ςτουσ ϊξονεσ , τότε ιςχύει :                  

ΟΑ      = ΟΑ1
        + ΟΑ2

          ⇔  α   = x ∙ i + y ∙ j                                                                      

Σα διανύςματα  x ∙ i  και y ∙ j    λϋγονται  ςυνιςτώςεσ  του  𝛂     κατϊ την 

διεύθυνςη των  i  και  j   αντύςτοιχα .                                                                        

Οι αριθμού  x , y  λϋγονται ςυντεταγμϋνεσ  του  𝛂                               

 

 

 

3. ΢υντεταγμένεσ  ςτο  Επίπεδο 

𝛂   = 𝐱 ∙ 𝐢 + 𝐲 ∙ 𝐣    ⇔   𝛂   = (𝐱 , 𝐲)  
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Αν  Α(𝐱𝟏 , 𝐲𝟏)  και  Β(𝐱𝟐 , 𝐲𝟐)  τότε το μϋςο Μ του ΑΒ ϋχει ςυντεταγμϋνεσ  Μ  
𝐱𝟏+𝐱𝟐

𝟐
 ,

𝐲𝟏+𝐲𝟐

𝟐
  

Αν  Α(𝐱𝟏 , 𝐲𝟏)  και  Β(𝐱𝟐 , 𝐲𝟐)  τότε   𝚨𝚩      = (𝐱𝟐 − 𝐱𝟏 , 𝐲𝟐 − 𝐲𝟏) 

 

Ίςα  Διανύςματα  

Δύο διανύςματα εύναι ύςα αν και μόνο αν οι αντύςτοιχεσ ςυντεταγμϋνεσ τουσ εύναι ύςεσ . 

Δηλαδό :  Αν  α   = (x1 , y1) και β  = (x2 , y2) τότε ∶  α   = β   ⇔   
 x1 = x2

 y1 = y2

         

 

΢υντεταγμϋνεσ  γραμμικού ςυνδυαςμού διανυςμϊτων  

Αν  α   = (x1 , y1) και  β  = (x2  , y2)  τότε  ϋχουμε :                                                                                                                                      

α)  α   + β  = (x1 + x2 , y1 + y2  )                                                                                                                                                                    

β)  α   − β  = (x1 − x2 , y1 − y2  )                                                                                                                                                                         

γ)   λα   = (λx1 , λy1)                                                                                                                                                                                        

δ)  λα   + μβ  = (λx1 + μx2 , λy1 + μy2 ) 

 

΢υντεταγμϋνεσ  μϋςου  τμόματοσ 

  

Ϊςτω  M(x , y) μϋςο του ΑΒ .                                                                                                   

Σότε θα ιςχύει  ΟΜ       = 
ΟΑ        + ΟΒ       

2
 (1)  με ΟΜ       = (x , y) , ΟA      = (x1 , y1)               

και  ΟΒ      = (x2 , y2) .                                                                                                        

Η  (1)⇒ (x , y) = 
(x1  ,y1)+(x2  ,y2)

2
  ⇔ (x , y) = 

(x1+x2  , y1+y2)

2
                                     

⇔ (x , y) =  
x1+x2

2
 ,

y1+y2

2
  ⇔  

x =
x1+x2

2
και

y =
y1+y2

2

            

 

 

΢υντεταγμϋνεσ  διανύςματοσ  με  γνωςτϊ  ϊκρα 

 

 

 

Πρϊγματι :  ΑΒ      = ΟΒ      − ΟΑ      ⇔ ΑΒ      = (x2 , y2) − (x1 , y1)  ⇔ ΑΒ      = (x2 − x1 , y2 − y1)   
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Αν  𝛂   = (𝐱 , 𝐲)  τότε   𝛂    =  𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 

Αν  Α(𝐱𝟏 , 𝐲𝟏)  και  Β(𝐱𝟐 , 𝐲𝟐)  τότε η  απόςταςη των δύο ςημεύων εύναι : (𝐀𝐁) =  (𝐱𝟐 − 𝐱𝟏)𝟐 + (𝐲𝟐 − 𝐲𝟏)𝟐 

Αν  𝛂   = (𝐱𝟏 , 𝐲𝟏)  και  𝛃   = (𝐱𝟐 , 𝐲𝟐)  τότε ιςχύει η ιςοδυναμύα :  

𝛂   ∥ 𝛃   ⇔ 𝐝𝐞𝐭 𝛂    , 𝛃    = 𝟎 ⇔  
𝐱𝟏 𝐲𝟏

𝐱𝟐 𝐲𝟐
 = 𝟎 

 

Μϋτρο  διανύςματοσ   

 

 

 

Ϊςτω το διϊνυςμα  α   = (x , y)  και  Α  ςημεύο με  ΟA      = α    .                                 

Από Πυθαγόρειο Θεώρημα ςτο τρύγωνο ΟΑΑ1 ϋχουμε :                                        

(ΟΑ)2 = (ΟΑ1)2 + (ΑΑ1)2 ⇔ (ΟΑ)2 = (ΟΑ1)2 + (ΟΑ2)2                                                             

⇔  α    2 = x2 + y2 ⇔  α    =  x2 + y2 

 

 

Απόςταςη  δύο  ςημεύων  

   

  

 Ϊςτω τα ςημεύα Α(x1 , y1)  και  Β(x2 , y2) , τότε οι ςυντατεγμϋνεσ του διανύςματοσ  

ΑΒ      = (x2 − x1 , y2 − y1)  , ϊρα θα ϋχει μϋτρο :                                                                                           

 ΑΒ       = (ΑΒ) =  (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2             

 

 

 

΢υνθόκη  Παραλληλύασ  Διανυςμϊτων  
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΢υντελεςτόσ  διεύθυνςησ  Διανύςματοσ  

 

Ϊςτω το διϊνυςμα  α   = (x , y)  και  Α  ςημεύο με  ΟA      = α    .                                       
Ση γωνύα φ που διαγρϊφει ο θετικόσ ημιϊξονασ  Ox  αν ςτραφεύ γύρω                     
από το  Ο  κατϊ τη θετικό φορϊ μϋχρι να ςυμπϋςει με την ημιευθεύα ΟΑ ,          
την ονομϊζουμε γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα 𝛂    με τον ϊξονα x’x .  

Από τον οριςμό τησ γωνύασ προκύπτει ότι  0 ≤ φ < 2𝜋        

 

 

Σο πηλύκο τησ τεταγμϋνησ προσ την τετμημϋνη του διανύςματοσ  α   = (x , y) με  x ≠ 0 ,                                                                           
το λϋμε ςυντελεςτό διεύθυνςησ του  α     και τον ςυμβολύζουμε με  λα     ό  λ .  

 

 

 

Ιςχύουν :                                                                                                                                                                                                            
α)  α   ∥ x′ x  ⇔  λα   = 0  αφού  y = 0                                                                                                                                                         
β)  α   ∥ y′ y  ⇔  λα   = δεν ορύζεται , αφού  x = 0 

 

 

Κριτόριο  Παραλληλύασ  Διανύςματοσ  

 

 

Θεωρούμε τα διανύςματα   α   = (x1 , y1)  και   β  = (x2 , y2) . Σότε ϋχουμε :                                                                                

α   ∥ β   ⇔ det α    , β   = 0 ⇔  
x1 y1

x2 y2
 = 0 ⇔ x1 ∙ y2 − x2 ∙ y1 = 0 ⇔ x1 ∙ y2 = x2 ∙ y1 ⇔ 

y1

x1
=

y2

x2
  ⇔ λ1 = λ2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝛌𝛂   =  
 𝐲 

𝐱
 

𝛂   ∥ 𝛃    ⇔ 𝛌𝛂   = 𝛌𝛃    
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Αςκήςεισ 
 

 

 

 

Πρϊξεισ  με  ΢υντεταγμϋνεσ 

3.1 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2 , 4) , β  = (−1 , 3).                                                                                                                                          

Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  :   α   + β    , α   − β    , 2α   − 3β    , 3α   + 4β    . 

3.2 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (3 , 1) , β  = (5 , 1) και  γ   = (−1 , 1) .                                                                                                           

Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ    v  = 2α   − β  + γ                         

3.3  Δύνονται τα διανύςματα  α   = (−2 , 3) , β  = (1 , − 1) και  γ   = (3 , −2)                                                                                

Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  :   α   + 2β    ,  2α   − γ     και  α   − β  +
 1 

2
γ        .    

Μηδενικό  Διϊνυςμα                                                  

3.4 Να προςδιοριςτούν οι πραγματικού αριθμού  κ , λ  ώςτε το διϊνυςμα  u  = (κ2 + κ − 2 , 3λ − 3)                                                          
να εύναι το μηδενικό διϊνυςμα . 

3.5 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  κ    ώςτε το διϊνυςμα  u  = (κ2 − 5κ + 6 , κ − 2)                                                                                 
να εύναι το μηδενικό διϊνυςμα .    

Ιςότητα  Διανυςμϊτων – Αντύθετα  Διανύςματα 

3.6 Να προςδιοριςτούν οι πραγματικού αριθμού  κ , λ  ώςτε τα διανύςματα  α   = (κ , 2κ − λ) , β  = (2λ , 4)                                                
να εύναι ύςα   . 

3.7 Να προςδιοριςτούν οι πραγματικού αριθμού  κ , λ  ώςτε τα διανύςματα  α   = (κ − 1 , λ − 2) , β  = (λ , 2κ − 1)                                                
να εύναι αντύθετα .    

3.8 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  λ  ώςτε  τα διανύςματα  α   = (λ2 − 3λ + 2 , 2λ2 − 3λ − 2)                                                 

και    β  = (λ2 − 5λ + 6 , −3λ2 + 7λ − 2)  να εύναι ύςα .               (΢ΦΟΛΙΚΟ  ΒΙΒΛΙΟ ) 

3.9 Να προςδιοριςτούν οι πραγματικού αριθμού  λ , μ  ώςτε τα διανύςματα  α   = (2λ + μ)i + (λ − 3μ + 1)j                               

και   β  = (2μ + 5)i + (4λ − μ + 1)j    να εύναι ύςα . 

Παραλληλύα  Διανύςματοσ  με  Ωξονεσ 

3.10 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (λ2 − 4 , λ + 2)  , λ ∈ ℝ  .  Να βρεύτε τον αριθμό  λ  ώςτε :                                                       

α)  α   = 0               β)  α   ≠ 0      και  α   ∥ x′x             γ)  α   ≠ 0      και  α   ∥ y′y       

3.11 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (λ2 − 4 , λ2 − 3λ + 2 )  , λ ∈ ℝ  .  Να βρεύτε τον αριθμό  λ  ώςτε :                                                       

α)  α   = 0               β)  α   ≠ 0      και  α   ∥ x′x                             (΢ΦΟΛΙΚΟ  ΒΙΒΛΙΟ ) 

3.12 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (x , 1) και  β  = (−y2 + 4y − 5 , x + 2) . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  x , y αν :                   

α)    α   − β   ∥ x′x                β)  α   + 2β  = −20i + 9j                 
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3.13 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (λ2 + 3λ , λ2 − 9) και  β  = (λ − 5 , 3λ − 1) με λ ∈ ℝ  .                                                                         
Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ αν :                                                                                                                                                                                        

α)  τα διανύςματα  α      και   β     εύναι αντύθετα                                                                                                                                        
β)  το διϊνυςμα α      εύναι το μηδενικό διϊνυςμα                                                                                                                                    

γ)  εύναι  α   ≠ 0      και  α   ∥ x′x                                                                                                                                                                           

δ)  εύναι  α   ≠ 0      και  α   ∥ y′y       

 

Γραμμικόσ  ΢υνδυαςμόσ  Διανυςμϊτων 

3.14 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (κ − 1 , −2)  και  β  = (λ − 2 , κ) . Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ κ , λ 

ώςτε να ιςχύει  3α   − 2β  = 0   

3.15 Δύνονται τα διανύςματα  u  = (−1 ,3) , v  = (2 , 1)  . Να γραφεύ το διϊνυςμα  w    = (4 , 16) ςαν γραμμικό 
ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων    u     και   v     . 

3.16 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2 ,3) , β  = (−1 , 2)  . Να γραφεύ το διϊνυςμα  v  = (4 , 13) ςαν γραμμικό 

ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων    α      και   β     . 

3.17 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2λ + 1 , −2) , β  = (1 , 2) και  γ   = (λ , μ)  με  λ , μ ∈ ℝ  .                                                               

Να βρεθούν τα  λ , μ   ώςτε να ιςχύει  α   + 2β  − γ  = 0      . 

3.18 Δύνονται τα διανύςματα  α   = xi + yj    και β  = (y − 2)i + (x + 6)j    με  x , y ∈ ℝ                                                                                                                    

για τα οπούα ιςχύει 2α   − 3β  = (−7 , −6) .                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  x , y                                                                                                                                                                   

β) Να γραφεύ το διϊνυςμα  v  = −10 i + 4 j  ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων    α      και   β     . 

΢υντεταγμϋνεσ  Μϋςου Σμόματοσ 

3.19 Δύνονται τα ςημεύα  Α(2 , 8) και Β(6 , −4) . Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ . 

3.20 Δύνεται το τμόμα  ΚΛ  με  Λ(4 , 3) και το μϋςο  Ν(−2 , 6) του ΚΛ . Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου  Κ . 

3.21 Να βρεύτε το ςυμμετρικό του ςημεύου  Α(1 , −2) ωσ προσ το  Β(−1 , 3) . 

3.22 Δύνονται τα ςημεύα  Α(λ , 2κ − 4) , Β(−2λ − κ , 3λ − κ)  και  Μ(κ , λ − 1) με κ , λ ∈ ℝ  .                                                                            
Να βρεύτε τισ τιμϋσ  των  κ , λ  ώςτε το Μ να εύναι το μϋςο του ΑΒ . 

3.23 Δύνονται οι κορυφϋσ Α(1 , 3) , Β(5 ,3)  ενόσ παραλληλογρϊμμου  ΑΒΓΔ . Αν το ςημεύο τομόσ των διαγωνύων 
του εύναι το  Κ(3 , 7) να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών Γ και  Δ . 

3.24 Δύνονται οι κορυφϋσ Α(2 , 3) , Β(4 , −1) και Γ(0 , 5) ενόσ παραλληλογρϊμμου  ΑΒΓΔ. Να βρεύτε την κορυφό Δ 
καθώσ και το κϋντρο Κ του παραλληλογρϊμμου. 

3.25 Δύνεται κύκλοσ με κϋντρο  Κ(−3 , 2) , διαμϋτρου ΑΒ με Α(1 , 3) . Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου  Β . 

3.26 Σα μϋςα των πλευρών ενόσ τριγώνου  ΑΒΓ  εύναι τα ςημεύα  Κ(1 , 2) , Λ(3 , 5) και  Μ(2 , −4) .                                                   
Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών  Α , Β , Γ  του τριγώνου  ΑΒΓ . 

3.27 Σα μϋςα των πλευρών ενόσ τριγώνου  ΑΒΓ  εύναι τα ςημεύα  Κ(−2 , −2) , Λ(−1 , 0) και  Μ(2 , −1) .                                    
Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών  Α , Β , Γ  του τριγώνου  ΑΒΓ . 

3.28  ΢ε ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων  Οxy  οι τετμημϋνεσ δύο ςημεύων Α και Β εύναι οι ρύζεσ τησ εξύςωςησ                      
x2 − (λ2 + 3λ − 5)x − 10 = 0 . Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού  λ , ώςτε το μϋςο του τμόματοσ ΑΒ   

να ϋχει τετμημϋνη ύςη με   −  1 
2

 . 
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΢υντεταγμϋνεσ  Διανύςματοσ  με  Γνωςτϊ  Ωκρα 

3.29 Αν  Λ(2 , −5) και  Μ(3 , 4) να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΛΜ                                                                          

3.30 Αν  ΚΛ      = (−1 , 4)  και  Λ(2 , 5) να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του  Κ . 

3.31 Ϊςτω το ςημεύο  Α(−1 , 2) . Να βρεύτε :                                                                                                                                           

α) το διϊνυςμα  ΑΒ        όταν  Β(−3 , 0)                                                                                                                                                          

β) το  Γ  αν εύναι  ΑΓ      = (−3 , −5)                                                                                                                                                              

γ)  το  Δ  όταν ιςχύει  2ΑΔ      − 3ΔΕ      = 0      και  Ε(3 , −1)                                          

3.32 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 2) και Β(3 , 8). Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Γ ώςτε να εύναι  ΑΓ      = 2ΑΒ        

3.33 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 1) , Β(2 , 0) και  Γ(2 , −3) . Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ τησ διαμϋςου ΑΜ          

καθώσ και του ςημεύου  Δ  για το οπούο ιςχύει  ΒΔ      = ΑΓ       . 

3.34 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−2 , 0) , Β(1 , −3 ) και  Γ(2 , 1) . Αν ΑΜ       = 2ΜΒ         και ΑΔ διϊμεςοσ , να βρεύτε τισ 

ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΜΔ        . 

3.35 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Α(1 , 5) , Β(7 , 3) και  ΑΚ      = (1 , −4)  όπου Κ το κϋντρο του .                                                            
Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ  των  Κ , Γ και Δ . 

3.36 Δύνονται τα ςημεύα Α(λ , 3μ+2) , Β(μ , λ − 6) και το διϊνυςμα  ΑΒ      = (4 , −14) . Να βρεύτε :                                        
α) τα  λ , μ                                                                                                                                                                                                           

β)  ϋνα ςημεύο Μ ώςτε να ιςχύει  ΑΜ       = 3ΒΜ        .  

3.37 Δύνονται τα ςημεύα  Α(x , y) , Β(x+2y , x+1) και Γ(y − 3 , 2x − 4) .                                                                                                                   

α) Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  x , y αν ιςχύει  AB      + AΓ      = (−12 , 10)                                                                   

β) Να γραφεύ το διϊνυςμα  v  = (−4 , 14) ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων  ΑΓ        και  ΒΓ        

Μϋτρο  Διανύςματοσ – Απόςταςη  Δύο  ΢ημεύων 

3.38 Αν  α   = (−1 , 2) και  β  = (3 , −2) να υπολογύςετε τα μϋτρα   −2α      και   3α   − 2β    

3.39 Να βρεύτε τισ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  αν για το διϊνυςμα  β  = (1 − λ , λ − 3) ιςχύει   β   = 10  . 

3.40 Να βρεύτε τισ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  αν για το διϊνυςμα  α   = (λ , λ + 1) ιςχύει   −3α    = 15  . 

3.41 Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  α     για το οπούο ιςχύει  α   = ( α    − 4 , 8) 

3.42 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ με Α(2 , 1) , Β(3 , −2) , Γ(7 , −4) .                                                                                                            

α) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  v  = −4ΑΓ      + 7ΒΓ                                                                                                                       

β) Αν  Μ  μϋςο του ΒΓ να βρεύτε το μϋτρο τησ διαμϋςου ΑΜ         

3.43 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ με Α(−2 , −2) , Β(3 , 0) , Γ(−1 , 3) . Να βρεύτε τα μόκη των πλευρών του καθώσ                                    
και τα μόκη των διαμϋςων του .                                                                                                         

3.44 Ϊςτω τα ςημεύα  Α(8 , −2) , Β(0 , 6)  και  Γ(2 , 0) . Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                  
και να βρεθεύ το μόκοσ τησ διαμϋςου ΑΔ . 

3.45 Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ με Α(−3 , −3) , Β(−1 , 3)  και  Γ(11 , −1 ) εύναι ορθογώνιο  . 

3.46 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με  Α(1 , 1) , Γ(4 , 3) , Δ(2 , 3)  .  Να βρεύτε :                                                                                            
α) τα μόκη των πλευρών του ΑΒΓΔ                                                                                                                                                                                
β) ςυντεταγμϋνεσ του κϋντρου Κ του ΑΒΓΔ καθώσ και τησ κορυφόσ Β           
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3.47 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , 6) και Β(−9 , −2) . Να βρεύτε ςημεύο Μ του ϊξονα  x’x το οπούο να ιςαπϋχει                                   
από τα Α και  Β . 

3.48 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , 2) και Β(3 , 1) . Να βρεύτε ςημεύο Μ του ϊξονα  y’y  το οπούο να ιςαπϋχει                                   
από τα Α και  Β . 

3.49 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−2 , −5)  και  Β(3  , −4 ). Να βρεύτε ςημεύο Γ του ϊξονα  x’x τϋτοιο ώςτε το                            
τρύγωνο ΑΒΓ να εύναι ιςοςκελϋσ με βϊςη την ΑΒ . 

3.50 Δύνονται τα ςημεύα  Α(x , −2) , Β(16 , x + 2)  και  Γ(5 , x) . Να βρεύτε το  x ∈ ℝ   αν ιςχύει   2ΑΒ      + 3ΒΓ      =  ΑΓ         

3.51 Δύνονται τα ςημεύα  A(λ , 1)  και  Β(−1 , λ + 3) . Να βρεύτε το λ ∈ ℝ  αν ιςχύει  (ΑΒ)=5 . 

3.52 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (−6 , 8) . Να βρεύτε διϊνυςμα  β   , παρϊλληλο  του α    , με  β   = 5 

3.53 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (2 , −1) . Να βρεύτε διϊνυςμα  β   , αντύρροπο του α    , με  β   = 4 3 

3.54 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (2 , −3) . Να βρεύτε διϊνυςμα  β   , αντύρροπο του α    , με  β   = 3 

Παραλληλύα  Διανυςμϊτων 

3.55 Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (λ − 1 , 3) και β  = (2λ − 2 , λ) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε  α    ∥ β        

3.56  Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (λ − 1 , 1) και β  = (1 , 2λ − 1) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε  α    ∥ β      

3.57 Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (λ , −8) και β  = (−1 , λ − 2) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε  α    ↑↑ β   

3.58 Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (1 , λ − 1) και β  = (λ − 1 , 9) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε  α    ↑↓ β   

3.59 Ϊςτω τα ςημεύα  Α(−3 , −2) , Β(2 , κ) , Γ(5 , −3)  και  Δ(4 , κ) . Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ   ώςτε  ΑΒ       ∥  ΓΔ                 

3.60  Ϊςτω τα διανύςματα  α     και β     για τα οπούα ιςχύουν  3α   + 2β  = (−2 , 9)  και  α   − 2β  = (10 , −5) .                     

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των  α     και β                                                                                                                                         

β) Να γραφεύ το διϊνυςμα  γ  = (4 , 7) ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων    α      και   β                                          

γ) Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε το διϊνυςμα  δ  = (λ , 6 − λ) να εύναι παρϊλληλο ςτο διϊνυςμα  α   − β   . 

3.61 Ϊςτω τα διανύςματα   α   = (λ , 1 − λ) , β  = (λ + 1 , 2)  και  γ  = (6 , −10) . Αν ιςχύει   α   + β   ∥ γ    τότε :                 

α) να βρεύτε τον αριθμό  λ                                                                                                                                                                                    

β) να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  5α   − 6β                                                                                                                                   

γ) να γρϊψετε το διϊνυςμα  u  = 3 j     ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των διανυςμϊτων    α      και   β           

3.62  Ϊςτω τα διανύςματα   α   = (2 , 3) , β  = (−10 , 2)  και  γ  = 2α   + β    . Να βρεύτε :                                                              
α) το μϋτρο του διανύςματοσ   γ                                                                                                                                                                    

β) τον αριθμό  λ ∈ ℝ   ώςτε το διϊνυςμα  δ  = (λ , 1 − λ)  να εύναι παρϊλληλο ςτο  γ                            

΢υνευθειακϊ  ΢ημεύα                                                                                                                                                                                      

3.63 Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α(−1 , 2) , Β(1 , 1)  και  Γ(−3 , 3) εύναι ςυνευθειακϊ . 

3.64 Δύνονται τα ςημεύα  Α(8 , −6) , Β(−2 , −2)  και  Γ(−7 , 0) .                                                                                                      
α) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ  εύναι ςυνευθειακϊ .                                                                                                                  

β) Να βρεθούν τα  κ , λ ∈ ℝ   ώςτε να ιςχύουν  ΑΓ      = λΓΒ       και  ΑΒ      = κΑΓ       
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3.65 Δύνονται τα ςημεύα  Α(0 , 4) , Β(κ , −2)  και  Γ(−2 , 2) . Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ   ώςτε τα ςημεύα  Α , Β , Γ                                    
να  εύναι ςυνευθειακϊ . 

3.66 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , λ − 1) , Β(3 , λ + 3)  και  Γ(λ2 , 2) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε τα ςημεύα  Α , Β , Γ                                    
να  εύναι ςυνευθειακϊ . 

3.67 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , −4)  και Β(4 , 2) . Να βρεύτε ςημεύο  Γ  του ϊξονα  x’x  ώςτε τα ςημεύα Α , Β , Γ               
να  εύναι ςυνευθειακϊ . 

3.68 Δύνονται τα ςημεύα  Α(α + 1 , 3) , Β(α , 4) και  Γ(−4 , 5α + 4) , α ∈ ℝ   .                                                                             

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  ΑΒ       , ΒΓ                                                                                                                  
β) Να βρεύτε για ποια τιμό του  α  τα ςημεύα  Α , Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ                                                                                      

γ) Για  α = 1 , να βρεύτε τον αριθμό λ ώςτε να ιςχύει  ΑΓ      = λ ΑΒ                   

3.69 Να εξετϊςετε αν τα ςημεύα  Α(1 , −1) , Β(2 , 1)  και  Γ(−1 , 5) εύναι κορυφϋσ τριγώνου 

3.70 Δύνονται τα διανύςματα  ΟΑ      = 2i + 4j  , ΟΒ      = 3i + j  , ΟΓ      = 5i − 5j   .                                                                                   

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  ΑΒ       , ΒΓ                                                                                                                  
β) Να εξετϊςετε αν τα ςημεύα  Α , Β  και  Γ εύναι κορυφϋσ τριγώνου .     

3.71 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 1) , Β(−3 , 3)  και Γ(3 , 1) .                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Α , Β , Γ εύναι κορυφϋσ τριγώνου .                                                                                                        
β) Να βρεύτε την απόςταςη του ςημεύου Μ από το Β , όπου ΑΜ διϊμεςοσ του τριγώνου ΑΒΓ 

3.72 Δύνονται τα ςημεύα  Α(λ − 1 , −2) , Β(−1 , 0)  και  Γ(λ − 3 , 2λ) .                                                                                        
α)  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε τα  ςημεύα  Α , Β , Γ  να ςχηματύζουν τρύγωνο .                                                                         
β)  Για  λ = −1  , να βρεύτε το μόκοσ τησ διαμϋςου  ΑΜ  

3.73 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με   Α(−1 , 2) , Β(7 , 0) και  Γ(1 , 4) . Αν Δ μϋςο τησ διαμϋςου  ΑΜ  και ςημεύο Ε  για το        

οπούο ιςχύει  2 ΑΕ      = ΕΓ       , τότε :                                                                                                                                                                
α)  να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των ςημεύων  Δ  και Ε                                                                                                                        
β)  να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Β , Δ , Ε εύναι ςυνευθειακϊ . 

΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ  Διανύςματοσ 

3.74 Να βρεύτε τον ςυντελεςτό διεύθυνςησ :                                                                                                                                             
α) του διανύςματοσ  α   = (2 , −6)                                                                                                                                                            

β) του διανύςματοσ  ΑΒ        με  Α(2 , −4)  και  Β(−3 , 6) 

3.75 Δύνονται τα ςημεύα  Α(λ , λ − 1) , Β(5 , −2λ)  με λ ≠ 5 . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   αν το διϊνυςμα  ΑΒ        ϋχει 
ςυντελεςτό διεύθυνςησ ύςο με  −4 .  

3.76 Σα διανύςματα  α   = (κ , μ + 4)  και  β  = (μ , κ − 9)  με κ , μ ≠ 0  ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ 2 και −3  
αντύςτοιχα . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                
α) τισ τιμϋσ των  κ  και  μ                                                                                                                                                                                        

β) τον ςυντελεςτό διεύθυνςησ του διανύςματοσ  γ  = 3α   − 2β    

3.77 Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα  x’x  το διϊνυςμα  α   =   3 , 3  

3.78 Αν  Α(7 , −1) , Β(4 , 2) να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα  x’x  το διϊνυςμα  ΑΒ        

3.79 Αν  Α(3 , 0) , Β 0 , − 3  να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα  x’x  το διϊνυςμα  ΑΒ        
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3.80 Δύνεται το διϊνυςμα  α   = (λ , λ2 − 6) . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε το διϊνυςμα α                                                                               

να ςχηματύζει γωνύα  
 3π 

4
  με τον ϊξονα  x’x . 

3.81 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (λ , λ − 5) , β  = (λ − 3 , 6)  για τα οπούα ιςχύει   α   + β   =  5  .                                      

α) Να δεύξετε ότι  λ = 1                                                                                                                                                                                

β) Θεωρούμε επύςησ το διϊνυςμα  γ  = 4α   + 3β                                                                                                                                     
β1) Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα  x’x  το διϊνυςμα  γ                                                                                    

β2) Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ   ώςτε το διϊνυςμα  δ  = (κ , κ − 6)  να εύναι παρϊλληλο ςτο γ                         
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𝛂   ∙ 𝛃   =  𝛂    ∙  𝛃    ∙ 𝛔𝛖𝛎 𝛂    , 𝛃     

𝛂   ∙ 𝛃   = 𝐱𝟏 ∙ 𝐱𝟐 + 𝐲𝟏 ∙ 𝐲𝟐 

 

 

 

 

 

Οριςμόσ  Εςωτερικού  Γινομϋνου  

Ονομϊζουμε εςωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυςμϊτων  α    και β    και το ςυμβολύζουμε με α   ∙ β                               
τον πραγματικό αριθμό : 

 

 

Αν  α   = 0    ό  β  = 0    τότε ορύζουμε  α   ∙ β  = 0   

 

− Ωμεςεσ ςυνϋπειεσ του οριςμού :                                                                                                                                                           

α)   α   ∙ β  =  β  ∙ α                                                                                                                                                                                                  

β)  α   ⊥ β   ⇔ α   ∙ β  = 0                                                                                                                                                                                    

γ)  α   ↑↑ β   ⇔  α   ∙ β  =  α    ∙  β                                                                                                                                                                          

δ)   α   ↑↓ β   ⇔  α   ∙ β  = − α    ∙  β                                                                                                                                                                     

ε)  α   2 =  α    2   αφού   α   2 = α   ∙ α   =  α    ∙  α    ∙ ςυν(α    , α   ) =  α    2 ∙ 1 =  α    2               

 

 

Αναλυτικό  Ϊκφραςη  Εςωτερικού  Γινομϋνου  

Θεωρούμε τα διανύςματα   α   = (x1 , y1)  και   β  = (x2 , y2) , τότε :  α   ∙ β  = x1 ∙ x2 + y1 ∙ y2 

 

                                                                                         

 

 

 

Ιδιότητεσ  Εςωτερικού  Γινομϋνου  

α)   (𝛌𝛂   ) ∙ 𝛃   = 𝛂   ∙  𝛌𝛃    = 𝛌 𝛂   ∙ 𝛃     

Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (x1 , y1)  και   β  = (x2 , y2) , τότε :                                                                                                         

(λα   ) ∙ β  = (λx1 , λy1) ∙ (x2 , y2) = (λx1)x2 + (λy1)y2 = λ(x1x2 + y1y2) = λ α   ∙ β                                                                       

α   ∙  λβ   = (x1 , y1) ∙ (λx2 , λy2) = x1(λx2) + y1(λy2) = λ(x1x2 + y1y2) = λ α   ∙ β                                                                      

Ωρα    (λα   ) ∙ β  = α   ∙  λβ   = λ α   ∙ β       

 

  4.  Εςωτερικό  Γινόμενο  Διανυςμάτων 
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β)    𝛂   ∙  𝛃   + 𝛄    = 𝛂   ∙ 𝛃   + 𝛂   ∙ 𝛄      

Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (x1 , y1) , β  = (x2 , y2)  και  γ  = (x3 , y3) , τότε :                                                                                 

α   ∙  β  + γ   = (x1 , y1) ∙ (x2 + x3 , y2 + y3) = x1 ∙ (x2 + x3) + y1 ∙ (y2 + y3) = (x1x2 + x1x3) + (y1y2 + y1y3)                  

= (x1x2 + y1y2) + (x1x3 + y1y3) = α   ∙ β  + α   ∙ γ                

 

γ)    𝛂   ⊥ 𝛃    ⇔ 𝛌𝛂   ∙ 𝛌𝛃   = −𝟏 

Ϊςτω τα διανύςματα  α   = (x1 , y1)  και   β  = (x2 , y2) , τότε :                                                                                                            

α   ⊥ β   ⇔  α   ∙ β  = 0 ⇔ (x1 , y1) ∙ (x2 , y2) = 0 ⇔ x1 ∙ x2 + y1 ∙ y2 = 0 ⇔ y1 ∙ y2 = −x1 ∙ x2                                                  

⇔ 
y1

x1
∙

y2

x2
  = −1 ⇔  λα   ∙ λ

β   
= −1 . 
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Αςκήςεισ 
 

 

 

 

Εύρεςη  Εςωτερικού  Γινομϋνου 

4.1 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    = 3 ,  β   = 4  και   α    , β  
 

 = 60° , τότε να βρεύτε :                                          

α)  α   ∙ β                    β)  β  2                γ) 3α   ∙  −4β                  δ) 2α    3α   − 4β                    ε)  2α   − β    3α   + 5β                                                                                                                                                                          

4.2 Αν το διϊνυςμα  α     εύναι  μοναδιαύο  ,  β   = 2  και   α    , β  
 

 =  
 2π 

3
    τότε να βρεύτε :                                                            

α)  α   ∙ β                      β)   α   − 2β    α   − β                    γ)  α   − 3β   
2

                                                                                                                                                                               

4.3  Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    =  2 ,  β   = 2 2  και   α    , β  
 

 =  
 π 

6
   , τότε να βρεύτε :                                                  

α)  α   ∙ β                      β) α   2 + β  2             γ)  α   + β   
2

                  δ)  2α   + 3β    4α   − 5β                                                                                                                                                                                     

4.4 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   β   =  12 , α   ∙ β  = −12  και   α    , β  
 

 = 150° να βρεύτε :                                    

α) το μϋτρο του διανύςματοσ  α                                                                                                                                                                    

β) το εςωτερικό γινόμενο     α   + β    α   − β                

4.5 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    = 4 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
   και  α   ∙  α   + 2β   = 28  τότε να βρεύτε :                          

α) το εςωτερικό γινόμενο    α   ∙ β                                                                                                                                                                

β) το μϋτρο του διανύςματοσ  β                                                                                                                                                                  

γ)  το εςωτερικό γινόμενο   α   − 2β    2α   + β                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

4.6 Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β      ςτισ παρακϊτω περιπτώςεισ :                                                                                          

α)  Αν τα διανύςματα εύναι ομόρροπα και   α    = 5 ,  β   = 6                                                                                                             

β)  Αν τα διανύςματα εύναι αντύρροπα και   α    = 8 ,  β   = 3                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

4.7 Αν  α   + β  + 2γ  = 0       και   α    = 1 ,  β   = 2 ,  γ   = 3  τότε να βρεθεύ η τιμό τησ παρϊςταςησ  Α = α   ∙ β  + β  ∙ γ         

4.8 Αν  α   + β  + γ  = 0       και   α    = 1 ,  β   = 2 ,  γ   = 3 τότε να βρεθεύ η τιμό τησ παρϊςταςησ Α = α   ∙ β  + β  ∙ γ  + γ  ∙ α          

4.9  Αν  α   + β  − 3γ  = 0       και  2 α    =  β   = 4 γ   = 4  τότε να βρεθεύ η τιμό τησ παρϊςταςησ Α = α   ∙ β  + β  ∙ γ  + γ  ∙ α          

4.10  Δύνεται ιςόπλευρο τρύγωνο με πλευρϊ ύςη με  2 . Αν  ΑΔ  το ύψοσ του , να υπολογύςετε                                                                         

τα εςωτερικϊ γινόμενα  ΑΒ      ∙ ΑΓ        , ΑΒ      ∙ ΒΓ       , ΑΔ      ∙ ΑΓ        και  ΑΓ      ∙ ΔΒ                   

 

Κϊθετα  Διανύςματα – Εύρεςη  Μϋτρου  Διανύςματοσ 

4.11 Αν  α    = 3 ,  β   = 6 , να βρεύτε το λ ώςτε τα διανύςματα v  = 3α   + λβ    και  u  = 3α   − λβ    να εύναι κϊθετα . 

4.12 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    = 1 ,  β   = 2 ,  α    , β  
 

 = 
 2π 

3
    .                                                                                                                      

Να βρεύτε την τιμό του πραγματικού αριθμού λ  ώςτε να ιςχύει   α   + λβ   ⊥  α   − 4β    
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4.13 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    = 2 ,  β   =  3 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

6
    τότε να βρεθούν τα μϋτρα                                                       

 α   + β    ,  α   − β     και  α   + 2β    

4.14 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν    α    =  2  ,  β   = 2 2  και   α    , β  
 

 = 60° τότε :                                                   

α) Αν τα διανύςματα  2α   + β    και  κα   + β    εύναι κϊθετα , να βρεύτε την τιμό του κ                                                                   

β) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  2α   + β                

4.15 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   2 α    =  β   = 2 2  και   α    , β  
 

 = 60° τότε :                                                            

α) Να αποδεύξετε ότι   α   ∙ β   = 2                                                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε το μϋτρο των διανυςμϊτων  α   + β     και   α   − β            

4.16 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν  α    = 2 ,  β   =  2    και   α    , β  
 

 =
 5π 

6
  και  u  = α   + 2β    τότε :                       

α) Να βρεύτε τα εςωτερικϊ γινόμενα    α   ∙ β      και   α   ∙ u                                                                                                                       
β)  Να βρεύτε το μϋτρο του  u                                                                   

4.17  Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν  3 α    +  β   = 9 και  2 α    −  β   = 1  και    α    , β  
 

 = 60°                                       

α) Να βρεύτε τα μϋτρα των  α    , β     και το εςωτερικό γινόμενο α   ∙ β                                                                                                   

β) Να υπολογύςετε το μϋτρο του διανύςματοσ   u  = 2α   − 3β                 

4.18 Αν για τα διανύςματα  α    , β   , γ   ιςχύουν    α    = 2 ,  β   = 1 ,  α    , β  
 

 = 60°   και  γ  =
 κ 
2  α   − β     και   β  ∙ γ  = κ                                     

α) Να δεύξετε ότι  κ = −2                                                                                                                                                                                
β) Να υπολογύςετε το μϋτρο του διανύςματοσ  γ                                                                                                                                     

γ) Να δεύξετε ότι τα διανύςματα  3α   + 2γ   και  β  − γ     εύναι κϊθετα      

4.19 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    = 1  ,   α    , β  
 

 = 
 π 

3
  και   3α   − 2β   =  13 , τότε να βρεύτε το  β                                                                 

4.20 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν    α    =  8  ,  β   = 3  και   α    , β  
 

 = 45° , τότε να βρεύτε το  3α   − 2β        

4.21 Αν  α    = 3 ,  β   = 1   και    α   − β   = 2 τότε να βρεύτε το μϋτρο   α   − 2β      .  

4.22  Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν    α    = 3  ,   α    , β  
 

 = 
 2π 

3
  και   α   + 2β   = 7                                                             

α) Να αποδεύξετε ότι   β   = 4                                                                                                                                                                      

β) Να βρεύτε το μϋτρο   4α   + 3β              

4.23  Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν    α    = 2 ,  β   = 4  και   4α   − β   =  α   − 2β     .                                                         

α)  Να αποδεύξετε ότι  α   ∙ β    = 3                                                                                                                                                                 

β)  Να βρεύτε το μϋτρο   3α   − 2β              

4.24 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν  α   ⊥ β   ,  α   + β   ⊥  α   − 3β     και  α   − β   = 2  να βρεύτε τα μϋτρα  α     ,  β        

4.25  Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α    , β  
 

 = 
 2π 

3
  ,    α   + β   ⊥  α   − β      και  3α   + 2β   = 7   ,                                    

να βρεύτε τα μϋτρα   α     ,  β                                                 

4.26 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α   ⊥ β   ,  α   + β   ⊥  α   − 4β     και  2α   + 3β   = 5   .                                               

α) Να αποδεύξετε ότι   α    = 2  ,  β   = 1                                                                                                                                                                      

β) Να βρεύτε το μϋτρο   3α   + 8β                     
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4.27 Αν για τα διανύςματα  α    , β    ιςχύουν   α   ⊥ β   ,  α   + 2β   ⊥  α   − 3β     και   α    =  6  . Να δεύξετε ότι  2α   − β   = 5                                         

4.28 Δύνονται τα διανύςματα   α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2 ,  α    , β  
 

 = 60°. Θεωρούμε και τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ      = α   − β     

και  ΒΓ     = 3α   + β    . Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαμϋςου ΑΜ  του τριγώνου ΑΒΓ .                                                                                                                                                                   

4.29 Δύνονται τα διανύςματα   α    , β    με   α    = 3 και  α    , β  
 

 = 60° . Θεωρούμε και τρύγωνο ΑΒΓ με  ΓΑ     = α   − 4β                                      

και  ΓΒ     = 4α   − 6β    , για το οπούο ιςχύει   ΑΒ       =  91                                                                                                                                  

α) Να αποδεύξετε ότι   β   = 5                                                                                                                                                                      

β) Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαμϋςου ΑΜ              

4.30 Να υπολογύςετε τα μόκη των διαγωνύων ενόσ παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ  που καταςκευϊζεται με τα 

διανύςματα  3α   + 2β    και  α   − β       αν   α    = 1 ,  β   =  2  και     α    , β  
 

 = 135°.    

4.31 Να αποδεύξετε ότι     α   + β   
2

+  α   − β   
2

= 2 α    2 + 2 β   
2

                           

4.32 Αν ιςχύει   α    =  β   =  α   + β     τότε να αποδεύξετε ότι   α   − β   =  α    ∙  3    .            

4.33 Δύνονται τα μοναδιαύα διανύςματα   α    , β    με  α    , β  
 

 = 
 π 

3
                                                                                                                                   

Να βρεύτε διϊνυςμα  x     ώςτε να ιςχύουν   x  ∥  α   + β       και    β   ⊥ ( α   + x   )    .       

4.34  Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3    α    , β  
 

 =  
 2π 

3
                                                                                                      

Να βρεύτε διϊνυςμα  x     ώςτε να ιςχύουν    x  ∥  α   − β       και    α    ⊥ ( β  + x   )    .             

                 

Γωνύα  Δύο  Διανυςμϊτων 

4.35 Αν  α    = 2 ,  β   = 3 ,  α   ⊥ β    και  u  = 3α   + 2β    , να βρεύτε την γωνύα   α    , u                

4.36  Αν  α    =  2 ,  β   = 1  και    2α   + β   ⊥  3α   − 5β      να βρεύτε τη γωνύα   α    , β  
 

                  

4.37  Αν  α    = 2 ,  β   = 2 2   και  α    , β  
 

 = 45°  , να βρεύτε τη γωνύα   β  − α    , α   
 

          

4.38  Αν  α    = 5 ,  β   = 3 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
    , να βρεύτε τη γωνύα   α   + β   , α   − β  

 
  

4.39  Αν  α    = 2 ,  β   = 3 ,  α    , β  
 

 = 
 2π 

3
   και  δ  = 3α   + 2β    , να βρεύτε την γωνύα   β   , δ  

 
            

4.40  Δύνονται τα μη μηδενικϊ διανύςματα  α    , β    με   β   = 2 α     . Αν  α    ⊥  α   − β     να βρεύτε τη γωνύα   α    , β  
 

                                                                                   

4.41 Αν   α    = 1 ,  α    , β  
 

 = 60° και   α   + β   ⊥  5α   − 2β                                                                                                                    

α) Να βρεύτε το μϋτρο του   β                                                                                                                                                                        

β) Αν  γ  = −2α   + β    να βρεύτε τη γωνύα  φ =  α    , γ                           

4.42 Αν  α    = 1 ,  β   = 2 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
  και   u  = 2α   + 3β      και  v  = α   − 2β   . Να βρεύτε το  ςυν u   , v       

4.43 Αν  α    = 1 ,  β   = 1 ,  α    , β  
 

 = 
 2π 

3
  και   u  = 2α   + β      και  v  = α   − 2β   . Να βρεύτε το  ςυν u   , v       
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4.44 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 5  και   α   − 2β   ∙  α   + β   = −46   .                                                    

α) Να βρεύτε το  ςυν α    , β  
 

                                                                                                                                                                            

β) Θεωρούμε τα διανύςματα  v  = 3α   + β    και  u  = α   − β     . Να βρεύτε τη γωνύα   u   , v                                          

4.45  Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3  και  3α   + 7β   ⊥  6α   + β    .                                                              

α) Να βρεύτε τη γωνύα  των  α    , β                                                                                                                                                                   

β) Θεωρούμε το διϊνυςμα  γ  = λα   + β     το οπούο εύναι κϊθετο ςτο  β    . Να βρεύτε :                                                                  
β1) την τιμό του  λ                                                                                                                                                                                           
β2) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ                                                                                                                                                                    
β3) τη γωνύα των διανυςμϊτων  α     και  γ             

4.46 Δύνονται τα μη μηδενικϊ διανύςματα  α    , β    με   α    , β  
 

 = 60° . Θεωρούμε επύςησ το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ      

με  ΑΒ      = 4α   + β    και  ΑΔ      = 2α   − β    με  (ΑΓ) = 6  και  ιςχύει  ΑΓ      ∙ ΔΒ      = 36  .                                                                              

α) Να αποδεύξετε ότι   α    = 1 και   β   = 4 .                                                                                                                                             

β) Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαγωνύου  ΔΒ .                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε την περύμετρο του  ΑΒΓΔ                                                                                                                                                     
δ) Να βρεύτε τη γωνύα Α   του ΑΒΓΔ . 

4.47 Αν τα διανύςματα  α    , β   , γ    εύναι μοναδιαύα και ιςχύει  α   ∙ β  + β  ∙ γ  = 2  να  δεύξετε ότι  α   = β  = γ   

4.48 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με   β   = 2 α    = 4  και  α   ∙ β  = −8  .                                                                                    

α) Να βρεύτε τη γωνύα  των  α    , β                                                                                                                                                                   

β)  Να δεύξετε ότι  β  + 2α   = 0                                                                 

4.49 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    και  u  = α   + 2β   , v  = 5α   − 4β    και  u  ⊥ v    και   α    =  β   = 1 . Να δεύξετε ότι :                                           

α)   α   ∙ β   =  
 1 

2
                                                                                                                                                                                                       

β)  τα διανύςματα  u  − 3v    και  α   − β    εύναι αντύρροπα και   u  − 3v    = 14          

 

Αναλυτικό  Ϊκφραςη  Εςωτερικού  Γινομϋνου 

4.50 Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο ςτισ παρακϊτω περιπτώςεισ :                                                                                         

α)  α   ∙ β       αν  α   = (2 , −3) και  β  = (4 , 5)                                                                                                                                               

β)  ΑΒ      ∙ ΓΔ        αν  Α(3 , 1) , Β(2 , −5) , Γ(−4 , 3) , Δ(−1 , −2)            

4.51 Δύνονται τα  διανύςματα   α   = (2 , λ)  και β  = (λ − 8 , 1) για τα οπούα ιςχύει  α   ∙ β   = −1 . Να βρεύτε :                    
α) τον πραγματικό αριθμό  λ                                                                                                                                                                       

β) το εςωτερικό γινόμενο   α   − 2β   ∙  α   + β                                                                                                                                                                       

4.52 Να βρεθούν οι τιμϋσ του λ ∈ ℝ   ώςτε τα διανύςματα  α   = (λ − 3 , 4λ − 1)  και  β  = (−3λ + 9 , λ − 3)                                          
να εύναι κϊθετα . 

4.53 Δύνονται τα  διανύςματα   α   = (2x − 1 , x + 1)  και β  = (x + 1 , 2x + 3) . Να βρεθεύ το  x ∈ ℝ  ώςτε τα 
διανύςματα να εύναι κϊθετα .   

4.54 Δύνονται τα διανύςματα   α   = (−1 , 3) και β  =  −2 , −
 1 
2                                                                                                        

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  u  = α   − 2β                                                                                                          
β) Να βρεύτε τον θετικό αριθμό x για τον οπούο τα διανύςματα  u     και  v  = (x2 , x − 1)  εύναι κϊθετα     
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4.55 Δύνονται τα διανύςματα   ΑΒ      = (κ2 − 6κ + 9 , κ − 3)  και  ΑΓ      = (1 , 6)                                                                             

α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του κ  ώςτε τα διανύςματα ΑΒ        και ΑΓ        να εύναι κϊθετα .                                                                        

β) Για  κ = 1 να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΒΓ                                                                                                                                                                                                                                                                                    

4.56 Δύνονται τα ςημεύα  Α(3 , 2) , Β(7 , −4). Να βρεύτε ςημεύο Μ του ϊξονα  x’x  ώςτε  ΑΜΒ = 90° 

4.57 Δύνονται τα  διανύςματα   α   = (1 , λ)  και  β  = (−3 , 4 − λ) για τα οπούα ιςχύουν   α   + β   ⊥  13α   + 3β    .            

α) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  λ                                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε για ποια τιμό του πραγματικού αριθμού μ , το διϊνυςμα  γ  = 5α   + 2β    εύναι κϊθετο                                                  

ςτο διϊνυςμα  δ  = (μ , μ − 8) 

4.58 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 4) , Β(−2 , −1) και Γ(5 , 7) . Θεωρούμε ςημεύο Μ ώςτε να ιςχύει  ΜΓ       = 2ΒΜ             
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Μ                                                                                                                                    

β) Να αποδεύξετε ότι  ΑΜ       ⊥ ΒΓ                                                                                                                                                                        

γ) Να βρεύτε ςημεύο Κ του ϊξονα  x’x  ώςτε να ιςχύει  ΑΝ      ⊥ ΑΒ                                                                                                                                                                          

4.59 Αν  α   =  3 ,  3   και  β  =   3 , −1  να βρεύτε τη γωνύα   α    , β  
 

        

4.60 Αν  α   = (4 , 3)  και  β  = (7 , − 1) να βρεύτε τη γωνύα   α    , β  
 

       

4.61  Αν  α   = (0 , 2)  και  β  =  − 3 , 1  να βρεύτε τη γωνύα   α    , β  
 

       

4.62 Δύνονται τα  διανύςματα   α   = (1 , −7) και  β  = (−3 , λ) . Αν  α    , β  
 

 = 135° , να βρεύτε το λ . 

4.63 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , 2) , Β(−2 , 1) και Γ(3 , 6) . Να βρεύτε τη γωνύα  Α . 

4.64 Αν  Α(4 , 1) , Β(8 , 2) και Γ(1 , 3) , να δεύξετε ότι η γωνύα των  ΑΒ       , ΑΓ        εύναι αμβλεύα . 

4.65 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ      = (−4 , −6)  και  ΑΓ      = (2 , −8) .                                                                                               

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ότι η γωνύα Α εύναι οξεύα                                                                                                                                                    
γ) Αν Α(3 , 1) να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών Β και Γ          

4.66 Θεωρούμε τα ςημεύα  Α , Β , Γ για τα οπούα ιςχύουν  ΑΒ      = (−1 , 4)  και  ΑΓ      = (3 , 6) .                                                 
α)  Να αποδεύξετε ότι ςχηματύζουν τρύγωνο και να βρεύτε αν η γωνύα Α του τριγώνου εύναι οξεύα ό αμβλεύα .                
β)  Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαμϋςου ΑΜ           

4.67  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(λ − 1 , −1) , Β(λ , 2) και Γ(7 , −λ) . Αν ιςχύει  ΑΒ      ∙ ΒΓ     = −15 , να βρεύτε :                      
α)  τον πραγματικό αριθμό  λ                                                                                                                                                                        
β)  τη γωνύα  Β   του τριγώνου ΑΒΓ  

4.68 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  2α   + β  = (7 , −1)   και   3α   − β  = (8 , −19) . Να βρεύτε :                                     

α) τισ ςυντεταγμϋνεσ των  α    , β                                                                                                                                                                     

β)  τη γωνύα   α    , β  
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Προβολό  Διανύςματοσ  ςε  Διϊνυςμα  

4.69 Αν  α   = (2 , 3)  και  β  = (−1 , 4) , να βρεύτε την προβολό του  α     πϊνω ςτο  β          

4.70  Αν  α   = (1 , 3)  και  β  = (9 , 7) ,  να βρεύτε την προβολό του β     πϊνω ςτο  α          

4.71  Αν  α    = 2 ,  β   = 1 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
   να βρεύτε την προβολό  του β     πϊνω ςτο  α                              

4.72  Αν  α    = 1 ,  β   = 2 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
   να βρεύτε την προβολό του  v  = 2α   − β    πϊνω ςτο  α                      

4.73 Αν τα διανύςματα   α    , β    εύναι μοναδιαύα και κϊθετα , να βρεύτε την προβολό του  διανύςματοσ                                                              

v  = α   − β       πϊνω ςτο  u  = α   + 2β                              

4.74 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , −3) , Β(−3 , 0) και Γ(4 , 4) . Αν ΑΔ το ύψοσ του τριγώνου ΑΒΓ , τότε να 

υπολογύςετε τισ ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΒΔ               

4.75 Δύνονται τα  διανύςματα  α   = (4 , 3)  και  β  = (−8 , 6)                                                                                                             

α) Να δεύξετε ότι η γωνύα των διανυςμϊτων  α    , β    εύναι αμβλεύα                                                                                                    

β) Να βρεύτε το μόκοσ τησ προβολόσ  του  β    πϊνω ςτο  α                   

4.76 Αν  α   = (4 , 3)  και  β  = (−1 , −3) , να υπολογύςετε το μϋτρο   προβα      2α   − β         

4.77 Δύνονται τα  διανύςματα  α   = (1 , 7)  και  β  = (2 , 4)                                                                                                                 

α) Να βρεύτε την προβολό του  α     πϊνω ςτο  β                                                                                                                                       
β) Να αναλύςετε το διϊνυςμα  α     ςε δύο κϊθετεσ μεταξύ τουσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια να εύναι                               

παρϊλληλη ςτο  β                                                                                                                                                                                      

4.78  Να αναλύςετε το διϊνυςμα  δ  = (1 , 5) ςε δύο κϊθετεσ μεταξύ τουσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια                                             
να εύναι παρϊλληλη ςτο  α   = (1 , −1)       

4.79  Να αναλύςετε το διϊνυςμα  β  = (1 , 2) ςε δύο κϊθετεσ μεταξύ τουσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια                                       
να εύναι παρϊλληλη ςτο  α   = (−1 , 1)           

4.80  Αν  α    = 2 ,  β   = 8 ,  α    , β  
 

 = 
 π 

3
  και  προβα     x ∙ α   + β   = 5 ∙ α     , να βρεθεύ ο πραγματικόσ αριθμόσ  x .     

4.81 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  προβ
β   

 α   =
 2 
3 β    και  προβα    β  =

 3 
4  α    .                                                                           

α) Να δεύξετε ότι   α    =
 2 2 

3   β                                                                                                                                                                    

β) Να βρεύτε τη γωνύα      α    , β  
 

       

4.82 Δύνονται τα  διανύςματα   α    , β    με  2α   + 3β  = (4 , −2)   και   α   − 3β  = (−7 , 8) .                                                            

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των  α    , β                                                                                                                                                

β) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ  αν ιςχύει   κα   + β   ⊥  2α   + 3β                                                                                      

γ)  Να αναλύςετε το διϊνυςμα  γ  = (3 , −1) ςε δύο κϊθετεσ μεταξύ τουσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια                                      
να εύναι παρϊλληλη  ςτο  α   = (−1 , 2)     .                                                                                                                

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 31 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 32 
 

 

Συπολόγιο ςτα Διανύςματα 
 

 

1. Μϋςο Σμόματοσ                                                                                                                                                                                                                 

α. Οι ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ εύναι: Μ 
xΑ  + xΒ

2
 ,

yΑ +yΒ

2
                                                                                                            

β. Αν Ο ςημεύο αναφορϊσ  τότε ιςχύει  ΟΜ       =  
ΟΑ       + ΟΒ       

2
 

2. Σμόμα με γνωςτϊ τα ϊκρα                                                                                                                                                                                          

α. Οι ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΑΒ        εύναι  ΑΒ      = (xΒ − xΑ  , yΒ − yΑ)                                                                                                              

β. Η απόςταςη του Α από το Β εύναι (ΑΒ) =  (xΒ − xΑ)2 + (yΒ − yΑ)2              

3. Μϋτρο και ΢υντελεςτόσ Διεύθυνςησ διανύςματοσ                                                                                                                                                    

α. Αν α   = (x , y) τότε το μϋτρο του εύναι :  α    =  x2 + y2                                                                                                                                                                    

β. Αν α   =(x , y) τότε ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ του εύναι  λα   =  
y

x
                                                                                                                        

γ. Η γωνύα ω που ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x εύναι  εφω = λα   =  
y

x
      

4. Παρϊλληλα Διανύςματα                                                                                                                                                                                                                 

α. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔ det α   , β   = 0                                                                                                                                                              

β. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔ α   = λβ    . Αν λ > 0 τα διανύςματα εύναι ομόρροπα και λ < 0 αντύρροπα                                                                                 

γ. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔  λα   =  λ
β   

                                                                                                                                                                                

δ. Σα ςημεύα Α ,Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ , αν και μόνο αν  ΑΒ      ∥ ΒΓ           

5. Κϊθετα Διανύςματα                                                                                                                                                                                                              

α. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ⊥ β   ⇔  α   ∙ β  = 0                                                                                                                                                                                                 

β. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ⊥ β   ⇔  λα    λβ   
= −1                                                                                           

6. Εςωτερικό Γινόμενο Διανυςμϊτων                                                                                                                                                                                        

α. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  α   ∙ β  =  α     β   ςυν α   , β                                                                                                                                                        

β. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  α   ∙ β  =  x1x2 + y1y2   όπου α   = (x1, y1) και β  = (x2, y2)                                                                                    

γ. Αν τα  α    , β    εύναι ομόρροπα τότε και μόνο τότε  α   ∙ β  =  α     β                                                                                                                                            

δ. Αν τα  α    , β    εύναι αντύρροπα τότε και μόνο τότε  α   ∙ β  = − α     β              

7. Γωνύα δύο Διανυςμϊτων                                                                                                                                                                                                   

α. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  ςυν α   , β   =   
α   ∙β   

 α    ∙ β    
                                                                                                                                        

β. Αν τα  α    , β    εύναι ομόρροπα ⇔  ςυν α   , β   = 1 ⇔  α   , β   = 0°                                                                                                                                   

γ. Αν τα  α    , β    εύναι αντύρροπα  ⇔  ςυν α   , β   = −1 ⇔  α   , β   = 180°    
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5.1 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )=
 2π 

3
 . Ϊςτω το τρύγωνο ΑΒΓ για το οπούο                                                   

ιςχύουν  ΑΒ      = 2α   − β     και  ΑΓ      = 4α   + 3β                                                                                                                                                                                                         

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                             

β) Αν Μ μϋςο τησ ΒΓ να αποδεύξετε ότι     ΑΜ       = 3α   +  β                                                                                                                                                       

γ) Να βρεύτε τη γωνύα (ΑΜ        , α   )                   ( ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2009 ) 

5.2 Θεωρούμε τα διανύςματα  α   = (2 , 3), β  = (−1 , 4)                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε την προβολό του  α     πϊνω ςτο διϊνυςμα β                                                                                                                                                             

β) Να βρεύτε το μϋτρο  2α   + 3β                              ( ΓΕΛ 2009 ) 

5.3 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 1 , (α    , β  ) =
 2π 

3
 . Ϊςτω το τρύγωνο ΑΒΓ για το οπούο                                               

ιςχύουν  ΑΒ      = 2α   + β     και  ΑΓ      = −3β                                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                                      

β) Αν Μ μϋςο τησ ΒΓ να αποδεύξετε ότι   ΑΜ       = α   − β                                                                                                                                                           

γ) Να βρεύτε τη γωνύα (ΑΜ        , α   )                   ( ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010 )  

5.4 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με  α   =(1 , −3) , β  = (1 , 2)  και  γ  = α   + 4β   .                                                                                                                        

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β    και τισ ςυντεταγμϋνεσ του  γ                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει το  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                         

γ) Να δεύξετε ότι  προβα   β  =  −
 1 
2

 α                                                                                                                                                                                          

δ) Αν u  =  (λ2 − 4 , −λ) να βρεύτε το λ  ώςτε   u  ⊥ α          (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010)                                                                                                                                                                                              

5.5 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 και  f(x) =  x α   + β     με f(2) = 3 .                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ότι  α   β   = −2                                                                                                                                                                                                      

β) Να βρεύτε την  προβα   β                                                                                                                                                                                                         

γ) Να βρεύτε τη γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                                                

δ) Να δεύξετε ότι  α   = −2 β                            ( 4ο ΓΕΛ ΚΑΣΕΡΙΝΗ΢ 2010 )        

********************************************************************************************************** 

5.6 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με   α   − β  = (1 , −2)  και  3α   + β  = (7 , 6). Να βρεύτε:                                                                                                

α) τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  α    , β                                                                                                                                                                             

β) τον πραγματικό αριθμό  κ  ώςτε τα διανύςματα  κα   + β     και   α   − β     να εύναι παρϊλληλα                                                                                                                                  

γ) τον πραγματικό αριθμό  x  ώςτε   α   + x β   = 5        ( ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΛΤΚΕΙΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011 ) 

 

 

5. Ενδοςχολικά Θέματα 

Εξετάςεων ςτα  Διανύςματα 
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5.7 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 4 ,  β   = 5  και  προβα   β  =  
 5 
8

 α                                                                                                                     

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                               

β) Να βρεύτε τη  γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                       

γ) Αν  v  = α   − β    , να βρεύτε το μϋτρο του.            ( ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011 )     

********************************************************************************************************** 

 5.8 Ϊςτω το ςημεύο  Α(−1 , 2) και τα διανύςματα  ΑΒ      = (3 , −3) , v  = (20 , 13) ,  u    = (μ − 1 , 2) .                                                                   
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Β                                                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα   ΑΒ         με τον ϊξονα x’x                                                                                                             

γ) Να εξετϊςετε αν τα διανύςματα  ΑΒ        και  v    εύναι κϊθετα                                                                                                                                           

δ) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό μ , αν  ΑΒ       ∥ u          ( ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΛΤΚΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2013 ) 

5.9 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )=
 π 
3

 .  Να βρεύτε:                                                                                                          

α) το α   β                                                                                                                                                                                                                                         

β) τον πραγματικό αριθμό  λ  ώςτε τα διανύςματα  α   +  β    και  5α   − λβ    να εύναι κϊθετα                                                                              

γ) το μϋτρο   α   + β             ( ΠΡΟΣΤΠΟ ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2013 ) 

5.10 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 π 
3

 .  Να βρεύτε :                                                                                                    

α) το α   β                                                                                                                                                                                                                                                   

β) τον πραγματικό αριθμό  x  ώςτε να ιςχύει  (α   + x β  )(α   − x β  ) = 12                                                                                                                                   

γ) το μϋτρο  α   − 4β              ( 4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013 ) 

5.11 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (3 , −4) και  β     ώςτε να ιςχύουν  α   β  = 5 και  (α    , β  )= 
 π 

3
                                                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ότι    α    = 5                                                                                                                                                                                                               

β) Να βρεύτε το μϋτρο του  β                                                                                                                                                                                                                  

γ) Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα   α     και u  = α   − 5β    εύναι κϊθετα                                                                                                                          
δ) Να βρεύτε το διϊνυςμα γ  = (12 , λ) το οπούο να εύναι παρϊλληλο ςτο α      ( 1ο ΓΕΛ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢  2013) 

5.12 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , ( α    , β  )=  
 π 

3
 .                                                                                              

Θεωρούμε και τα διανύςματα  u  = 2α   + 3β    ,  v  = α   − 2β    .  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                             

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                            
β) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                                              
γ)  το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                                                       
δ) το ςυνημύτονο τησ γωνύασ των  u    και  v           ( 14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013 ) 

5.13 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )= 
 2π 

3
 .                                                                                                     

Θεωρούμε και τα διανύςματα  u  = 2α   + 4β    ,  v  = α   − β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                           

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                              
β) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                           
γ) το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                                                              
δ) το ςυνημύτονο τησ γωνύασ των  u    και  v                                                                                                                                                                      

ε) να βρεθεύ το  x  ώςτε v  ⊥ w    = x α   + β                  ( ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟΤ 2013 ) 
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5.14 Δύνονται τα ςημεύα  Α(2 , −1), Β(0 , 1) και Γ(7 , 4) .                                                                                                                                                      
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου  Μ  του  ΑΒ                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε τον ςυντελεςτό διεύθυνςησ του διανύςματοσ  ΑΜ                                                                                                                                                     
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                       

δ) Να αποδεύξετε ότι   ΑΒ      ⊥ ΑΓ                      ( ΓΕΛ 2013 ) 

5.15  Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με    α    = 1 ,  β   =  2 ,  γ   = 5 .                                                                                                                              

α) Αν ιςχύει η ςχϋςη  2α   + 3β  − γ  = 0    , να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο   α   β                                                                                                                           

β) Να δεύξετε ότι  προβα   β  =
1
4

  α             ( ΖΑΝΕΙΟ ΠΡΟΣΤΠΟ ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΠΕΙΡΑΙΑ 2013 ) 

********************************************************************************************************** 

5.16  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 2π 

3
 .                                                                                                                                 

Θεωρούμε και τα διανύςματα u  = 2α   + β    ,  v  = α   − β    . Να βρεύτε :                                                                                                  

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                                             
β) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                          
γ) το γινόμενο  u   v                                ( 1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2014 )   

5.17 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2  , α   ⊥  α   + β                                                                                                                                         

α) Να αποδεύξετε ότι  α   β   = −1                                                                                                                                                                                               

β) Να βρεύτε τη  γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                        

γ) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  α   + β                                                                                                                                                                            

δ) Να βρεύτε την προβολό του β   ςτο α        ( ΓΕΛ ΢ΑΝΣΟΡΙΝΗ΢ 2014 )        

5.18 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με   α    = 4 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 π 

3
  και  γ  = α   + κβ                                                                                                

α) Να βρεύτε το  α   β                                                                                                                                                                                                                                     
β) Να υπολογύςετε τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε να εύναι   α   ⊥ γ                                                                                                                               

γ) Για κ = 1 να βρεύτε την γωνύα (β     , γ  )  και την προβολό του  γ    πϊνω ςτο  β          ( ΟΕΥΕ 2014 ) 

5.19 Δύνονται τα κϊθετα διανύςματα  α    , β    με   α    = 3  και   (α   − 2β  ) ⊥  2α   + β    .                                                                                                               

α) Να αποδεύξετε ότι    β   = 3                                                                                                                                                                                                    

β) Να βρεύτε το μϋτρο  α   + 2β            ( 3ο ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014 ) 

5.20  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 5 3 , (α    , β  )= 
 π 

6
 . Να βρεύτε :                                                                                                           

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                     

β) το μϋτρο   5α   − 2β                                                                                                                                                                                                           

γ) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙  2β  − 5α                                                                                                                                                                                       

δ) τη γωνύα  (α    , 2β  − 5α   )               ( 2ο ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014 ) 

********************************************************************************************************** 

5.21 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 3 ,  β   = 1 ,  α   − β   = 2                                                                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ότι α   β   = 3                                                                                                                                                                                                          

β) Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  α    , β    εύναι ομόρροπα.                                                                                                                                                   

γ) Να βρεύτε το μϋτρο του  γ  = α   +  3β           ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2015 ) 
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5.22 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   +  β  = (0 , 5) και  2α   − β  = (3 , 1). Να βρεύτε :                                                                                                        

α) τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  α     , β                                                                                                                                                                                             

β) τη γωνύα (α     , β  )                                                                                                                                                                                                                                                    

γ) την προβολό του β   πϊνω ςτο  α            ( ΟΕΥΕ 2015 ) 

5.23 Δύνονται τα ςημεύα  Α(κ , κ + 1) , Β(1 , κ) , Γ(0 , κ + 2)                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού  κ  ώςτε τα ςημεύα  Α , Β , Γ να ςχηματύζουν τρύγωνο                                                                           
β) Για  κ = 1 , να βρεύτε                                                                                                                                                                                                                                           
β1) Σο μόκοσ τησ διαμϋςου  ΑΜ  του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                             

β2) Σην τιμό τησ παρϊςταςησ  ΑΒ      ∙  2ΒΓ     − ΓΑ             ( ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ΢ ΠΕΡΙΗΓΗΣΗ΢ 2015 ) 

5.24 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (−1 , 2) , β  = (3 , 1) και  v  = λα   + μβ   .                                                                                                                                                                

α) Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ  A = 2 α   2 + 3α   β                                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε την τιμό των  λ , μ ώςτε το  v    να εύναι κϊθετο ςτο  γ  = (1 , 1) και να ϋχει μϋτρο  7 2 .                                                                       
γ) Να αναλύςετε το διϊνυςμα  v  = (2 , 5) ςε δύο κϊθετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια να εύναι 
παρϊλληλη   ςτο διϊνυςμα  α                              ( 1ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015 ) 

5.25 Δύνονται τα διανύςματα  α     , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 ,  2α   − β   = 7. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                      

α) α   β   = 6                                                                                                                                                                                                                                                           

β) ςυν (α      , β  )= −1                                                                                                                                                                                                                     

γ) α   = −
2
3

β
      

                                                                                                                                                                                                                                                            

δ)   
1
2

 α   − β   = 4         ( 2ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015 )   

5.26 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α      , β  )= 
 π 

3
 . Να βρεύτε :                                                                                                               

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                                           

β) τον πραγματικό αριθμό λ ώςτε τα διανύςματα  v  = α   + β   , u  = α   − λβ    να εύναι κϊθετα.                                                                                                    

γ) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 3α   − β                                                                                                                                                                                                    
δ) τη γωνύα των διανυςμϊτων  γ    , α         ( 1ο ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2015 )     

5.27 Δύνονται τα διανύςματα  α   =  1 , − 3   και  β   =  2 , 2 3                                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε το α   β                                                                                                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε τη γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                 

γ) Αν  x  = 2α   + β    , y  = −4α   + 2β   να βρεύτε τα μϋτρα τουσ και να δεύξετε ότι εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ.                                                                                                                                                                                                                                             
( 1ο ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2015 )     

********************************************************************************************************* 

5.28 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (1 , 2) , β  = (2 , 3) . Να βρεύτε :                                                                                                                                                           

α) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 5α   −  3β                                                                                                                                                        
β) Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                            
γ) Να  βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε το διϊνυςμα  v   = (k2 − k , k) να εύναι κϊθετο ςτο  α    
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5.29 Δύνεται το μοναδιαύο διϊνυςμα α     και το διϊνυςμα  β    για τα οπούα ιςχύουν                                                                                                           

 α    ∙  α   − 2β   = 5  και  β  ∙  3α   + β   = 10 . Να βρεύτε:                                                                                                                                                           

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β     καθώσ και το μϋτρο του  β                                                                                                                                                           

β) τη γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                        

γ) το εςωτερικό γινόμενο  5α   + β   ∙  α   + 3β                                                                                                                                                              

δ) τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  x  για τουσ οπούουσ ιςχύει    xα   + 2β   = 7    

5.30 Θεωρούμε το διϊνυςμα  α    = ( α    − 2 ,  α    − 1) το οπούο δεν εύναι παρϊλληλο ςτον ϊξονα x’x , 

καθώσ και τα διανύςματα  β  = (2 , 6)  και  γ  = β  − α                                                                                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι   α    = 5                                                                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε τη γωνύα (β     , γ  )                                                                                                                                                                                                                

γ) Θεωρούμε διϊνυςμα  v    για το οπούο ιςχύουν οι ςχϋςεισ    v  + β   ∥  γ    και (v  + γ  ) ⊥ β   .  Να βρεύτε:                                                                                

γ1) Σισ ςυντεταγμϋνεσ του  v                                                                                                                                                                                           
γ2) Σην προβολό του  v    πϊνω ςτο  α     

 5.31 Δύνονται τα διανύςματα   α   = (1 , −3)  και  β   = (1 , 2)                                                                                                                                                 
α) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ ώςτε το διϊνυςμα  u  = (λ2 − 4 , λ) να εύναι κϊθετο ςτο  α                                                                        

β) Να βρεύτε την γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                              

γ) Να βρεύτε την προβολό του  β   πϊνω ςτο  α                        (6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016 )          

5.32 Αν ιςχύει   u   = 3 ,  v   = 1 ,  u  − v   = 2  τότε :                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι   u  ∙ v  = 3                                                                                                                                                                         
β) Να δεύξετε ότι τα διανύςματα  u   , v     εύναι ομόρροπα                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  w    = u  + 3v                   ( ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2016 )  

5.33 Δύνονται τα διανύςματα   α   = (−3 , 4) , β  = (8 , 6)                                                                                                                    

α) Να δεύξετε ότι  α   ⊥ β                                                                                                                                                                                  

β) Να βρεύτε τα μϋτρα των   α    , β                                                                                                                                                                          

γ) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  2α   + β                                                                                                                                   

δ) Να βρεύτε το κ ∈ ℝ   ώςτε το γ  = κα   − β  + j   να ςχηματύζει γωνύα  135° με τον ϊξονα  x’x                                                   
( ΓΕΛ  ΒΟΛΟ΢ 2016 ) 

5.34 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )= 
 2π 

3
   και   u  ∥  α   − 2β     και α   ⊥  β  − u    .                         

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                 

β) Να δεύξετε ότι  u  = −
1
 6 

 α   +
1
 3 

β                                                                                                                                                              

γ) Να βρεύτε την γωνύα  των α     και  u                                                                                                                                                         

δ) Και αν επιπλϋον ϋνα διϊνυςμα  x    του επιπϋδου ιςχύει   u  = προβα    β  = 3β  + μ u    , να βρεύτε την τιμό 
του πραγματικού αριθμού μ                                   ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ  ΔΟΤΚΑ   2016 ) 

5.35 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   =  − 3 , 3  , β  =  1 ,  3   .                                                                                              

α) Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β     και την γωνύα των  α     και  β                                                                                       

β) Να υπολογιςθεύ το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = α   +  3 β                                                                                                            

γ) Αν  ΟΑ      = α    , ΟΒ      = β   , ΟΓ      = γ    τότε να δεύξετε ότι  ΑΓ      ∥ ΟΒ                    ( ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016 ) 
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5.36 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1  και  γ  = α   − κβ      και  α    , β  
 

 = 60° .  Να βρεύτε :                         

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                   
β) τον πραγματικό αριθμό  κ  αν ιςχύει  α   ⊥  γ                                                                                                                                        

γ)  την γωνύα των  γ    και  β                             ( 2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢  2016 ) 

5.37 Ϊςτω τα διανύςματα  α   =  1 ,  3  ,  β   = 3 , v  = 2β  − 3α       και    α    , β  
 

 = 60° .  Να βρεύτε :                                          

α) το μϋτρο   α      και τα εςωτερικϊ γινόμενα  α   ∙ β     και   α   ∙ v                                                                                                             

β) το μϋτρο   v     και την γωνύα   α    , v                                                                                                                                                        

γ) το γινόμενο  α   ∙ προβα   v                    ( ΓΕΛ  ΚΟΡΙΝΘΟΤ  2016 )                        

5.38 Δύνονται τα μη μηδενικϊ διανύςματα  α    , β    του επιπϋδου .                                                                                                                           

α) Να αποδεύξετε ότι  προβα    β  =
 α   ∙β    

α   
2  α                                                                                                                                                      

β) Αν επιπλϋον ιςχύει   προβ
β   

 α   = 3 β    και  προβα    β  =
 1 
4

 α      τότε :                                                                                              

β1) Να δεύξετε ότι   α    = 2 3   β                                                                                                                                                                  

β2) Να βρεύτε την γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                 

β3) Αν   β   =  3  να βρεύτε το μϋτρο του   w    = προβ
β   

 α   − προβα    β              ( 1ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016 ) 

5.39 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   = (3 , −4) , α   ∙ β  = 5  και   α    , β  
 

 = 60° .                                                                   

α) Να αποδεύξετε ότι   α    = 5                                                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε το μϋτρο του   β                                                                                                                                                                        

γ) Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  α     και  u  = α   − 5β     εύναι κϊθετα .                                                                                      
δ)  Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε το γ  = (12 , λ)  να εύναι παρϊλληλο ςτο  α                                                                                       
( ΓΕΛ ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ  ΘΑ΢ΟΤ  2016 )    

5.40 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )= 
 2π 

3
  Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = α   + β    ,  v  = α   − 2β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                               

α) τα εςωτερικϊ γινόμενα   α   ∙ β      και  u  ∙ v                                                                                                                                              
β) τα μϋτρα των διανυςμϊτων   u    και  v                                                                                                                                                   
γ) τη γωνύα  των διανυςμϊτων   u    και  v                                                                                                                                                   

δ) την τιμό του  λ ∈ ℝ   ώςτε να ιςχύει  (u  + v  ) ⊥  α   + λβ            ( ΓΕΛ  ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ  2016 ) 

5.41 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β   , γ   , δ   και ε    ώςτε                                                                                                                          

 α    = 4 ,  β   = 5 , γ  = (1 , −2) , δ  = (1 , 3) , ε = (4 , −3)  και επιπλϋον ιςχύει   3α   + β   ∙  α   − β   = 3   .                                                                                                                                             

α) Να βρεύτε τα μϋτρα των γ   , δ     καθώσ και τη γωνύα που ςχηματύζουν                                                                                      

β) Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = 10                                                                                                                                                                         

γ) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  α   − 2β                                                                                                                                     

δ) Να γρϊψετε το διϊνυςμα  ε  ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των  γ   , δ              ( ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢  2016 ) 
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5.42 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )=  
 2π 

3
   και  γ  = 3α   + 2β    .                                                       

α) Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = −3                                                                                                                                                                       
β) Να αποδεύξετε ότι   γ   = 6                                                                                                                                                                     

γ) Να βρεύτε τισ γωνύεσ   α    , γ     και  γ   , β  
 

 . Σι παρατηρεύτε για τα α    , β   , γ    ;                                                                                                      

( 1ο ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2016 ) 

5.43 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (1 , 1)  και  β  = (−6 , 0)                                                                                                               
α) Να βρεύτε το μϋτρο του   α                                                                                                                                                                         

β) Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = −6                                                                                                                                                                      

γ) Να βρεύτε την προβολό του β     πϊνω ςτο  α                                                                                                                                        

δ) Αν επιπλϋον γ  = κ α   + β    και  γ  ⊥ α       να βρεύτε τον αριθμό κ και το γ  ∙ β                                                                                         
( ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΑΝΑΒΡΤΣΨΝ 2016 )      

********************************************************************************************************** 

5.44 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , 3)  , Β(1 , −3)                                                                                                                  
α) Να υπολογύςετε τισ ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ                                                                                         

β) Να υπολογύςετε το μϋτρο του διανύςματοσ   ΑΒ                                                                                                              
γ) Να υπολογύςετε  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ           ( 4ο  ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2017 )             

5.45  Δύνονται τα ςημεύα  Α , Β , Γ του επιπϋδου τϋτοια, ώςτε  ΟΑ      + 2ΟΒ      = 3ΟΓ        ,  ΟΑ       =  ΟΒ       = 1                  

και   ΟΓ       = 
 5

3
   όπου Ο η αρχό των αξόνων. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                           

α) το ςημεύο Γ βρύςκεται μεταξύ των Α και Β                                                                                                                     

β) ΟΑ      ⊥ ΟΒ                                                                                                                                                                                             

γ)  ΑΓ       = 
2 2

3
                                                                                                                                                                                            

δ) η γωνύα των διανυςμϊτων ΟΓ       και   ΓΑ       εύναι αμβλεύα .     ( 1ο  ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2017 )  

5.46  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 3 ,  β   = 2 , (α    , β  )=  
 π 

3
   και  γ  = 2α   − 3β   . Να βρεύτε :                                                     

α) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ                                                                                                                                                
β) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ γ                                                                                                                                                
γ) τη γωνύα των διανυςμϊτων  γ    και   α                           ( 3ο  ΓΕΛ ΓΑΛΑΣ΢ΙΟΤ 2017 )     

5.47 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )=  
 π 

3
  .  Να βρεύτε :                                                     

α) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β                                                                                                                                                

β) τον πραγματικό αριθμό λ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  α   + β    και  5α   − λβ    να εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ   

γ) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = α   − 4β                 ( ΓΕΛ ΒΟΙΨΣΙΑ΢ 2017 )     

5.48  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 , β  =  1 ,  3  , (α    , β  )=  
 π 

3
  .  Να βρεύτε :                                                     

α) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β    καθώσ και την γωνύα του διανύςματοσ  β    με τον ϊξονα  x’x                          

β) το μϋτρο του  διανύςματοσ  γ  = 3α   − β                                                                                                                                    

γ) τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  3α   − β    και  κα   − 2β    να εύναι κϊθετα                            
μεταξύ τουσ                      ( ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2017 )     
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5.49  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 2 ,  β   = 6 , (α    , β  )=  
 2π 

3
  .  Να βρεύτε :                                                     

α) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β                                                                                                                                                

β) τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  u  = 2α   + β    και  v  = κα   + β    να εύναι                     
κϊθετα μεταξύ τουσ                                                                                                                                                                                         

γ) για  κ = −12 , το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  =
 1 
2

(u  + v  )               ( ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2017 )      

5.50  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   β   = 2 α    = 4  και  α   ∙ β  = −8                                                                     

α) Να βρεύτε την γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                 

β) Να αποδεύξετε ότι  β  + 2α   = 0                                                                                                                                              

γ) Να αποδεύξετε ότι το διϊνυςμα  u  = α   ∙ β  2 − α   2 ∙ β    εύναι ομόρροπο του  α       ( ΓΕΛ ΛΕΦΑΙΟΤ 2017 )   

5.51 Δύνεται η εξύςωςη  y =  α   ∙ β   x +  β     , α    , β  ≠ 0    και (α    , β  )=  
 π 

3
                                                                                

α) Να βρεθεύ το  α   ∙ β    ώςτε η ευθεύα να ςχηματύζει γωνύα 45°  με τον ϊξονα  x’x                                                                           

β) Να βρεύτε το   β     αν η ευθεύα περνϊ από το ςημεύο  Α(0 , 2)                                                                                     

γ) Να βρεύτε το   α                                                                                                                                                                              

δ) Να βρεύτε το  μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 2α   − β                    ( ΓΕΛ ΜΕ΢΢ΗΝΙΑ΢ 2017 )    

5.52  Δύνονται τα διανύςματα α   =  3 ∙ i + j   και β  = 4j                                                                                                   

α) Να βρεύτε  το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β                                                                                                                                 

β) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  u  = α   + β    και  v  = 2α   − κβ    να εύναι                     
κϊθετα μεταξύ τουσ                                                                                                                                                                       

γ) Για  κ = 
 4 

5
 , να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα  γ  = 2α   −

 5 
4

κβ      με τον ϊξονα  x’x               

( ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ 2017 )           

5.53  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   = (λ , 2)  και  β  = (50 , λ)                                                                                

α) Να βρεύτε το λ αν   α   ∥ β                                                                                                                                                             

β) Αν  α   ↑↓ β    τότε :                                                                                                                                                                     

β1) να βρεύτε το διϊνυςμα  u  = α   + β                                                                                                                                      

β2) να βρεύτε ςημεύο M(x , x + 1) αν  ΟΜ       ⊥ u                  ( ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2017 )  

5.54  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )=  
 π 

3
  .                                                                       

α) Να βρεύτε  το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β                                                                                                                                 

β) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  δ  =  α   ∙ β   β  + 2α   − 3β                                                                                      

γ) Να αποδεύξετε ότι  α   ⊥ δ                             ( ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2017 )  

5.55  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )=  
 π 

3
  και   v  = α   −

 1 
2

β    . Να βρεύτε :                                          

α) το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙ β                                                                                                                                                   
β) το μϋτρο του διανύςματοσ    v                                                                                                                                                          
γ) τη γωνύα των διανυςμϊτων   v   και α                               ( ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 
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5.56  Δύνονται τα διανύςματα  α   = (1 , 2) , β  = (2 , 3) . Να βρεύτε :                                                                                                                                                           

α) Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 5α   −  3β                                                                                                                                                        
β) Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                            
γ) Να  βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε το διϊνυςμα  v   = (k2 − k , k) να εύναι κϊθετο ςτο  α                  
( ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

5.57  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 π 

3
 .                                                                                             

Θεωρούμε και τα διανύςματα  u  = 3α   + 2β    ,  v  = α   − 2β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                           

α) το  α   β                                                                                                                                                                                                                                              
β) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                           
γ) το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                                                              
δ) το ςυνημύτονο τησ γωνύασ των  u    και  v                     ( ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2017 )          

5.58  Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με  α    = 2 ,  β   = 8 ,  γ   = 5  και εύναι  3α   − β  = 2γ    , να δεύξετε ότι: 

α)   3α   − β   
2

= 100                                                                                                                                                                      

β)  α   ⊥ β                                  ( ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

********************************************************************************************************* 

5.59 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   για τα οπούα ιςχύουν  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )= 
 2π 

3
   Να δεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                           

α) α   ∙ β  = −1                                                                                                                                                                                         

β)   α   ∙ u  = 2  όπου  u  = α   + 2β                                                                                                                                                                                         
γ)  u   = 2    

  
                                                                                                                                                                                                               

δ) (α    , u  ) = 60°                        (ΚΑΖΟΤΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2018 ) 

5.60 Δύνεται η εξύςωςη  y = ( α    − 2) ∙ x + α   ∙ β    , α   , β  ≠ 0   .                                                                                                                        
α) Να βρεθεύ το   α      ώςτε η παραπϊνω εξύςωςη να ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x γωνύα  45°                                                                                     

β) Αν   α    = 3  και η παραπϊνω εξύςωςη διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 , 4) , να δεύξετε ότι  α   ∙ β  = 3                                     

γ) Αν   β   = 2 , να αποδεύξετε ότι   (α    , β  )= 
 π 

3
         ( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2018 ) 

5.61  Δύνονται τα μοναδιαύα διανύςματα   α    =  β   = 1 και (α      , β  )= 
 π 

3
                                                                                       

Επύςησ δύνονται τα διανύςματα   u  = 2α   + β    ,  v  = α   − β     .  Να υπολογύςετε :                                                                                                                      

α) το  α   ∙ β                                                                                                                                                                                                                                
β) το εςωτερικό γινόμενο  u   v                                                                                                                                                                
γ) το μϋτρο του διανύςματοσ  u                             ( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢ 2018 ) 

5.62 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ   και ϋχουμε ότι  α    = 1 ,  β   = 1 ,  γ   =  2 και  α   + β  = γ   .                                                             

α) Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  α    , β    εύναι κϊθετα                                                                                                        

β) Να υπολογύςετε την γωνύα που ςχηματύζουν τα διανύςματα  (α   , γ  )   ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 
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5.63 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 π 

3
 . Να βρεύτε :                                                                                     

α) το  α   ∙ β                                                                                                                                                                                                                   

β) τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  u  = α   − κ ∙ β    και  v  = α   + β    να εύναι                     
κϊθετα μεταξύ τουσ                                                                                                                                                                                  

γ) το μϋτρο του διανύςματοσ   γ  = α   − β                                                                                                                                               

δ) τη γωνύα των διανυςμϊτων  (γ   , β  )               ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 )  

5.64 Δύνεται ότι  α    = 4 ,  β   = 2 και γ  = α   + κβ   με  α   , β   
 

= 60° .                                                                                                         

α) Να υπολογύςετε το α   ∙ β                                                                                                                                                                                         
β) Να υπολογύςετε το κ ϋτςι ώςτε α   ⊥ γ   .                                                                                                                                             

γ) Για κ = −4 . Να υπολογύςετε την γωνύα των β   και γ   .                                                                                                                 

ε) Να αποδεύξετε ότι γ  ≠ 2 3β          ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

5.65  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )= 
 π 

3
 . Να βρεύτε :                                                                                     

α) το  α   ∙ β                                                                                                                                                                                                                   

β) τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  u  = α   − β    και  v  = κ ∙ α   + β    να εύναι                     
κϊθετα μεταξύ τουσ         ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

5.66 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )= 
 π 

3
  και u  = −3α   + 2β   . Να βρεύτε :                             

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                    

β) αν ιςχύει ότι  α   ∙ β  = 3 , τότε να υπολογύςετε το μϋτρο του  u     
         

                                                                              
γ) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ u                                                                                                                                                                                     
δ)  αν ιςχύει ότι  α   ∙ u  = −6  και  u   = 6 , να υπολογύςετε τη γωνύα των διανυςμϊτων (α    , u  )                                                          
( ΓΕΛ ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 2018 ) 
 

5.67 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 π 

3
  και  u  = 2α   + β   . Να βρεύτε :                             

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                    
β)  το μϋτρο του  u                

            
                                                                                                                                                       

γ) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ u                                                                                                                                                                               
δ) τη γωνύα των διανυςμϊτων (α    , u  )                               ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018 )                       
 

5.68  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )= 
 π 

3
 . Να βρεύτε :                                                                           

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                    

β) Αν για το διϊνυςμα  γ  = κα   + 6β     ιςχύει ότι  α   ∙ γ  = κ  , να βρεύτε :                                                                             
β1) τον αριθμό  κ                                                                                                                                                                                                                           
β2) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ                         ( 6ο ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2018 ) 
 

5.69 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1009 ,  β   = 1 ,  α    , β   = φ , φ ∈ [0 , π] . Θεωρούμε επύςησ                     

την εξύςωςη   1009 + α   ∙ β   ∙ x +  1009 − α   ∙ β   ∙ y − 4 α    = 0  (1) .                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε  φ ∈ [0 , π]                                                                            
β) Να αποδεύξετε ότι όλεσ οι παραπϊνω ευθεύεσ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Μ, το οπούο να βρεύτε.                      

γ) Αν η παραπϊνω ευθεύα εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα ΟΜ, να δεύξετε ότι  β  ⊥ α       ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 
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5.70 Δύνονται τα διανύςματα  α   =   3 , 1  , β  =  2 3 , −2  . Να υπολογύςετε :                                                                 

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                    

β) τη γωνύα   α    , β                                                                                                                                                                                

γ) τον πραγματικό αριθμό κ ϋτςι, ώςτε τα διανύςματα  α     και  κ ∙ α   − β    να εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ                

δ) το μϋτρο του διανύςματοσ   α   − β           ( ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2018 ) 
 

5.71 Δύνονται τα μοναδιαύα διανύςματα   α    =  β   = 1  και  α   ⊥ β   . Δύνεται επύςησ το τρύγωνο ΑΒΓ                       

για το οπούο ιςχύουν  ΑΒ      = α   − β     και  ΑΓ      = α   + 3β    .                                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ότι   ΒΓ     = 4β                                                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                                     
γ) Να βρεύτε την γωνύα Β του τριγώνου ΑΒΓ          ( ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ 2018 ) 
 

5.72  Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2 , 3) , β  = (4 , 6) και  γ  = (x , 4 − x)                                                                                  

α) Να βρεύτε   το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                   

β) Αν ιςχύει   γ  ∙ β  = 26 , να  βρεύτε τον πραγματικό αριθμό x                                                                                        
γ) Για   x = −1 , να βρεύτε το γινόμενο  α   ∙ γ              ( ΜΟΤ΢ΙΚΟ ΢ΦΟΛΕΙΟ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 
 

5.73  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )= 
 π 

3
 .                                                                                 

Θεωρούμε και τα διανύςματα  u  = α   − β    ,  v  = 2α   − β    .                                                                                                                                                                                  
α) Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                           

α1) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                  

α2) τον πραγματικό αριθμό λ , ώςτε τα διανύςματα  λα     και  λ ∙ α   − β    να εύναι κϊθετα                                                                                     
α3) το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                      
α4) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι η γωνύα των  u    και  v     εύναι οξεύα .         ( ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 
 

5.74  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 3 ,  β   = 2 , (α    , β  )= 
 π 

3
  . Να βρεύτε :                                                                       

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                     

β) το μϋτρο    2α   − 3β                                                                                                                                                                                  

γ) τη γωνύα των διανυςμϊτων  2α   − 3β    και  α                                                                                                                                        

δ) τον πραγματικό αριθμό λ , ώςτε τα διανύςματα  β   και  λ ∙ α   + β    να εύναι κϊθετα   ( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ ) 
 
5.75 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 0), Β(3 , 2), Γ(x0 , 0) ώςτε  ΑΒ Γ = 90°                                                                                            

α) Να βρεύτε το διϊνυςμα  ΑΒ       , καθώσ και το μϋτρο του .                                                                                                         
β) Να δεύξετε ότι    Γ(5 , 0)                                                                                                                                                                               
γ) Να βρεύτε το εύδοσ του τριγώνου ωσ προσ τισ πλευρϋσ .                                                                                                      
δ) Αν Κ ςημεύο του επιπϋδου ώςτε το Γ να εύναι μϋςο του ΒΚ , να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΚ    
( ΟΕΥΕ 2018 ) 
 
********************************************************************************************************* 
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5.76 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    =  β   = 1, (α    , β  )= 
 2π 

3
 .  Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = α   + 2β    ,  v  = 2β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                      
β) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                  
γ) το γινόμενο u   v                       (  6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2019 ) 
 

5.77 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (−1 , 3) , β  = (−5 , −4) και  γ  = (−671 , λ − 6) .  Να βρεύτε :                                                                                

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                   

β) το μϋτρο του διανύςματοσ   β  − 5α                                                                                                                                                                                  
γ) τον αριθμό λ ώςτε να ιςχύει  α   ∥ γ           ( 1ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2019 ) 
 

5.78  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )= 
 π 

3
 .  Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = 3α   − β    ,  v  = −3α   + 2β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

α) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                                                                                       
β) το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                      
γ) τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                          
δ)  τη γωνύασ των  u    και  v                       ( 2ο ΓΕΛ ΚΕΡΚΤΡΑ΢ 2019 ) 
 

5.79  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   − β  = (1 , −2) και  3α   + β  = (7 , 6). Να βρεύτε :                                                                                                        

α) τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  α     , β                                                                                                                                                                                             

β) το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                                   

γ)  τον πραγματικό αριθμό x  ώςτε να ιςχύει  α   + x β   = 5        ( ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ ΛΕ΢ΒΟΤ 2019 ) 

 

5.80  Δύνονται τα διανύςματα  α   = (3 , −4) , β  = (4 , x)                                                                                                                  
α) Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  x ώςτε τα διανύςματα να εύναι κϊθετα                                                                     

β) Να βρεύτε τη γωνύα των διανυςμϊτων  α     και   α   + β                                                                                                    
γ) Να βρεθεύ το διϊνυςμα που εύναι ομόρροπο με το  α     και ϋχει διπλϊςιο μϋτρο από το  α                                                       
( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢ 2019 ) 
 

5.81 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2 , 1) , β  = (3 , 2) . Να βρεύτε :                                                                                                                                                           

α) το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 5α   −  3β                                                                                                                                                        
β) την γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                            
γ) τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε το διϊνυςμα  v   = (−k , k2 + 1) να εύναι κϊθετο ςτο  α                                       
( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2019 )  
 

5.82 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (2 , 1) , β  = (1 , −2) .                                                                                                      

α) Να δεύξετε ότι  (α    , β  )= 
 π 

2
                                                                                                                                                                

β) Αν  κα   + λβ  = (1 , 8) , να υπολογύςετε τουσ αριθμούσ κ , λ                                                                                                   

γ) Αν  γ  = 2i + 6j    να δεύξετε ότι γ  ⇈  α   − β     και   γ   = 2 α   − β         ( 1ο ΓΕΛ ΑΜΑΡΟΤ΢ΙΟΤ 2019 )                                                  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  2 

Η   Ε υ θ ε ί α 

 

 

 

 

 

 

 

Εξύςωςη  Γραμμόσ  

Μια εξύςωςη με δύο αγνώςτουσ  x , y λϋγεται εξύςωςη μιασ γραμμόσ  C  , όταν οι ςυντεταγμϋνεσ των ςημεύων τησ C  
και μόνο αυτϋσ , την επαληθεύουν .  

Γωνύα  Ευθεύασ  με  τον  ϊξονα  x’x  

Ϊςτω Οxy  ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ςτο επύπεδο και  (ε)  μια ευθεύα που τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο Α . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρόςεισ                                                                                                                                                                                                  
1) Αν η ευθεύα (ε) εύναι παρϊλληλη προσ τον ϊξονα x’x τότε λϋμε ότι ςχηματύζει με αυτόν γωνύα ω = 0°                      
2) ΢ε κϊθε περύπτωςη για τη γωνύα ω ιςχύει  0° ≤ ω < 180°  ό  0 ≤ ω < 𝜋                                                                              
3) Αν η ευθεύα (ε) εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα y’y τότε λϋμε ότι ςχηματύζει με αυτό γωνύα 90° 

 

Τθ γωνία  ω  που διαγράφει ο άξονασ  x’x  όταν ςτραφεί γφρω από το Α κατά τθ κετικι φορά μζχρι να ςυμπζςει με 

τθν ευκεία  (ε)  τθ λζμε γωνία που ςχηματίζει η  (ε)  με τον άξονα  x’x . 

6.  Εξίςωςη  Ευθείασ 
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΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ  Ευθεύασ 

 

 

 

1) Αν ω = 0°  , δηλαδό η (ε) ∥ x′x   τότε η (ε) ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ = 0 .                                                                  

2) Αν ω =
 π 

2
  , δηλαδό η (ε) ⊥ x′x  τότε δεν ορύζουμε ςυντελεςτό διεύθυνςησ για την (ε)  .                                                 

3) Ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ μιασ ευθεύασ εύναι θετικόσ αν η γωνύα που ςχηματύζει με τον x’x εύναι οξεύα .                 
4) Ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ μιασ ευθεύασ εύναι αρνητικόσ αν η γωνύα που ςχηματύζει με τον x’x εύναι αμβλεύα .       

            ΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ                 Γωνύα με τον ϊξονα x’x 

                              λ > 0                       0° < 𝜔 < 90° 

                              λ < 0                            90° < 𝜔 < 180° 

                              λ= 0                                 ω = 0° 

 

 

΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ  Ευθεύασ  Παρϊλληλησ  ςε  Διϊνυςμα 

Ϊςτω διϊνυςμα δ   παρϊλληλο ςε μια ευθεύα (ε) . Αν φ και ω οι γωνύεσ εύναι οι γωνύεσ που ςχηματύζουν το δ   και                      
η (ε) με τον ϊξονα x’x  , τότε θα ιςχύει :  φ = ω  ό φ = π + ω  .  Σότε εφφ = εφω  ό  εφφ = εφ(π + ω) = εφω .          
Δηλαδό ςε κϊθε περύπτωςη  λ

δ   
= λε  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ωσ ςυντελεςτι διεφιυνςησ ευιείασ θ κλίςη ευιείασ ορίηουμε τθν εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ ω που ςχθματίηει θ (ε) 

με τον άξονα  x’x .  Δθλαδι   
𝛌𝛆 = 𝛆𝛗𝛚  

Όταν μια ευκεία και ζνα διάνυςμα είναι παράλλθλα , ζχουν τον ίδιο ςυντελεςτι διεφκυνςθσ . 
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΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ  Ευθεύασ  που  διϋρχεται  από  δύο  γνωςτϊ  ςημεύα  

 Ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ μιασ ευθεύασ που διϋρχεται από τα 
ςημεύα     Α(x1 , y1)  και  Β(x2 , y2)  με  x1 ≠ x2 εύναι :  

  

 

Πρϊγματι :  Εύναι  ΑΒ      ∥ ε ⇔  λε = λΑΒ        ⇔  λε =
 y2  −  y1  

x2− x1
  

 

 

 

΢υνθόκη  Παραλληλύασ  Ευθειών  

Αν δύο ευθεύεσ του επιπϋδου ε1 , ε2  ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ  λ1 , λ2  αντύςτοιχα , τότε ιςχύει : 

                                                                                                    

     

 

΢υνθόκη  Καθετότητασ  Ευθειών 

Αν δύο ευθεύεσ του επιπϋδου ε1 , ε2  ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ  λ1 , λ2  αντύςτοιχα , τότε ιςχύει :    

 

 

 

Εξύςωςη  Ευθεύασ  

Η εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από το ςημεύο Α( x0 , y0 ) και ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ εύναι :  

  

 

 

 

Θεωρούμε ϋνα ςημεύο  M(x , y) τησ (ε) διαφορετικό του Α( x0 , y0) 

Σότε το διϊνυςμα ΑΜ        εύναι παρϊλληλο ςτην (ε) , ϊρα θα ϋχουν                 
ύςουσ ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ .                                                                                       

Οι ςυντεταγμϋνεσ του  ΑΜ       = (x − x0 , y − y0) ϊρα   λΑΜ        =
 y − y0 
x − x0

            

Οπότε : λ = λΑΜ        ⇔ λ =
 y − y0 
x − x0

 ⇔ y − y0 = λ(x − x0)        .    

 

 

𝛌 =  
 𝐲𝟐 − 𝐲𝟏 

𝐱𝟐 − 𝐱𝟏
 

𝛆𝟏 ∥ 𝛆𝟐 ⇔ 𝛌𝟏 = 𝛌𝟐 

𝛆𝟏 ⊥ 𝛆𝟐 ⇔ 𝛌𝟏 ∙ 𝛌𝟐 = −𝟏 

(ε) :  𝐲 − 𝐲𝟎 = 𝛌 ∙  (𝐱 − 𝐱𝟎) 
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Ειδικϋσ  περιπτώςεισ  Ευθειών 

Α) Η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από δύο  γνωςτϊ 
ςημεύα   Α(x1 , y1)  και  Β(x2 , y2)  εύναι                                                                                           

y − y0 =
 y2 −  y1 

x2− x1
(x − x0)    αφού    λε =

 y2 −  y1 
x2− x1

 

  

 

 

 

 

 

Β) Η εξύςωςη τησ ευθεύασ που τϋμνει τον ϊξονα  y’y  ςτο                                            
ςημεύο  Α(0 , β) και ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ εύναι :    

                            

 

Πρϊγματι :                                                                                                                       
Εύναι  y − yΑ = λ(x − xΑ) ⇔  y − β = λ(x − 0)  
                                        ⇔ y − β = λ ∙ x ⇔ y = λ ∙ x + β      

 

 

 

 

Γ) Οριζόντια  Ευθεύα                                                                                                                                                                                                             
Η εξύςωςη τησ ευθεύασ που εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x και 
διϋρχεται από το ςημεύο  Α( x0 , y0 ) εύναι : 

                                                                       

                           

Πρϊγματι :                                                                                                            
Αφού  (ε) ∥ x′x   τότε θα εύναι  λ=0 , ϊρα :                                                  
y − y0 = λ(x − x0) ⇔ y − y0 = 0 ∙ (x − x0) ⇔ y − y0 = 0 ⇔ y = y0 

 

 

 

 

 

𝐲 = 𝛌 ∙ 𝐱 + 𝛃 

𝐲 = 𝐲𝟎 
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Δ) Κατακόρυφη  Ευθεύα 

Η εξύςωςη τησ ευθεύασ που εύναι κϊθετη ςτον ϊξονα x’x και διϋρχεται από 
το ςημεύο  Α( x0 , y0 ) εύναι : 

                                                                       

− ΢την περύπτωςη αυτό δεν ορύζεται ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ    

 

 

 

Ε) Ευθεύα  που  διϋρχεται  από  την  αρχό  των αξόνων 

Η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται  από την αρχό των αξόνων  
και ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ εύναι :  

     

 

Πρϊγματι :                                                                                                              
Αφού διϋρχεται από την αρχό των αξόνων το Ο(0 , 0) τότε :               
y − y0 = λ(x − x0) ⇔  y − 0 = λ ∙ (x − 0) ⇔ y = λ ∙ x  . 

 

Ζ) Διχοτόμοσ  τησ  1ησ  και  3ησ  Γωνύασ  των  Αξόνων 

Η διχοτόμοσ των γωνιών  xO y  και  x′O y′  ϋχει εξύςωςη :                      

 

 

Πρϊγματι :                                                                                                               
Αφού η ευθεύα διχοτομεύ την 1η γωνύα του ϊξονα , τότε θα 
ςχηματύζει  γωνύα 45° με τουσ ϊξονεσ , ϊρα  λ = εφ45° = 1 . 
Οπότε :  y = λ ∙ x ⇔ y = x 

 

H) Διχοτόμοσ  τησ  2ησ  και  4ησ  γωνύασ  των  αξόνων 

Η διχοτόμοσ των γωνιών  x′O y  και  xO y′  ϋχει εξύςωςη :                      

 

 

Πρϊγματι :                                                                                                               
Αφού η ευθεύα διχοτομεύ την 2η γωνύα του ϊξονα , τότε θα 
ςχηματύζει  γωνύα 135° με τουσ ϊξονεσ , ϊρα  λ = εφ135° = −1 . 
Οπότε :  y = λ ∙ x ⇔ y = − x . 

 

𝐱 = 𝐱𝟎 

𝐲 = 𝛌 ∙ 𝐱 

𝐲 = 𝐱 

𝐲 = − 𝐱 
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Αςκήςεισ 
 

 

 

 

6.1 Ϊςτω η γραμμό  C  που ϋχει εξύςωςη  y = x2 + x − 2016 .                                                                                                                                 

Να εξετϊςετε αν το ςημεύο  Μ(1 , −2014) ανόκει ςτην γραμμό  C .  

6.2 Ϊςτω η γραμμό  C  που ϋχει εξύςωςη  y = x2 + 2x3 .                                                                                                                                            

Να εξετϊςετε αν το ςημεύο  Μ(−1 , 2) ανόκει ςτην γραμμό  C . 

6.3 Ϊςτω η γραμμό C που ϋχει εξύςωςη  y = x2 + 3. Να εξετϊςετε αν το ςημεύο  Μ(−3 , 10) ανόκει ςτην γραμμό  C. 

 

 

6.4 Ϊςτω ότι η ευθεύα  (ε)  ϋχει κλύςη ύςη με  κ  , εύναι παρϊλληλη με το διϊνυςμα  δ  = (−3κ + 4 , κ)  και                                          
ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x  αμβλεύα γωνύα . Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ . 

6.5 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , 2) , Β(2 , 1) και Γ(3 , 4) .                                                                                                                        
α) Να βρεύτε τουσ ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ των ευθειών  ΑΒ , ΒΓ , ΑΓ                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο . 

6.6 Να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x  η ευθεύα που διϋρχεται από τα ςημεύα                                                                                           
α)  Α(−2 , 1) και Β(3 , −4)                   β)  Γ(0 , −2) και Δ(0 , 3)                       γ)  Ε(4 , −2) και Ζ(1 , −2) 

6.7 Ϊςτω  ΑΜ  η διϊμεςοσ ενόσ τριγώνου ΑΒΓ με  Α(5 , 2) , Β(−5 , −3) , Γ(9 , 1).                                                                                                      
Να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x   η ευθεύα που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α και Μ . 

6.8 Αν οι ευθεύεσ (ε) και (δ) ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ  λε = α − 1  και  λδ = 2α + 1  τότε να βρεύτε τισ τιμϋσ 
του α ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι    α) παρϊλληλεσ     β) κϊθετεσ  

6.9 Αν οι ευθεύεσ (ε) και (δ) ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ  λε =
 κ2− 36 

2017
  και  λδ =

 κ + 12 
2017

   τότε να βρεύτε τισ 

τιμϋσ του κ ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι  παρϊλληλεσ    

6.10  Αν οι ευθεύεσ (ε) και (δ) ϋχουν ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ  λε =
 μ – 1 

4
  και  λδ = μ − 3   τότε να βρεύτε τισ                      

τιμϋσ  του μ ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι  κϊθετεσ .    

 

 

6.11 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(−1 , 2) και Β(4 , 7) 

6.12 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα ςημεύα  Κ(1 , 4) και Λ(2 , 6) 

6.13 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(3 , 5) και Β(3 , 6) 

6.14 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Κ(4 , −3) και εύναι παρϊλληλη                                               

ςτο διϊνυςμα  δ  = (2 , −4) 

6.15 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Μ(2 , 5) και εύναι κϊθετη ςτο   η  = (−12 , 3) 

6.16 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και εύναι κϊθετη ςτην  y = 3x − 1 

                           ΢υντελεςτόσ  Διεύθυνςησ  Ευθεύασ – Γωνύα   Ευθεύασ  με  τον  ϊξονα  x’x 

 

 

Εύρεςη  Εξύςωςησ  Ευθεύασ 
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6.17 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και εύναι κϊθετη ςτην  ευθεύα που 
ορύζεται από τα ςημεύα  Α(−1 , 2)  και  Β(3 , −2) 

6.18 Δύνεται τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφϋσ  Α(0 , 1) , Β(1 , 6) , Γ(6 , 7) και Δ(4 , 0)  , να βρεύτε τισ εξιςώςεισ                       
των διαγωνύων του .  

6.19 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 , 4) και ςχηματύζει γωνύα 45°                                                      
με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                               

6.20 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Μ(1 , 4) και εύναι                                                           
α)  παρϊλληλη ςτο διϊνυςμα   α   = (1 ,2)                                                                                                                                                              
β) παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ: y = 2x + 5                                                                                                                                                  
γ)  κϊθετη ςτο διϊνυςμα  η  = (8 , 2)                                                                                                                                                             
δ)  κϊθετη ςτην ευθεύα   ζ: y = 3x + 6                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

6.21 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Κ(−2 , 3) και εύναι                                                                                         
α) παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ: y = 5x + 2                                                                                                                                                                                      

β) κϊθετη ςτην ευθεύα ζ : y =
1
 4 

 x +  6                                                                                                                                                                                                              

γ) παρϊλληλη ςτον ϊξονα   x’x                                                                                                                                                                                                                                    
δ) παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y                                                                                                                                                                                                 
ε)  ςχηματύζει γωνύα 45° με τον ϊξονα x’x 

6.22 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο  Α(1 , 2)  και εύναι :                                                            
α) ςχηματύζει γωνύα 30° με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                              

β) εύναι παρϊλληλη ςτο διϊνυςμα   δ  = (1 ,3)                                                                                                                                      
γ) εύναι κϊθετη ςτο   η  = (1 , 3)                                                                      

6.23 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Μ(4 , −1)  και εύναι                                                                                                                         
α) παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ : y =  −2x + 5                                                                                                                                                                                                                         

β)  κϊθετη ςτην ευθεύα ζ :  y = 
 −x + 12 

3
                                                                                                                                                                                                         

γ)  παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                                
δ)  παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y                                                                                                                                                                                                 
ε)  ςχηματύζει γωνύα 135° με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                    
ζ)  εύναι παρϊλληλη ςτην διχοτόμο τησ γωνύασ  xΟ y 

6.24 Δύνονται τα ςημεύα Α(−6 , 4) , Β(α , 6α) , Γ(α−3 , α+1).                                                                                                                                 
Αν η ευθεύα ΒΓ ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ 3 , τότε  να βρεύτε                                                                                                                                                                                                                                           
α) τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                                                                                      
β)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ                                                                                                                                                                                        
γ)  τη γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ΑΒ με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                          
δ)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Α και εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα ΒΓ                                                                                    
ε)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Γ και εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  ΑΒ 

 

 

6.25  Δύνονται οι ευθεύεσ  ε : y = (2α2 + α + 1)x − 4  και  δ : y = (α2 − α + 4)x + α − 5 .                                                                                 
Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α , αν οι ευθεύεσ ε και δ εύναι παρϊλληλεσ . 

6.26 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α αν η ευθεύα  ε:  y = (α2 − 10)x + 2016  να ςχηματύζει με τον                                                            
ϊξονα x’x  γωνύα  135° 

 

 

Εύρεςη  Παραμϋτρων 
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6.27 Δύνονται οι ευθεύεσ  𝜀1 : y = αx + α − 7 και  ε2 : y = 
 α – 6 

9
  x + 2α . Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α ,                                  

αν οι ευθεύεσ  εύναι κϊθετεσ. 

 

 

6.28 Δύνονται τα ςημεύα Α(6 , −1) και Β(−2 , 3) . Να βρεύτε τη μεςοκϊθετο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ. 

6.29 Δύνονται τα ςημεύα Α(−4 , 2) και Β(2 , 0) . Να βρεύτε τη μεςοκϊθετο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ. 

6.30 Δύνεται το ςημεύο Α(−2 , 3) και το διϊνυςμα  ΑΒ       =(6 , −2) . Να βρεύτε τη μεςοκϊθετο του ευθυγρϊμμου 
τμόματοσ ΑΒ. 

6.31 Δύνονται τα ςημεύα Α(1 , 2)  και  Β(5 , 6) . Να βρεύτε :                                                                                                                                          
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα Α και Β .                                                                                                                           
β) τη μεςοκϊθετο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ       

 

 

6.32 Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των ευθειών  ε ∶ x + 2y − 10 = 0  και  δ ∶ 3x − 2y − 6 = 0 

6.33 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 , 10) και από το ςημεύο τομόσ των 
ευθειών  ε1 : y = 2x + 5 και   ε2 : y = −5x − 9 

6.34 Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ  ε1 : y = x + 3 ,  ε2 : y = −2x + 15  και ε3 : y =  3x − 5  διϋρχονται από το ύδιο 
ςημεύο . 

6.35 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 5) , Β(4 , −1),  Γ(3 , 7) ,  Δ(−1 , −9) .                                                                                                                            
Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των ευθειών ΑΒ και ΓΔ. 

6.36 Δύνονται οι ευθεύεσ    ε1 : x − 2y + 3 = 0 ,  ε2 : 2x + 3y − 1 = 0. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  που 
διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ των ευθειών και από το μϋςο του τμόματοσ ΑΒ όπου  Α(2 , 3) και Β(4 , −1). 

6.37 Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε1 : x − 2y − 8 = 0 ,  ε2 : 2x − 4y − 10 = 0  και το ςημεύο Α τησ (ε1)                                          
που ϋχει  τετμημϋνη το 4 .  Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                            
α) τισ ςυντεταγμϋνεσ του Α                                                                                                                                                                                        
β) την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) η οπούα διϋρχεται από το Α και εύναι κϊθετη ςτην (ε1)                                                                        
γ) το ςημεύο τομόσ τησ (ε) με την (ε2)                    

 

 

6.38 Δύνονται τα ςημεύα Α(2 , 5) και Β(4 , 3) . Να βρεύτε                                                                                                                                                    
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ                                                                                                                                                                                       
β) τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ ΑΒ με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                                                    
γ) τη γωνύα που ςχηματύζει η ΑΒ με τον ϊξονα  x’x 

6.39 Θεωρούμε ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ και το μϋςο του Μ  με  Α(1 , −2)  και  Μ(−2 , 5) . Να βρεύτε :                                 
α)  το ςημεύο Β                                                                                                                                                                                                                                                                                               
β)  την εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου (ε) του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ καθώσ και τα ςημεύα τομόσ αυτόσ                                               
με τουσ ϊξονεσ                                                                          

 

Εύρεςη  Εξύςωςησ  Μεςοκαθϋτου  Σμόματοσ 

΢ημεύα  Σομόσ  Ευθειών 
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6.40 Θεωρούμε την ευθεύα (ε) που τϋμνει τουσ ϊξονεσ x’x , y’y  ςτα ςημεύα Α(3 , 0) και  Β(0 , 6) αντύςτοιχα .                 
α)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ (ε)                                                                                                                                                               
β)  Αν (δ) εύναι η ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και εύναι κϊθετη ςτην (ε) τότε να βρεύτε :                
β1) την εξύςωςη τησ ευθεύασ (δ)                                                                                                                                                                 
β2) το ςημεύο τομόσ των ευθειών (ε) και (δ)                         

6.41 Δύνεται το ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ με  Α(1 , 7) και Β(−3 , 5). Να βρεύτε                                                                                                        
α)  τη μεςοκϊθετη  ε του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ                                                                                                                                                         
β)  τα ςημεύα τομόσ Γ και Δ τησ ευθεύασ  ε  με τουσ ϊξονεσ  y’y  και  x’x αντύςτοιχα                                                                                                           
γ)  το ςημεύο τομόσ των ευθειών ΑΓ και ΒΔ 

6.42 Δύνεται το ςημεύο Κ(−2 , 7) . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που τϋμνει ϊξονεσ ςτα Α και Β                                                   
με Κ το μϋςο του ΑΒ  

6.43 Να βρεθούν τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ  ε : y = −x + 5 με τουσ ϊξονεσ και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε τον 
πραγματικό αριθμό μ για τον οπούο η ευθεύα  δ : y = (10μ − 3)x + 2 τϋμνει την (ε) ςτον ϊξονα x’x . 

6.44 Οι ευθεύεσ  ε1 : y=(α−4)x+α ,  ε2 : y = (14−2α)x−α − 2  εύναι παρϊλληλεσ . Να βρεύτε                                                                           
α)  τον αριθμό α                                                                                                                                                                                                                                                           
β)  τα ςημεύα τομόσ των ευθειών με τουσ ϊξονεσ. 

6.45 Δύνονται τα ςημεύα Α(α , 2−α) , Β(α+6 , α+9) και Γ(5 , −3). Αν η ευθεύα ΑΒ ϋχει κλύςη  1/2  να βρεύτε                                                                      
α)  τον αριθμό  α                                                                                                                                                                                                                    
β)  τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ ΑΒ με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                                 
γ)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΓ και τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα  x’x                                                                                                            
δ)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε που εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα ΑΒ ςτο ςημεύο Β                                                                                                                      
ε)  το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ε με την ευθεύα ΑΓ. 

 

 

6.46 Δύνονται τα ςημεύα Α(1 , 3) , Β(5 , 1)  και ϋςτω (ε) η μεςοκϊθετοσ του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ . Να βρεύτε:                                               
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ  ε                                                                                                                                                                                        
β) το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η ευθεύα  ε  με τουσ ϊξονεσ 

6.47 Ϊςτω ε η ευθεύα που διϋρχεται από το ςημεύο Α(12 ,−3) και εύναι κϊθετη ςτο διϊνυςμα  α   = (3 , 4).                                         
Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                                                             
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε                                                                                                                                                                                            
β)  το εμβαδόν και την περύμετρο που ςχηματύζει η ευθεύα ε με τουσ ϊξονεσ. 

6.48 Δύνονται τα ςημεύα Α(1 , −2) , Β(2 , 3) . Να βρεύτε :                                                                                                                                           
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από τα Α και Β                                                                                                         
β)  το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η (ε) με τουσ ϊξονεσ                           

 

 

6.49 Δύνονται τα ςημεύα Α(4 , −3) και Β(−2 , 5). Να βρεύτε :                                                                                                                                              
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε που διϋρχεται από τα  Α  και  Β                                                                                                                               
β)  για ποια τιμό του πραγματικού αριθμού μ , η ευθεύα ε διϋρχεται από το ςημεύο Κ(−5 , 2μ+1) 

6.50 Δύνονται τα ςημεύα Α(α , α−3) και Β(7α , 3α−1). Η ευθεύα ε: y = 3x − 22 διϋρχεται από το μϋςο του ΑΒ.                                                 
Να βρεύτε                                                                                                                                                                                                                                                     
α)  τον αριθμό α                                                                                                                                                                                                                                             
β)  τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ  ΑΒ  με τουσ ϊξονεσ 

 Εύρεςη  Εμβαδού  Σριγώνου Ευθεύασ  με  Ωξονεσ 

΢ημεύο  που  ανόκει  ςε  Ευθεύα 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 53 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 54 
 

 

6.51 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από το ςημεύο Α(−1 , 2) και από το ςημεύο τομόσ τησ 
ευθεύασ  y = x − 1 με τον ϊξονα  x’x  . Μετϊ να βρεύτε το λ  ώςτε το ςημεύο Β(λ − 3 , 1) να ανόκει ςτην (ε) . 

6.52 Να βρεύτε ςημεύο Μ τησ ευθεύασ  ε: y = 2x + 9  το οπούο ιςαπϋχει από τα ςημεύα Α(−3 , 5) και Β(1 , −3) 

6.53 Ϊςτω η ευθεύα  ε:  y = αx + β  με  α≠ 0.                                                                                                                                                                                   
α) Να βρεθούν τα α , β αν η ευθεύα ε διϋρχεται από τα ςημεύα Α(4 ,−3) και Β(−2 , 5)                                                                                            
β) Να βρεύτε την τιμό του λ ώςτε το ςημεύο  Κ(−3 , 2λ−1)  να ανόκει ςτην  ε. 

6.54 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : 2x + y − 2 = 0 και ε2 : x − 5y + 23 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                                                                        
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε που διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ των ε1 , ε2 και εύναι παρϊλληλη                                      

ςτο διϊνυςμα  δ  = (−2 , −2) .                                                                                                                                                                                                   
β) την τιμό του λ ώςτε η ευθεύα ε να διϋρχεται από το ςημεύο Κ(3λ+1 , −5)                                                                             
γ)  την εξύςωςη τησ κϊθετησ ςτην ευθεύα ε που διϋρχεται από το Κ . 

6.55  Δύνεται η ευθεύα  ε: y = −2x + ρ  η οπούα διϋρχεται από το ςημεύο Μ(16−ρ , 8−ρ). Να βρεύτε                                                                       
α)  τον αριθμό ρ                                                                                                                                                                                                                    
β) τα ςημεύα τησ ευθεύασ  ε  τα οπούα απϋχουν από το ςημεύο  Δ(−1 , 2) απόςταςη ύςη με 5 

6.56 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : 2x − 3y + 1 = 0 και ε2: −x + 4y + 3 = 0 και το ςημεύο Α(1 , −2) .                                                                         
Να βρεθεύ ςημεύο Μ τησ  ε1  ώςτε το μϋςο του ΑΜ να ανόκει ςτην ευθεύα  ε2 

6.57 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : y = 3x − 7 και ε2: y = −2x + 13 . Σο ςημεύο Α(α , β) ανόκει ςτην ε1                                                                                
και το ςημεύο Β(α+3 , 2−β) ανόκει ςτην ε2 . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β 

6.58 Θεωρούμε τα ςημεύα Α(−1 , 1) και Β(1 , 2) και την ευθεύα ε : y = 3x − 1 .                                                                                                     
Να βρεύτε τα ςημεύα Μ τησ ευθεύασ  ε για τα οπούα το τρύγωνο ΜΑΒ  εύναι ιςοςκελϋσ με βϊςη την πλευρϊ ΑΒ . 

6.59 Θεωρούμε τα ςημεύα Α(3 , 2) και Β(−2 , 5) και την ευθεύα  ε:  y = −2x − 1 .                                                                                     
Να βρεύτε τα ςημεύα Κ τησ ευθεύασ  ε  για τα οπούα το τρύγωνο ΚΑΒ  εύναι ιςοςκελϋσ με βϊςη την πλευρϊ ΑΒ.   

 

 

6.60 Δύνεται το ςημεύο Α(−3 , 5) και η ευθεύα ε : y = − 
1
 2 

 x + 1 . Να βρεύτε :                                                                                                             

α)  την προβολό του Α ςτην ευθεύα ε                                                                                                                                                                                 
β)   το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ευθεύα ε . 

6.61 Δύνεται το ςημεύο Κ(1 , 3) και η ευθεύα ε : y = 3 x + 5 . Να βρεύτε  το ςυμμετρικό του Κ ωσ προσ την ευθεύα ε .                                                                                                               

6.62 Δύνεται το ςημεύο Α(−6 , 4) και η ευθεύα ε : 4x − 5y + 3 = 0 . Να βρεύτε  την προβολό του Α ςτην ευθεύα ε                                                                                                                                                                                                                                                                                               

6.63  Δύνεται το ςημεύο Μ(−2 , −1) και η ευθεύα ε : x + y − 1 = 0 . Να βρεύτε                                                                                                                               
α) την προβολό του M ςτην ευθεύα  ε                                                                                                                                                                                         
β) το ςυμμετρικό του M ωσ προσ την ευθεύα ε . 

6.64 Να βρεθεύ το ςυμμετρικό του ςημεύου Κ(3 , 1) ωσ προσ την ευθεύα ε : 2y = x − 1 

6.65 Δύνεται η ευθεύα  ε : y = 1 − x  και το ςημεύο  Α(2 , −4) . Να βρεύτε :                                                                                                                             
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Α και εύναι κϊθετη ςτην (ε)                                                                         
β)  την προβολό του Α πϊνω ςτην (ε)                                                      

6.66 Δύνεται μια ευθεύα (ε) και ϋνα ςημεύο Α(6 , −1) εκτόσ τησ (ε) . Ϊςτω Μ(2 , 1) η προβολό του Α ςτην (ε) .                                  
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                        
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε)                                                                                                                                                                   
β)  το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την (ε)                    

Προβολό  και  ΢υμμετρικό  ΢ημεύο 
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6.67 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ ενόσ τριγώνου ΑΒΓ με  Α(4 , 4) , Β(0 , 2) , Γ(0 , 6) 

6.68 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(3 , 1) , Β(−1 , 1) , Γ(2 , 4). Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ :                                                                  
α)  τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                                                                                                                          
β)  του ύψουσ ΒΔ και τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                    

6.69 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(−2 , 2) , Β(8 , 12) , Γ(−10 , 6). Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ :                                                                                            
α)  των πλευρών του ΑΒ , ΒΓ , ΑΓ                                                                                                                                                                                             
β)  του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                                                          
γ)  τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                                                                          
δ)  τησ μεςοκαθϋτου τησ πλευρϊσ ΑΒ 

6.70 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(3 , 4) , Β(2 , 5) , Γ(6 , 3). Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ                                                                                               
α)  τησ πλευρϊσ του ΑΒ                                                                                                                                                                                              
β)  του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                                                          
γ)  τησ διαμϋςου ΒΜ                                                                                                                                                                                                          
δ)  τησ μεςοκαθϋτου τησ πλευρϊσ ΑΓ 

6.71 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−3 , 2),  ενώ η πλευρϊ ΒΓ βρύςκεται πϊνω ςτην ευθεύα με εξύςωςη  y = x − 5                                     

ενώ το ύψοσ ΓΔ βρύςκεται πϊνω ςτην ευθεύα  y =
2
 3 

 x + 2 . Να βρεύτε                                                                                                                                     

α)  τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Γ                                                                                                                                                       
β)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                                                                                                                        
γ)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                                                     
δ)  τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Β                                                                                                                                                                                      
ε)  την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΜ                                                                                                                                                                                                      
ζ)  την εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου τησ πλευρϊσ ΒΓ 

6.72 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−5 , 4) , Β(2 , 3) , Γ(3 , −7) . Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των υψών του . 

6.73 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(3 , 5) , Β(3 , −3) , Γ(−6 , 4) . Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ :                                                              
α)  του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                             
β)  τησ διαμϋςου ΒΕ                                                                                                                                                                                        
γ)  τησ μεςοκαθϋτου τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                              

6.74 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(2 , 1). Οι ευθεύεσ πϊνω ςτισ οπούεσ βρύςκονται δύο ύψη του ϋχουν εξιςώςεισ                                                   
y = −3x + 11  και  y = x + 3 . Να βρεύτε                                                                                                                                                                                              
α)  τισ εξιςώςεισ των πλευρών ΑΒ , ΑΓ                                                                                                                                                                       
β)  τισ ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών Β και Γ                                                                                                                                                        
γ)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ 

6.75  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−5, −2) ενώ η διϊμεςοσ του ΒΜ ϋχει εξύςωςη  y = x − 1  και το ύψοσ του ΓΔ                                        
ϋχει εξύςωςη  y = −2x − 2 . Να βρεύτε                                                                                                                                                                                 
α)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                                                     
β)  τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Β                                                                                                                                                                           
γ)  τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Γ                                                                                                                                                                                           
δ)  τη γωνύα Γ 

6.76  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(3 , 1) , Β(2 , −1) , Γ(4 , −2). Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ                                                                                         
α)  τησ διαμϋςου ΑΔ                                                                                                                                                                                                                
β)  του ύψουσ ΒΕ                                                                                                                                                                                                                                                            
γ)  τησ μεςοκϊθετησ τησ πλευρϊσ ΑΒ 

 

΢τοιχεύα  Σριγώνων - Πολυγώνων 
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6.77  ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ δύνονται οι κορυφϋσ του  Α(1 , 2) , Β(4 , −1) και το ορθόκεντρό του Η(3 , 5).                                                
Να βρεθούν οι εξιςώςεισ των πλευρών του . 

6.78  Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Α(−2 , 3) , Β(−3 , 2) , Γ(3 , 1). Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ                                                
κορυφόσ Δ και τισ εξιςώςεισ των διαγωνύων του ΑΓ και ΒΔ. 

6.79 ΢ε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  εύναι  Α(3 , 2) και δύο από τισ πλευρϋσ του ϋχουν εξιςώςεισ  
x + y − 1 = 0  και  x − y + 3 = 0 . Να βρεθούν οι ϊλλεσ κορυφϋσ του ορθογωνύου . 

6.80 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΔ να ϋχουν εξιςώςεισ  3x − y = 11  και   x + y = 5 
αντύςτοιχα. Αν το κϋντρο του παραλληλογρϊμμου εύναι το Κ(−1 , 1) , να βρεθούν οι εξιςώςεισ των ϊλλων 
πλευρών του. 

6.81 Σετραγώνου ΑΒΓΔ μια πλευρϊ του εξύςωςη  x − 2y + 12 = 0 , το κϋντρο του εύναι το Κ(1 , −1) και μια 
κορυφό  του εύναι  Α(4 , 8). Να βρεθούν οι ϊλλεσ κορυφϋσ του. 

6.82 Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ με κϋντρο του Κ(−1 , −2)  του οπούου οι δύο πλευρϋσ του ϋχουν εξιςώςεισ 
2x + y + 6 = 0 ,  x − 2y − 12 = 0 αντύςτοιχα.                                                                                                                                                     
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ πϊνω ςτισ οπούεσ βρύςκονται οι ϊλλεσ δύο πλευρϋσ του. 

6.83 Δύνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με τισ ευθεύεσ  ε1 : y = x + 2  και  ε2 : y = −x − 3  να εύναι φορεύσ                                                          
των δύο πλευρών του.  Αν  Α(−2 , 4) να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των υπόλοιπων κορυφών του Β , Γ , Δ. 

6.84 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(2 , 6) , Β(−2 , 1) και το ορθόκεντρο  Η  
 7 
3

,
 16 

3
    . Να βρεύτε :                                                                                          

α)  τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Γ                                                                                                                                                                           
β)  τισ εξιςώςεισ των πλευρών του τριγώνου. 

 

 

6.85  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το ςημεύο Μ(2 , 3) και ςχηματύζουν                                                 
με τουσ ϊξονεσ τρύγωνο με εμβαδό ύςο με  1 / 2  τ.μ. 

6.86  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το ςημεύο  Κ(3 , 2) και ςχηματύζουν                                                    
με τουσ ϊξονεσ τρύγωνο με εμβαδό ύςο με 4  τ.μ . 

6.87 Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το ςημεύο Μ(−1 , 2) και ςχηματύζουν                                                    
με τουσ ϊξονεσ τρύγωνο με εμβαδό ύςο με 3  τ.μ . 

 

 

6.88 Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ( λ−1, 2λ−3) καθώσ το λ μεταβϊλλεται ςτο ℝ . 

6.89  Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ(3 − ςυν2θ , 1 − ημ2θ) καθώσ το θ μεταβϊλλεται ςτο ℝ . 

6.90 Δύνονται τα ςημεύα Α(3λ−1 , 6λ−5) και Β( 4μ−6 , 10−2μ).  Να αποδεύξετε :                                                                                                                                        
α)  ότι το ςημεύο Α κινεύται ςε ευθεύα ε και το ςημεύο Β κινεύται ςε ευθεύα ζ.                                                                                 
β)  οι ευθεύεσ ε και ζ εύναι κϊθετεσ και να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τουσ. 

6.91 Δύνεται το ςημεύο Κ(2λ−3 , 6λ−11).  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                 
α) το ςημεύο Α κινεύται ςε ευθεύα ε                                                                                                                                                                                        
β)  για οποιαδόποτε τιμό του θ το ςημεύο Μ(2 − ςυν2θ , 1 + 3ημ2θ)  ανόκει ςτην ευθεύα ε. 

6. 92 Δύνονται τα ςημεύα Α( 3λ−4 , 7λ+2) και Β( λ+2 , 5λ−18) . Να αποδεύξετε ότι το μϋςο Μ του ευθυγρϊμμου 
τμόματοσ ΑΒ κινεύται ςε ευθεύα. 

Εύρεςη  Ευθεύασ  που  διϋρχεται από γνωςτό ςημεύο 

Γεωμετρικόσ  Σόποσ  ΢ημεύων 
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ΟΡΘΟ : Θα αποδεύξουμε ότι κϊθε ευθεύα ϋχει εξύςωςη τησ μορφόσ (1). 
Διακρύνουμε δύο περιπτώςεισ :                                                                              

Α) Αν η ευθεύα (ε)  τϋμνει τον ϊξονα  y’y  ςτο  ςημεύο  Α(0 , β) και ϋχει 
ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ  τότε θα ϋχει εξύςωςη :                                          
y = λ ∙ x + β  ⇔ λ ∙ x + (−1)y + β = 0                                                                
Ωρα για  Α = λ , Β = −1 , Γ = β  η ευθεύα γρϊφεται ςτην μορφό              
A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0   με  Β = −1 ≠ 0   . 

 

 

 

 

Β) Αν η ευθεύα (ε) εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y  τότε εύναι κατακόρυφη 
και θα ϋχει εξύςωςη :                                                                                                           
x = x0 ⇔ x − x0 = 0                                                                                                           
Οπότε για  Α = 1 ≠ 0 , Β = 0 , Γ = −x0  η ευθεύα γρϊφεται ςτην μορφό           
A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0   με  Α = 1 ≠ 0   .     

 

 

 

 

ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΟ :  Ϊςτω η εξύςωςη  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0  με  Α ≠ 0  ό  Β ≠ 0 . Θα αποδεύξουμε ότι παριςτϊνει ευθεύα. 
Διακρύνουμε τισ περιπτώςεισ :                                                                                                                                                                   

Α)  Αν Β ≠ 0  τότε ϋχουμε :   A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0 ⇔ B ∙ y = −A ∙ x − Γ ⇔ y = −
 A 

B
∙ x −

 Γ 

Β
       που εύναι εξύςωςη 

ευθεύασ με ςυντελεςτό διεύθυνςησ  λ = −
 A 

B
  και η οπούα τϋμνει τον ϊξονα y’y ςτο ςημεύο  0 , −

 Γ 

Β
     .                          

Β)  Αν Β = 0 τότε ϋχουμε : A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0 ⇔ Α ∙ x + Γ = 0 ⇔ Α ∙ x = −Γ ⇔ x = −
 Γ 

Α
  αφού  Α ≠ 0 , που εύναι 

εξύςωςη ευθεύασ κϊθετη ςτον ϊξονα x’x  ςτο ςημεύο του Κ −
 Γ 

Α
  , 0                                                                                            

΢ε κϊθε περύπτωςη λοιπόν η εξύςωςη  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0  με  Α ≠ 0  ό  Β ≠ 0 παριςτϊνει ευθεύα . 

 

Κϊθε ευθεύα του επιπϋδου ϋχει εξύςωςη τησ μορφόσ  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0  με  Α ≠ 0  ό  Β ≠ 0  (1)                                   

και αντιςτρόφωσ , κϊθε εξύςωςη τησ μορφόσ (1) παριςτϊνει ευθεύα γραμμό . 

7.  Γενική Μορφή Εξίςωςησ Ευθείασ 
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Διϊνυςμα  Παρϊλληλο  ςε  Ευθεύα 

 

− 

Αν Β ≠ 0  τότε η ευθεύα A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0 ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ  λ = −
 A 

B
 = λ

δ   
  και επομϋνωσ εύναι 

παρϊλληλη προσ το διϊνυςμα δ  = (Β , −Α) .                                                                                                                                        
Αν Β = 0 , τότε η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα y’y και επομϋνωσ παρϊλληλη και ωσ προσ το διϊνυςμα 

δ  = (0 , −Α) .     

 

Διϊνυςμα  Κϊθετο  ςε  Ευθεύα 

                                                                                                                                     

 

Όπωσ εύδαμε , το διϊνυςμα  δ  = (Β , −Α)  εύναι παρϊλληλο ςτην ευθεύα  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0  . Παρατηρούμε ότι :     

δ  ∙ η  = (Β , −Α) ∙ (Α , Β) = Β ∙ Α − Α ∙ Β = 0 , ϊρα τα διανύςματα θα εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ , οπότε                           

το διϊνυςμα  η   θα εύναι κϊθετο και με την ευθεύα A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ευθεύα με εξύςωςη  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0   εύναι  παρϊλληλη ςτο διϊνυςμα  𝛅   = (𝚩 , −𝚨) 

Η ευθεύα με εξύςωςη  A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0   εύναι κϊθετη ςτο διϊνυςμα  𝛈   = (𝚨 , 𝚩) 
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Αςκήςεισ 
 

 

 

 

 

7.1 Δύνεται η ευθεύα  ε : 3x + y − 1 = 0 . Να βρεύτε:                                                                                                                                                          
α)  ευθεύα  ζ που εύναι κϊθετη ςτην ε και διϋρχεται από το ςημεύο Α(−2 ,−3)                                                                                                                                              
β)  το ςημεύο τομόσ των ευθειών ε και ζ 

7.2 Δύνεται η ευθεύα  ε : 6x − 2y + 5 = 0 . Να βρεύτε                                                                                                                                                         
α)  ευθεύα  ζ που εύναι παρϊλληλη ςτην ε και διϋρχεται από το ςημεύο Α(2 , −3)                                                                                                                                                               
β)  το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ζ με τουσ ϊξονεσ 

7.3 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ των ευθειών  ε1: 2x − y − 4 = 0 ,                                                       
ε2 : 3x − 8y + 7 = 0 και από το ςημεύο Μ(1 , 4) . 

7.4  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ των ευθειών  ε1: 2x − 3y + 3 = 0 ,                                                
ε2: x − 4y + 9 = 0  και εύναι κϊθετη ςτην  δ: x − 2y + 1 = 0 

7.5 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε : x − 3y + 5 = 0  , δ ∶ 3x + y − 5 = 0 .                                                                                                   
α)  Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ εύναι κϊθετεσ μεταξύ τουσ .                                                                                                           
β)  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Α των ευθειών  ε  και  δ .                                                                                                                     
γ)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Α και την αρχό των αξόνων        

7.6 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε : 3x + y + 3 = 0  , δ ∶ x + 2y − 4 = 0 .                                                                                                 
α)  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Α των ευθειών  ε  και  δ                                                                                                                      
β)  Αν η ευθεύα (ε) τϋμνει τον ϊξονα y’y ςτο ςημεύο Β και η ευθεύα (δ) τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο Γ τότε :           
β1) τισ ςυντεταγμϋνεσ των ςημεύων Β και Γ                                                                                                                                           
β2) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ                                                        

7.7  ΢ε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ οι πλευρϋσ του ΑΒ και ΑΔ βρύςκονται πϊνω ςτισ ευθεύεσ                                                                      
2x + y + 2 = 0  και  x − 2y + 6 = 0  αντύςτοιχα . Αν το κϋντρο του εύναι το Κ(−1 , −2) , να βρεύτε :                                
α)  τισ ςυντεταγμϋνεσ του Α και του Γ                                                                                                                                                      
β)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΓΔ και την κορυφό Δ .                             

 

 

7.8  Ϊςτω η εξύςωςη  (2λ − 1)x + (λ +  2)y + 5 = 0 (1)  όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ. Να δεύξετε ότι                                                                          
α)  για κϊθε λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                                                    
β)  οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο. 

7.9  Ϊςτω η εξύςωςη  (3 − λ)x + (4 − λ)y + λ =  0  (1) όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ.                                                                                                            
α)  Να δεύξετε ότι για κϊθε λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                         
β)  Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο.                                                                                                                            
γ)  Να βρεύτε το λ ώςτε η ευθεύα που ϋχει εξύςωςη την (1) να εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ: 4x + 2y + 13 = 0. 

7.10  Ϊςτω η εξύςωςη  (3 + λ)x + λy + λ − 4 = 0 (1)  όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ.                                                                                                
α)  Να δεύξετε ότι για κϊθε λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                     
β)  Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο.                                                                                                                     
γ)  Να βρεύτε το λ ώςτε η ευθεύα που ϋχει εξύςωςη την (1) να εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  δ: x − 3y − 7 = 0. 

 

 Βαςικϋσ  Γενικϋσ  Αςκόςεισ 

Γενικό  Μορφό  Εξύςωςησ  Ευθεύασ 
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7.11 Ϊςτω η εξύςωςη  (λ + 2)x + (3λ − 1)y + 2λ − 10 = 0 (1) όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ. Να δεύξετε ότι                                                                                    
α)  για κϊθε λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                                                                 
β)  οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο. 

7.12 Ϊςτω η εξύςωςη  (λ2 − 3λ + 2)x + (2λ2 − λ − 1)y − (3λ2 − 4λ + 1) = 0  (1) όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ.                                                        
α)  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ  ώςτε η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                                 
β)  Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο. 

7.13 Ϊςτω η εξύςωςη  (x + y − 5) + λ(2x + y − 7) = 0 όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ.                                                            
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ  ώςτε η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                                 
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο. 

7.14 Ϊςτω η εξύςωςη  (λ2 − 4)x + (λ2 + 2λ − 8)y + λ2 − 3λ + 2 = 0  (1) όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ .                                                
Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η εξύςωςη (1) να παριςτϊνει                                                                                                                                             
α)  ευθεύα                                                                                                                                                                                                                                       
β)  ευθεύα παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                                                                
γ)  ευθεύα παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y                                                                                                                                                                                                  
δ)  ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων. 

7.15 Δύνεται η εξύςωςη   μ ( 2x + y + 2) + 2y − x = 0 . Να δεύξετε ότι για οποιαδόποτε τιμό του πραγματικού 
αριθμού μ η εξύςωςη παριςτϊνει ευθεύα. Για ποιεσ τιμϋσ του μ εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x και για ποιεσ τιμϋσ 
του μ εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα y’y ; Πότε διϋρχεται από την αρχό των αξόνων ; 

7.16 Ϊςτω η εξύςωςη  (λ2 − 3λ + 2)x + (λ2 − 4λ − 5)y + λ2 − 9 = 0  (1) όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ .                                           
Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η εξύςωςη (1) να παριςτϊνει                                                                                       
α)  ευθεύα                                                                                                                                                                                                                                       
β)  ευθεύα παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                                                                
γ)  ευθεύα παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y                                                                                                                                                                                                  
δ)  ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων.                                                        

7.17  Ϊςτω η εξύςωςη  2λx − (λ + 1)y − 3λ + 1 = 0 (1)  όπου λ πραγματικόσ αριθμόσ.                                                                                              
α)  Να δεύξετε ότι για κϊθε  λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                                            
β)  Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο.                                                                                                                                                           
γ)  Να βρεύτε το λ ώςτε η ευθεύα που ϋχει εξύςωςη την (1)  να διϋρχεται από το μϋςο του ΑΒ                                                                  
όπου Α( 1 , 5) και  Β(5 , −1). 

 

 

7.18 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : λx + (λ + 3)y − 6 = 0 και ε2 : (λ − 1)x + (λ + 2)y − 3 = 0                                                                                                      
α)  Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε1 , ε2 ϋχουν μοναδικό κοινό ςημεύο για κϊθε λ πραγματικό αριθμό.                                                                              
β)  Να αποδεύξετε ότι για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ,το ςημεύο τομόσ Μ των ε1 , ε2 κινεύται πϊνω ςε ευθεύα . 

7.19 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : (λ − 1)x + λy − 2 = 0 και ε2 : (λ − 2)x + (λ − 1)y − 1 = 0                                                                                                           
α)  Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε1 , ε2 ϋχουν μοναδικό κοινό ςημεύο για κϊθε λ πραγματικό αριθμό.                                                                                 
β)  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ , το ςημεύο τομόσ των ε1 , ε2 απϋχει από την αρχό των αξόνων απόςταςη                                  
ύςη με 5 

7.20 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : λx + (λ + 1)y − 3 = 0 και ε2 : (λ − 2)x + λy − 1 = 0 .                                                                                                               
α)  Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε1 , ε2 ϋχουν μοναδικό κοινό ςημεύο για κϊθε λ πραγματικό αριθμό.                                                                      
β)  Να βρεύτε το  λ , ώςτε η ευθεύα ζ : 3x+2y+3=0 να διϋρχεται από το μοναδικό κοινό ςημεύο των ε1 , ε2 . 

 

 

 

΢χετικό  Θϋςη  δύο  Ευθειών 
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7.21 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : λx + (λ − 3)y − 5 = 0  και  ε2 : (λ − 3)x + (λ − 4)y + 2 = 0 .                                                                                                                                        
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  ιςχύει                                                                                                                                                                                                       
α)  ε1 ∥ ε2                                    β)  ε1 ⊥ ε2 

7.22 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1:  (λ − 1)x + λy + 3 = 0   και  ε2:  (λ2 − 1)x − (λ + 2)y − 3λ + 2 = 0 .                                                                                                                     
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  ιςχύει   ε1∥ ε2        

7.23  Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : (3λ + 2)x + (λ + 1)y + λ − 7 = 0  και  ε2: (λ + 1)x − 4λy + 2λ = 0 .                                                                                                 
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  ιςχύει  ε1⊥ ε2  

7.24 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : (2λ + 1)x − 3λy − 2 = 0 και ε2:  3λx + (λ + 2)y + 1 = 0 .                                                                                                 
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  ιςχύει  ε1⊥ ε2 

7.25  Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : λx + (λ − 3)y − 3 = 0  και  ε2 : (λ − 4)x + (2 − λ)y + 14 = 0 οι οπούεσ εύναι κϊθετεσ . 
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                               
α)  τον πραγματικό αριθμό λ                                                                                                                                                                                                   
β)  το ςημεύο τομόσ των ευθειών ε1  και  ε2 

7.26 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : (λ + 1)x + (λ − 4)y − 4 = 0  και  ε2 : λx + (5 − λ)y − 7 = 0  οι οπούεσ εύναι κϊθετεσ .                                                             
α)  Να βρεύτε τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                                        
β)  Θεωρούμε την εξύςωςη  (μ2  − 3μ + 2)x +  (μ2 − 11)y −  2μ2 +  2μ = 0  (1)                                                                                                                       
β1)  Να βρεύτε για ποιϋσ τιμϋσ του μ ∈ ℝ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                                       
β2)  Να βρεύτε τον αριθμό μ , ώςτε η ευθεύα τησ εξύςωςησ (1) να διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ των ε1 , ε2 

 

 

7.27 Να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1 : 4x − 3y − 5 = 0   και  ε2 : 7x + y − 10 = 0 

7.28 Να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1 : 3x + 4y − 1 = 0  και ε2 : x − 7y + 5 = 0 

7.29 Να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ  ε1 : y = 2x − 5   και  ε2 : y = −3x − 1 

7.30 Να βρεύτε την αμβλεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1 : x + 7y − 5 = 0  και  ε2 : 3x − 4y + 10 = 0 

7.31 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : λx + (λ − 6)y − 2 = 0  και  ε2 : (λ + 5)x + (λ − 7)y + 13 = 0                                                                                
οι οπούεσ εύναι παρϊλληλεσ.  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                               
α)  τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                                                  
β)  την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ  ε1  και  ε3 : 3x + 2y − 5 = 0 

7.32  Οι ευθεύε σ ε1 : λx + (λ − 1)y − 1 = 0  και  ε2 : μx + (μ + 1)y + 6 = 0 τϋμνονται ςτο ςημεύο Κ( 1 , −2).                                
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                          
α)  τουσ αριθμούσ λ και μ                                                                                                                                                                                                                                                                           
β)  την οξεύα γωνύα των ευθειών ε1  και ε2 . 

7.33 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1: αx + y + 3 = 0 και  ε2 : 5x − 3y + 8 = 0 . Να βρεύτε τον αριθμό  α ∈ ℝ                                                          
ώςτε οι ευθεύεσ  ε1  και  ε2  να ςχηματύζουν οξεύα γωνύα ύςη με 45°. 

7.34 Θεωρούμε την εξύςωςη  (2λ − 1)x + (18 − 11λ)y + 9λ − 17 = 0  ,  λ∈ ℝ   (1)                                                                
α)  Να δεύξετε ότι για κϊθε λ η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα .                                                                                                      
β)  Αν  (ε) , (δ)  οι ευθεύεσ που προκύπτουν από την (1) για  λ = 1 , λ = 2  αντύςτοιχα ,                                                                                                             
να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ .                                                                             

 

Διϊνυςμα  Παρϊλληλο  ό  Κϊθετο  ςε  Ευθεύα 

Γωνύα  δύο  Ευθειών 
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7.35 Δύνεται η εξύςωςη  2x2 − 2y2 − 3xy − 7x − y + 3 = 0 (1) .                                                                                                                                                       
α)  Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ , οι οπούεσ εύναι κϊθετεσ.                                                                                                           
β)  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των δύο ευθειών του προηγούμενου ερωτόματοσ. 

7.36  Δύνεται η εξύςωςη  3x2 + 2y2 + 7xy + 2x − y − 1 = 0 (1) .                                                                                                                                              
α)  Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ , των οπούων να βρεύτε τισ εξιςώςεισ.                                                                                                                
β)  Να βρεύτε την οξεύα γωνύα  των δύο ευθειών του προηγούμενου ερωτόματοσ. 

7.37 Δύνεται η εξύςωςη  x2 − y2 − 2x − 4y − 3 = 0 (1) . Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ και να 
εξεταςθεύ η θϋςη των ευθειών αυτών. 

7.38 Δύνεται η εξύςωςη  x2 − y2 + 10x−4y + 21 = 0 (1) . Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ και να 
εξεταςθεύ η θϋςη των ευθειών αυτών. 

7.39 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 2xy −2x+2y − 3 = 0 (1) .                                                                                                                                         
α)  Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ ε1 και ε2                                                                                                                                            
β) Ϊςτω ότι  οι ευθεύεσ ε1 και ε2 τϋμνουν τον ϊξονα  y’y  ςτα ςημεύα Α και Β και ϋςτω Μ το μϋςο του ΑΒ.                                                         
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ζ που διϋρχεται από το Μ και εύναι παρϊλληλη ςτισ  ε1  και  ε2 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εξιςώςεισ  τησ  μορφόσ  𝚨𝐱𝟐 + 𝚩𝐲𝟐 + 𝚪𝐱𝐲 + 𝚫𝐱 + 𝚬𝐲 + 𝚭 = 𝟎 
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Απόςταςη  ΢ημεύου  Από  Ευθεύα 

 

Ϊςτω μια ευθεύα  ε: A ∙ x + B ∙ y + Γ = 0   και ϋνα ςημεύο 

Μ( x0 , y0 )  εκτόσ αυτόσ .                                                                                        

Η απόςταςη του ςημεύου Μ από την ευθεύα (ε) εύναι : 

 

 

 

 

 

 

 

Εμβαδό  Σριγώνου 

 

Αν γνωρύζουμε τισ ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών ενόσ τριγώνου 

τότε το εμβαδόν του δύνεται από τον τύπο : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐝(𝐌 , 𝛆) =
 𝚨 ∙ 𝐱𝟎 + 𝐁 ∙ 𝐲𝟎 + 𝚪 

 𝚨𝟐 + 𝚩𝟐
 

   (𝚨𝚩𝚪) =  
𝟏

 𝟐 
 ∙  𝐝𝐞𝐭 𝚨𝚩       , 𝚨𝚪         

8.  Εμβαδόν  Σριγώνου 
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8.1 Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο Α(−1 , 3) ιςαπϋχει από τισ ευθεύεσ ε1 :12x + 5y + 10 = 0 , ε2 :3x + 4y − 14 = 0. 

8.2 Δύνονται τα ςημεύα Α(4 , −2) , Β(2 , −8), Γ(−1 , 13). Να βρεύτε                                                                                                                                                   
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΓ                                                                                                                                                                                                                                                
β)  την απόςταςη του ςημεύου Α από την ευθεύα ΒΓ. 

8.3 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με κορυφϋσ  Α(3 , 2) , Β(−3 , 1) , Γ(4 , 0) . Να βρεύτε  :                                                                    
α)  την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                                        
β)  το μόκοσ του ύψουσ  ΓΔ καθώσ και την εξύςωςη τησ ευθεύασ που βρύςκεται πϊνω αυτό.                                                                                                                                                                                                                                                                            

8.4 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1 : 5x + y − 9 = 0 , ε2 :3x − 2y − 8 = 0  και  δ: λx + 3y − 3λ − 6 = 0. Να βρεύτε για ποια 

τιμό του λ το ςημεύο τομόσ των ευθειών ε1 , ε2 απϋχει από την ευθεύα δ απόςταςη ύςη με  10 . 

8.5  Οι ευθεύεσ ε1 : λx + (λ − 14)y + λ + 2 = 0  και  ε2 : (λ − 3)x + (λ − 10)y + 4 − 2λ = 0  εύναι παρϊλληλεσ.                                       
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                       
α)  τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                                                       
β)  ςε ποια από τισ ευθεύεσ ε1 και ε2 βρύςκεται πληςιϋςτερα το ςημεύο Α(3,2). 

8.6 Σο ςημεύο Α(3 , 1) απϋχει από την ευθεύα  ε : λx − 4y + 8 − λ = 0  απόςταςη ύςη με 2 . Να βρεύτε                                                                                  
α)  τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                                                                        
β)  τα ςημεύα τησ ευθεύασ ζ : y = x − 3 , τα οπούα απϋχουν από την ευθεύα ε απόςταςη ύςη με 3.   

8.7 Ϊςτω τετρϊγωνο ΑΒΓΔ με Α(−1 , 2) και η εξύςωςη μιασ πλευρϊσ του εύναι  x − 2y + 1 = 0 .                                                           
Να βρεθεύ το εμβαδόν του τετραγώνου . 

 

 

8.8 Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ ε1 : y = 3x − 1 , ε2 : y = 3x + 9 . Να βρεύτε                                                                                                                   
α)  την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ε1 , ε2                                                                                                                                                                                                 
β)  την απόςταςη των ευθειών  ε1 , ε2 

8.9 Δύνεται η εξύςωςη  4x2 + y2 − 4xy − 6x + 3y − 4 = 0 (1)                                                                                                                                                        
α)  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε1 και  ε2 .                                                                                                                           
β)  Να βρεύτε την απόςταςη των  ε1 , ε2                                                                                                                                                                                                             
γ)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ε1 , ε2  

8.10 Δύο πλευρϋσ ενόσ τετραγώνου ΑΒΓΔ βρύςκονται πϊνω  ςτισ ευθεύεσ  ε1 :3x − y − 13 = 0 , ε2 :3x − y + 7 = 0.                                       
Να βρεύτε το εμβαδό του τετραγώνου. 

8.11 Οι ευθεύεσ ε1 : λx + (2 − λ)y − 24 = 0  και  ε2 :(λ − 4)x + (5 − λ)y + 18 = 0 εύναι παρϊλληλεσ. Να βρεύτε:                                                                                           
α)  τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                                                     
β)  την απόςταςη των  ε1 , ε2                                                                                                                                                                                                             
γ)  την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ε1 , ε2  

 

 Απόςταςη  ΢ημεύου  από  Ευθεύα 

Μεςοπαρϊλληλη – Απόςταςη  Παραλλόλων - Διχοτόμοσ 
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8.12. Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2xy − 6x − 6y + 8 = 0 (1)                                                                                                                 
α)  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε1 και  ε2 .                                                               
β)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ε1 , ε2                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

8.13 Δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ απϋχουν απόςταςη ύςη με  8 και ϋχουν ωσ μεςοπαρϊλληλη την ευθεύα                                                                  
ζ :3x − 4y + 12 = 0. Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών αυτών. 

8.14 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : 3x − 4y + 1 = 0 , ε2 : 8x − 6y + 5 = 0. Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των διχοτόμων των 
γωνιών που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1  και  ε2.                                                                                                                                              
Ποια από τισ παραπϊνω διχοτόμουσ αντιςτοιχεύ ςτην οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ  ε1 και ε2  ; 

8.15 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1 : 8x − 6y + 3 = 0 , ε2 :3x − 4y + 5 = 0.  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των διχοτόμων των 
γωνιών που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1 και ε2. 

8.16 Θεωρούμε τα ςημεύα  Α(λ − 1 , λ + 2)  και  Β(μ + 3 , μ)  με  μ , λ ∈ ℝ                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα κινούνται πϊνω ςτισ ευθεύεσ  y = x + 3  και  y = x − 3 αντύςτοιχα .                                 
β)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ευθειών                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 

 

8.17 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−2 , 1) , Β(3 , 4) , Γ(1 , −6) . Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ . 

8.18 Να βρεύτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ με κορυφϋσ  Α(2 , −3) , Β(−1 , 7) , Γ(−2 , −5) , Δ(7 , 0) 

8.19 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 2)  και  Β(−2 , 3). Να βρεύτε ςημεύο Μ του ϊξονα y’y ώςτε να ιςχύει  (ΜΑΒ) = 5 τ. μ.  

8.20 Δύνονται τα ςημεύα  Κ(8 , 3)  και  Λ(6 , −1). Να βρεύτε ςημεύο Μ του ϊξονα x’x ώςτε να ιςχύει  (ΜΚΛ) = 7 τ. μ.  

8.21 Θεωρούμε τα ςημεύα Α(2 , −1) , Β(4 , 5) και ϋςτω ςημεύο Γ τησ ευθεύασ ε : 2x − y − 1 = 0 . Να βρεύτε τισ 
ςυντεταγμϋνεσ του Γ ώςτε το τρύγωνο ΑΒΓ να ϋχει εμβαδόν ύςο με 4 τ.μ. 

8.22 Θεωρούμε τα ςημεύα Α(2 , −1) , Β(1 , 3) και ϋςτω ςημεύο Κ τησ ευθεύασ ε : x − y + 1 = 0 . Να βρεύτε τισ 
ςυντεταγμϋνεσ του Κ ώςτε το τρύγωνο ΑΒΚ να ϋχει εμβαδόν ύςο με 2 τ.μ. 

8.23 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με κορυφϋσ Α(1 , 2) , Β(3 , 5) . Αν η κορυφό Γ κινεύται ςτην ευθεύα ε : 2x − y + 3 = 0 
και το εμβαδόν του ΑΒΓ εύναι  5 τ.μ. να βρεθούν οι εξιςώςεισ των πλευρών του . 

8.24 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με Α(3 , 7) με  ΒΓ : 4x − 3y − 11 = 0 και το ςημεύο Μ(5 , 3) το μϋςο τησ ΒΓ .                                        
Αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ εύναι 40 τ.μ. , να βρεύτε :                                                                                                                         
α)  την απόςταςη του Α από την ευθεύα ΒΓ                                                                                                                                            
β)  το μόκοσ τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                                                                        
γ)  τισ ςυντεταγμϋνεσ των κορυφών Β και Γ 

8.25 Δύνεται η ευθεύα  ε : x − 4y − 7 = 0  και τα ςημεύα  Α(−2 , 4) , Β(2 , 6)                                                                               
α)  Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Μ τησ ευθεύασ (ε) το οπούο ιςαπϋχει από τα Α και Β                                      
β)  Να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου  ΜΑΒ                                                                                                                            
γ)  Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων  Κ(x , y) για τα οπούα ιςχύει  (ΚΑΒ)=(ΜΑΒ)   

8.26 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με Α(6 , 6) , Β(−3 , 0) και Γ(3μ − 1 , 2μ + 3) ,   μ∈ ℝ                                                                  
α)  Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Γ                                                                                                                              
β)  Να δεύξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ εύναι ςταθερό .           

8.27  Θεωρούμε τα ςημεύα Α(1 , −2) , Β(3 , 4) . Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ του επιπϋδου ώςτε 
το τρύγωνο ΑΜΒ να ϋχει εμβαδόν ύςο με 4 τ.μ. 

 

Εμβαδόν  Σριγώνου 
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8.28  Να βρεθεύ η εξύςωςη ευθεύασ που εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   3x − 4y + 3 = 0 και απϋχει από το                          
ςημεύο  Α(1 , −2)  απόςταςη ύςη με 3 μονϊδεσ . 

8.29 Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα δ : 3x − 2y + 5 = 0  και ςχηματύζουν                       
με τουσ ϊξονεσ τρύγωνο εμβαδού 3 τ.μ. 

8.30  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το Μ(3 , 1) και ςχηματύζουν με τουσ ϊξονεσ 
τρύγωνο με εμβαδόν ύςο με 8 τ.μ. 

8.31 Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ : 3x + y + 2017 = 0  και απϋχουν 

από το ςημεύο  Κ(−4 , 2)  απόςταςη ύςη με 2 10                

8.32 Δύνεται η ευθεύα   δ : x + 2y − 25 = 0   και το ςημεύο Μ(3 , 1) . Να βρεύτε :                                                                        
α)  την απόςταςη του Μ από την ευθεύα  (δ)                                                                                                                                           

β)  τισ ευθεύεσ που εύναι κϊθετεσ ςτην (δ) και απϋχουν από το Μ απόςταςη ύςη με   20            

8.33 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ : 6x − 3y − 13 = 0  και ιςαπϋχει                           
από τα ςημεύα  Α(1 , −4)  και  Β(5 , 2) 

8.34 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο  Α(−1 , 3)  και απϋχει από το ςημεύο Μ(2 , 1) 
απόςταςη ύςη με 3 μονϊδεσ . 

8.35   Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο  Α(−1 , 2)  και ιςαπϋχει από τα                                 
ςημεύα  Κ(−3 , 0)   και  Λ(1 , 3) 

8.36  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  δ : x + 2y − 1 = 0   και ςχηματύζει με τουσ 
ϊξονεσ τρύγωνο με εμβαδόν ύςο με 1 τ.μ. 

 

 

8.37 Δύνεται η ευθεύα  ε : x + 2y − 6 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                                        
α)  την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει ϋνα ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) από την αρχό των αξόνων                                                     
β)  ποιο ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) απϋχει την μικρότερη απόςταςη από το ςημεύο Μ(2 , −3)           

8.38 Δύνονται τα ςημεύα  Κ(−2 , 4) και  Λ(8 , −1)  . Να βρεύτε :                                                                                                      
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από τα ςημεύα Κ , Λ                                                                                                
β)  ποιο ςημεύο τησ ευθεύασ (ε)  απϋχει την μικρότερη απόςταςη από το ςημεύο Μ(5 , 3)         

8.39 Θεωρούμε τα ςημεύα  Κ(λ − 4 , 3λ − 2) ,   λ ∈ ℝ   . Να βρεύτε :                                                                                                                         
α)  την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) πϊνω ςτην οπούα κινούνται τα ςημεύα Κ                                                                                   
β)  την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει ϋνα ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) από την αρχό των αξόνων . 

8.40 Οι ευθεύεσ  ε ∶ λx + (λ − 1)y − 5 = 0  και  δ ∶  (λ + 1)x − (λ + 4)y − 15 = 0  εύναι κϊθετεσ . Να βρεύτε :                  
α)  τον αριθμό λ                                                                                                                                                                                               
β)  το ςημεύο τομόσ των ευθειών (ε) και (δ)                                                                                                                                           
γ)  την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει ϋνα ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) από την αρχό των αξόνων ,                                                       
καθώσ και ποιο εύναι το ςημεύο αυτό .  

8.41  Δύνεται η ευθεύα  ε : x + y − 4 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                                          
α)  ποιο ςημεύο τησ ευθεύασ (ε)  απϋχει την μικρότερη απόςταςη από την αρχό των αξόνων                                                
β)  την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει το ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) από την αρχό των αξόνων              

Προςδιοριςμόσ  Ευθεύασ  με  χρόςη  Απόςταςησ  ό  Εμβαδού 

Ευθεύα  και  Ελϊχιςτο 
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Συπολόγιο ςτην Ευθεύα 
 

1. ΢υντελεςτόσ Διεύθυνςησ ευθεύασ 

- Αν ω η γωνύα που ςχηματύζει μια ευθεύα (ε) με τον ϊξονα x’x, τότε  λε = εφω                                                                                                  

- Εύναι  λε = 
 y2− y1  

x2− x1
  όπου Α(x1, y1) , Β(x2, y2) ςημεύα τησ ευθεύασ (ε)                                                                                                                     

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε1 ∥ ε2 ⇔ λε1
= λε2

                                                                                                                                                                              

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε1 ⊥ ε2 ⇔ λε1
∙ λε2

= −1                                                                                                                                              

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε ∥ x′x ⇔  λε = 0                                                                                                                                                        
- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε ⊥ x′x ⇔ λε = δεν ορύζεται          

                                       

2. Εξύςωςη Ευθεύασ                      

- Εύναι ε : y − y0 = λ(x − x0) , όπου Α(x0 , y0) ςημεύο τησ ευθεύασ (ε) και λ  ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςόσ τησ.                                
– Κατακόρυφη Ευθεύα: x = x0                                                                                                                                                                                
- Οριζόντια Ευθεύα: y = y0                                                                                                                                                                                          
- Ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων: y = λx                                                                                                                                         
- Διχοτόμοσ τησ πρώτησ και τρύτησ γωνύασ των αξόνων :  y = x                                                                                                                                       
- Διχοτόμοσ τησ δεύτερησ και τϋταρτησ γωνύασ των αξόνων :  y = −x              

 

3. Η Εξύςωςη  𝚨𝐱 + 𝚩𝐲 + 𝚪 = 𝟎 

- παριςτϊνει ευθεύα αν  Α ≠ Ο ό Β ≠ Ο                                                                                                                                                             

- ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ  λ = − 
 Α 

Β
                                                                                                                                                           

- εύναι παρϊλληλη ςτο διϊνυςμα  δ  = (Β , −Α)                                                                                                                                               
- εύναι κϊθετη ςτο διϊνυςμα  η  = (Α , Β)                                   

                                     

4. Απόςταςη  ΢ημεύου  από  Ευθεύα                                                                                                                                                                                                          

- Εύναι d(K, ε) = 
  Αx0  + Βy0  + Γ  

 Α2+Β2
 , όπου Κ(x0 ,  yo) ςημεύο και ε : Ax + By + Γ = 0 ευθεύα.  

 

5. Εμβαδόν Σριγώνου 

- Εύναι : (ΑΒΓ) =
1
 2 

 det ΑΒ        , ΑΓ             
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9.1 Δύνεται η ευθεύα ε : x − 2y + 3 = 0                                                                                                                                                                           
α) Να βρεθεύ η ευθεύα που εύναι κϊθετη ςτην ε και διϋρχεται από το Α(−3 , 5)                                                                                          
β) Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ τησ προβολόσ του Α ςτην ε.                                                                                                                                     
γ) Να βρεθεύ το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ε.       (ΓΕΛ 2009)   

9.2 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(−1 , 2). Η εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ εύναι x − 2y + 1 = 0                                                   
και του ύψουσ ΒΔ εύναι  x + 2y + 3 = 0. Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                               
α) την κορυφό Β                                                                                                                                                                                                                   
β) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                                                                                                                         
γ) το μόκοσ του ΑΚ , αν ΑΚ εύναι ύψοσ                                (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2009) 

********************************************************************************************************** 

9.3 Δύνονται τα ςημεύα Α(3 , −2) , Β(6 , −4) , Γ(1 , 5) , Δ(−1 , 2). Να βρεύτε:                                                                                                                         
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ                                                                                                                                                                                     
β) την απόςταςη του Γ από την ΑΒ                                                                                                                                                                                        

γ) την γωνύα που ςχηματύζουν τα  ΑΒ        και  ΓΔ                                                                                                                                                                                       
δ) την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το μϋςο του ΓΔ και εύναι κϊθετη ςτην ΑΒ                                                                            
ε) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                             (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010) 

********************************************************************************************************** 

9.4 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με την εξύςωςη του ύψουσ από το Α εύναι x = 2. Επύςησ γνωρύζουμε ότι η 
εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ εύναι  y = x + 2 και Γ(6 , −2)                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε τα Α , Β καθώσ και την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                              
β) Να βρεύτε την απόςταςη του Γ από την ευθεύα ΑΒ                                                                                                                                             
γ)  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΕ                                                                                                                                                                         
δ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ       (2ο ΓΕΛ ΚΑΡΔΙΣ΢Α΢ 2011)           

9.5 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κορυφϋσ Α(1 , 2) , Β(2 , −2) και κϋντρο Ο(2 , 0)                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των Γ , Δ                                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ                                                                                                                                                                                        
γ) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ΑΓ                                                                                                                                                                                            

δ) Να βρεύτε την προβολό του ΑΒ       ςτο ΑΔ               (1ο ΓΕΛ ΖΑΚΤΝΘΟΤ 2011) 

9.6 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 + 4x + 4y + 2xy − 5 = 0  (1)                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την απόςταςη μεταξύ των δύο παραλλόλων ευθειών                                                                                                                    
γ) Να βρεύτε την μεςοπαρϊλληλη των δύο ευθειών                   (ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ 2011) 

 

 

 

9.  Ενδοςχολικά  Θέματα 

Εξετάςεων  ςτην  Ευθεία 
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9.7 Δύνονται τα ςημεύα Α(7 , 3) , Β(−5 , 4) και Γ(λ + 1 , 2λ−3)                                                                                                                                              
α) Να αποδεύξετε ότι το Γ κινεύται ςε ευθεύα τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη                                                                                        
β) Για λ = 2 να βρεύτε:                                                                                                                                                                                                                        
β1) Σην εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΜ του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Μ το μϋςο τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                
β2) Σην απόςταςη του ςημεύου Α από την ΒΓ                                                                                                                                                         

β3) Σην προβολό του διανύςματοσ ΒΜ         πϊνω ςτο ΒΓ           (ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2011) 

9.8 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: x + y + 1 = 0 και ε2 : 3x − 4y + 10 = 0                                                                                                                                 
α) Να βρεθεύ το ςημεύο τομόσ Κ των δύο ευθειών                                                                                                                                                            
β) Να βρεθούν οι εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το ςημεύο Κ και απϋχουν από το                                          
ςημεύο Α(2 , 3) απόςταςη ύςη με 4.                                                            (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011)        

9.9 Δύνεται η εξύςωςη (κ + 1)x + (κ − 1)y + 4κ − 2 = 0   (1)                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού κ                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                    
γ) Για ποια τιμό του κ η ευθεύα διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                                                                                                
δ) Για ποια τιμό του κ η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                                                                                           
ε) Για ποια τιμό του κ η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα δ : y = x + 5                                                                                                     
ζ) Για ποια τιμό του κ η ευθεύα διϋρχεται από το Α(−2 , 0)                   (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011) 

9.10 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε : αx − 2y − 4 = 0 και δ : x − 2y + β =  0                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε τα α , β αν οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ και η απόςταςη αυτών εύναι  
2

  5 
                                                                                                     

β) Να βρεύτε την μεςοπαρϊλληλη των ε  και δ                (ΓΕΛ ΠΟΛΙΦΝΙΣΟΤ 2011) 

9.11 Δύνονται τα ςημεύα  Α(3 , 8) , Β(−7, 2)                                                                                                                                                                         
α) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το μϋςο του ΑΒ και εύναι παρϊλληλη                                                                                  
ςτην ευθεύα ε: 2x + y − 2011 = 0                                                                                                                                                                                                          
β) Να βρεθεύ η απόςταςη του Ο από την ε                      (ΓΕΛ ΠΕΣΡΑ΢ 2011) 

9.12 Δύνονται τα ςημεύα Α(0 , 2) , Β(8 , −4). Η κϊθετη ςτην ΑΒ ςτο Α τϋμνει την ε : y = 2x − 2 ςτο Γ.                                                                
α) Να βρεύτε το μόκοσ του τμόματοσ ΑΒ                                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΓ                                                                                                                                                                         
γ) Να δεύξετε ότι Γ(6 , 10)                                                                                                                                                                                             
δ) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                        
ε) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                      (ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011) 

9.13 Δύνεται η εξύςωςη  x − y + 2 + λ(2x − y + 1) = 0 (1) και η ευθεύα ε : 2x + y = −4                                                                                                              
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε πραγματικό αριθμό λ                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Μ                                                                           
γ) Αν Κ εύναι το ςημεύο τομόσ τησ (ε) με την ευθεύα που προκύπτει από την (1) για λ = 0                                                               
να αποδεύξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΚΜ εύναι 3 τ.μ.                              (ΓΕΛ ΠΑΜΥΙΛΙΨΝ 2011) 

********************************************************************************************************** 

9.14 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(1 , 2) , Β(3 , −2) , Γ(1 , −1). Να βρεύτε:                                                                                                                 
α) τισ εξιςώςεισ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ.                                                                                                                                                                  
β) την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                                    
γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                             (14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2012) 
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9.15 Δύνεται η εξύςωςη (α2 + α + 2)x + (α − 3)y − (3α2 + 5α) = 0  (1)                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του α και ότι δεν υπϊρχει ευθεύα που να εύναι                                               
παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x.                                                                                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε την ευθεύα ε τησ (1) που εύναι κϊθετη ςτην η : x + 2y + 5 = 0   (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

9.16 Δύνεται η ευθεύα  ε : y = 2x − 4 και το ςημεύο Α(5 , 1)                                                                                                                                                
α) Να βρεύτε ευθεύα ζ κϊθετη ςτην ε που να διϋρχεται από το Α                                                                                                                           
β) Να βρεύτε την απόςταςη του Α από την ευθεύα ε                                                                                                                                            
γ) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των ε και ζ                                                                                                                                                                         
δ) Να βρεύτε το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ε                    (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

********************************************************************************************************** 

9.17 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: −x + 2y − 5 = 0  και ε2: 3x + y − 6 = 0                                                                                                                                
α) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Μ των δύο ευθειών                                                                                                                                                        
β) Να βρεύτε την απόςταςη του ςημεύου Μ από την ευθεύα  δ : 4x − 3y = 1                                                                                                                           
γ) Να βρεύτε ευθεύα κϊθετη ςτην δ που να διϋρχεται από το Μ           (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

9.18 Δύνεται η εξύςωςη x2 − y2 + 4x + 4 = 0 (1)                                                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ  ε1: x − y + 2 = 0  και  ε2: x + y + 2 = 0                                                                                              
β) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των δύο ευθειών Μ καθώσ και το εμβαδόν του τριγώνου που ορύζουν οι 
ευθεύεσ με τον ϊξονα y’y                                                                                                                                                                                                                     
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ Μ και απϋχουν από την αρχό                                     
των αξόνων απόςταςη ύςη με 2.                                           (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

9.19 Ϊςτω ε1 η ευθεύα που διϋρχεται από το ςημεύο Ρ(−1 , 3) και τϋμνει τουσ ϊξονεσ x’x , y’y                                               
ςτα ςημεύα Α , Β αντύςτοιχα , ώςτε το Ρ να εύναι το μϋςο του ΑΒ.                                                                                                                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι εύναι ε1 : y = 3x + 6                                                                                                                                                                           
β) Θεωρούμε τα ςημεύα Γ(−5 , 1) και Δ(2α−7 , 5−4α) και το ςημεύο Δ ανόκει ςτην ευθεύα ε1                                                                     
β1) Να δεύξετε ότι α = 2 και να βρεύτε το εμβαδό του τριγώνου ΡΓΔ                                                                                                                          
β2) Για α = 2 να βρεύτε την μεςοκϊθετη ε2 του τμόματοσ ΓΔ                                                                                                                                       
β3) Για α = 2 να βρεύτε την οξεύα γωνύα των ευθειών ε1, ε2      (ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2013) 

9.20 Δύνονται τα διανύςματα  α     , β  ≠ 0   και η εξύςωςη  6α   β  x − 4 α     β   y − 2α   β  = 0      (1)                                                                                    

α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα (ε)                                                                                                                                                           

β) Αν  α   ⊥ β    να δεύξετε ότι η ευθεύα ε εύναι ο ϊξονασ x’x                                                                                                                                                   

γ) Αν η (ε) διϋρχεται από το Β(3 , 2), τότε να βρεύτε την γωνύα των  α   , β       (4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013) 

9.21 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ εύναι Α(4 , 3) , Β(2 , 5) , Γ(2 , −1). Να βρεύτε :                                                                                                                              
α) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                                                               
β) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                                                                                      
γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                                                  
δ) το ςυμμετρικό του Γ ωσ προσ την ευθεύα ΑΒ                             (1ο ΓΕΛ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢ 2013) 

9.22 Δύνεται η εξύςωςη x2 + 2xy + y2 − 4 = 0 (1)                                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1 : x + y + 2 = 0  και ε2 :  x + y − 2 = 0                                                                                                                   
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ                                                                                                                                                                       
γ) Να βρεθεύ η απόςταςη μεταξύ των δύο ευθειών                                                                                                                                                                      
δ) Αν Α(−1 , −1) ςημεύο τησ ευθεύασ ε1 και Β,Γ τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ ε2 με τουσ ϊξονεσ x’x , y’y 
αντύςτοιχα, να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                 (ΓΕΛ 2013) 
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9.23 Δύνεται η εξύςωςη  x + y − 5 + λ(2x + y − 7) = 0 (1)                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ και ότι όλεσ οι 
ευθεύεσ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο του οπούου να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ                                                                                                            
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε1 που ορύζεται από την (1) και διϋρχεται από το Α(4 , 1)                                                                                           
γ) Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα η :  −x+y + 1 = 0 δεν ανόκει ςτην παραπϊνω οικογϋνεια ευθειών.                                                                        
δ) Να βρεύτε την ευθεύα ε2 που ορύζεται από την (1) και εύναι κϊθετη ςτην (η)   (ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟΤ 2013) 

9.24 Δύνεται η ευθεύα ε : 3x + y + α = 0 και τα ςημεύα Α(1 , 3) , Β(−2  ,2)                                                                                                                
α) Αν η απόςταςη του ςημεύου Α από την (ε) εύναι ύςη με το μόκοσ του τμόματοσ ΑΒ, να βρεύτε το α                                                            
β) Για α = 4 να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                   
β1) Σο εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το ςημεύο τομόσ τησ (ε) με τον ϊξονα y’y                                                                              
β2) Σο ςημεύο τησ (ε) που απϋχει την μικρότερη απόςταςη από το Ο.    (1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2013)  

9.25 Δύνονται τα ςημεύα Α(3 , 2) , Β(5 , α−1) , Γ(4 , 1)                                                                                                                                                      
α) Για ποιεσ τιμϋσ του α εύναι κορυφϋσ τριγώνου;                                                                                                                                                   
β) Αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ εύναι ύςο με 2, να βρεύτε τισ τιμϋσ του α                                                                                                       
γ) Για α = 3 , να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ΒΓ και τησ διαμϋςου ΑΜ                  (2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2013 ) 

9.26 Δύνεται η εξύςωςη 2x + y − 5 + λ(x + y − 3) = 0 (1)                                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ, η (1) παριςτϊνει ευθεύα  ε                                                                            
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο.                                                                                                            
γ) Να εξετϊςετε αν υπϊρχει λ για το οπούο η ε να ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x γωνύα 135°                                                                     
(14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013)    

********************************************************************************************************** 

9.27 Δύνεται η εξύςωςη (λ − 2)x + (λ2 − 5λ + 6)y − λ + 2 = 0  (1)                                                                                                                                          
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                              
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε.                                                                                      

γ) Να βρεύτε το λ ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η (1) με τουσ ϊξονεσ να εύναι  
 1 

2
                                                              

δ) Για  λ = 4 αν βρεύτε την απόςταςη του ςημεύου Ο(0,0) από την ευθεύα.        (3ο ΓΕΛ ΑΛΕΞ/ΛΗ΢ 2014) 

9.28 Δύνεται η εξύςωςη 2x + y − 2 + λ(x − y + 5) = 0   (1)  και η ευθεύα ζ : 2x − y + 11 = 0                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ , η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                   
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε.                                                                                   
γ) Να βρεύτε την ευθεύα (ε) που ορύζεται από την (1) και εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ.                                                                      
δ) Αν ε : 2x − y + 6 = 0 να βρεύτε την απόςταςη των παραλλόλων ε και ζ.     (ΓΕΛ ΢ΑΝΣΟΡΙΝΗ΢ 2014) 

9.29 Δύνονται οι εξιςώςεισ    x2 − y2 − 2x + 1 = 0 (1)  και                                                                                                                                                  
(2λ2 − 3λ + 1)x + (λ2 + 1)y − 3λ2 + 6λ − 1 = 0    (2)                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει δύο κϊθετεσ ευθεύεσ των οπούων να βρεύτε και                                                                
το ςημεύο τομόσ τουσ.                                                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ , η (2) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                         
γ) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (2) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε     (ΟΕΥΕ 2014) 

9.30 Δύνεται η εξύςωςη (λ +  1)x + (λ − 1)y + 2λ = 0    (1)                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ, η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                            
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο               (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014)     
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9.31 Δύνεται η εξύςωςη  (λ2 + λ − 2)x + (λ − 1)y + λ2 − 1 = 0    (1)                                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ , η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Κ                                                                                                                   
γ) Αν το Κ εύναι κϋντρο τετραγώνου του οπούου η μια πλευρϊ βρύςκεται ςτην ευθεύα 3x − 4y + 2 = 0,                 
να βρεθεύ το εμβαδόν του τετραγώνου                                          (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014) 

9.32 Δύνεται η εξύςωςη  (α2 + 2α)x − (α2 + α + 1)y − α2 − 2 = 0     (1)                                                                                          
α) Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού α , η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                         
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                                                       
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (1) που εύναι:                                                                                                                                                     
γ1) Κϊθετη ςτην ευθεύα  ε : x − y + 3 = 0                                                                                                                                                                                   
γ2) Παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                  (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014) 

********************************************************************************************************* 

9.33 Δύνονται τα ςημεύα του επιπϋδου Α(1 , 3), Β(−2 , −7) και Γ(4 , −1). Να βρεύτε:                                                                                                                                  
α) την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ, καθώσ και τισ ςυντεταγμϋνεσ του Δ                                                                                                                                        
β) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                                                          
γ) την οξεύα γωνύα των ΑΜ και ΑΔ                                                                                                                                                                                                 
δ) το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ                                          (2ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015) 

9.34 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(−1 , 0), Β(−3 , 4) και Γ(3 , 2).                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η γωνύα Α εύναι ορθό                                                                                                                                                                        
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                      
γ) Να βρεύτε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ                          (ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2015) 

9.35 Δύνονται τα ςημεύα Α(4 , 0) και Β(0 , 4)                                                                                                                                                                                
α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από τα Α και Β, καθώσ και την γωνύα που 
ςχηματύζει η ευθεύα αυτό με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (δ) που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και εύναι                                      
κϊθετη ςτην (ε)                                                                                                                                                                                                                       
γ) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Μ των ευθειών (ε) και (δ) καθώσ και το εμβαδό του τριγώνου ΟΜΒ,                                         
όπου Ο  η αρχό των αξόνων                                                                                           (ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015)           

9.36 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(2 , −3) , Β(6 , 6)                                                                                                                                                              
α) Αν η εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ εύναι  2x + y = 2, να βρεύτε την εξύςωςη τησ ΒΓ                                                                                                              
β) Αν η εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ εύναι  x = 3, να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του Γ                                                                                                            
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                 (3ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015 )   

9.37 Δύνεται η εξύςωςη 2x2 − 2y2 − 3xy + 10y − 8 = 0    (1)                                                                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1: −x + 2y − 2 = 0 , ε2: −2x − y + 4 = 0                                                                                                
β) Ϊςτω Α το ςημεύο τομόσ τησ ε1 με τον ϊξονα x’x και Β το ςημεύο τομόσ τησ  ε2  με τον ϊξονα x’x                                                       
β1) Βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των Α, Β                                                                                                                                                                   
β2) Βρεύτε ςημεύο Δ τησ ευθεύασ ε1 του πρώτου τεταρτημορύου , ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ                                              
να εύναι ύςο με 6                                                                                                                                                                                                                                               
β3) Ϊςτω (ε) η ευθεύα που εύναι κϊθετη ςτον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο Α. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο 
των ςημεύων Μ του επιπϋδου για τα οπούα ιςχύει (ΜΒ) = d(Μ , ε)      (ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015) 
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9.38 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(1 , 3). Η εξύςωςη του ύψουσ ΒΔ εύναι x + 2y − 13 = 0 και η εξύςωςη                     
τησ διαμϋςου ΒΜ εύναι 4x − 3y + 3 = 0.                                                                                                                                                                                        
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του Β                                                                                                                                                                           
β) Αν Β(3 , 5) να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών ΑΒ και ΑΓ                                                                                                                         
γ) Αν η ΑΓ ϋχει εξύςωςη y = 2x + 1 να βρεύτε το Γ       (ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015) 

9.39 Δύνονται οι ευθεύεσ   ε1 : (λ − 1)x − y + 4 = 0 , ε2 :  (3 − λ)x − y + λ = 0                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε1 διϋρχονται από το ςημεύο Α(0 , 4)                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε2 διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε                                                                                                            
γ) Να βρεθεύ η τιμό του λ ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι παρϊλληλεσ                                                                                                                                        
δ) Για την τιμό του λ που βρόκατε ςτο προηγούμενο ερώτημα, να βρεύτε:                                                                                               
δ1) την απόςταςη των παραλλόλων ευθειών                                                                                                                                               
δ2) Σο εμβαδόν του τετραγώνου που ϋχει τισ δύο απϋναντι πλευρϋσ του, τισ ευθεύεσ αυτϋσ                                              

(ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟ΢ 2015)                                                                                                         

9.40 Δύνονται τα ςημεύα του επιπϋδου Α(−3 , 2) , Β(2 , 3) και Γ(4 , 1).                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ δεν εύναι ςυνευθειακϊ                                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι η μεςοκϊθετοσ (ε) του τμόματοσ ΒΓ εύναι η  y = x − 1                                                                                                                                 
γ) Να βρεύτε το ςυμμετρικό του ςημεύου Α ωσ προσ την (ε)                               (ΟΕΥΕ 2015)   

9.41 Δύνεται η εξύςωςη   x2 − y2 − 4λy − 2λx − 3λ2 = 0                                                                                                                                           
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη παριςτϊνει δύο κϊθετεσ ευθεύεσ                                                                                                                               
β) Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ Μ των παραπϊνω ευθειών βρύςκεται ςε μια ευθεύα που                                           
διϋρχεται από την αρχό των αξόνων.                                                                                                                                                                                                                  
γ) Αν λ = 1 και Α το ςημεύο τομόσ τησ ε1 : x − y − 3 = 0  με τον ϊξονα y’y και Β το ςημεύο τομόσ                                                
τησ  ε2 : x + y + 1 = 0 με τον ϊξονα x’x ,  να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΜ                                                                                                                                            
δ) Ποια από τισ παραπϊνω ευθεύεσ απϋχει μεγαλύτερη απόςταςη από το ςημεύο Κ, το οπούο εύναι                                 
το ςημεύο που διϋρχονται όλεσ οι ευθεύεσ με εξύςωςη (α2 + α + 2)x + (α − 3)y − (3α2 + 5α) = 0  .   
(ΟΡΟ΢ΗΜΟ ΠΕΙΡΑΙΑ 2015)    

9.42 Δύνεται η εξύςωςη  ημ2θ ∙ x + ςυν2θ ∙ y − 1 = 0 .  (1)                                                                                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει για κϊθε πραγματικό αριθμό θ.                                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ που ορύζονται από την (1), διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Α                                                                   

γ) Για θ = 
π

4
  , να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ ε1 και μετϊ τα ςημεύα τομόσ τησ με τουσ ϊξονεσ.                                                                     

δ) Να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου Α’ΒΓ όπου Γ το ςημεύο τομόσ τησ ε1 με τον ϊξονα x’x, Β το ςημεύο 
τομόσ τησ  ε1 με τον ϊξονα y’y και Α’ εύναι το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την αρχό των αξόνων                                                                                      
ε) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου που ανόκει ςτην ευθεύα x+y−2=0 και απϋχει από το ςημεύο 
Δ(−1 , 2) την ελϊχιςτη απόςταςη.                                                                                                                                                                                                       

ζ) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ ώςτε να ιςχύει ΜΑ       2 − ΜΒ       2 = ΜΓ       ∙ ΟΑ                                          
(ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2015) 

********************************************************************************************************* 

9.43 Αν το ςημεύο Α(1 − β , 2αβ − β2)  ανόκει ςτην ευθεύα ε : 3y = 4x + α2 + 4β2 τότε:                                                                                    
α) Να δεύξετε ότι α = 6 και β = 2                                                                                                                                                                                 
β) Ποιο το ςυμμετρικό Ν του ςημεύου Μ(−2 , 5) ωσ προσ την ευθεύα ε .                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο την αρχό των αξόνων που εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε.                                                                
δ) Πόςα κοινϊ ςημεύα ϋχει ο κύκλοσ με την ευθεύα ΜΝ      (6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016) 
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9.44 Δύνεται η εξύςωςη  (λ − 2)x + 2λy − 4 + 4λ = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                  

γ) Να εξετϊςετε αν οι ευθεύεσ  y = 6x + 1 , y =
1
 2 

x   ανόκουν ςτην οικογϋνεια ευθειών τησ (1)                                       

δ) Βρεύτε ποια ευθεύα τησ οικογϋνειασ ευθειών απϋχει τη μϋγιςτη απόςταςη από το Μ(−6 , 1) .                                    
΢τη ςυνϋχεια υπολογύςτε την απόςταςη αυτό .                                ( LISSARI  2016 ) 

9.45 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , λ) , Β(3 , 0) , Γ(−1 , 0)  με  λ > 0 .                                                                                           

α) Αν (ΑΒΓ) = 4 3 τ. μ.  να δεύξετε ότι  λ = 2 3                                                                                                 
β) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                             
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ από την κορυφό Γ                                                                                                                   
δ) Να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει η πλευρϊ ΑΒ με τον ϊξονα x’x              ( ΓΕΛ  ΒΟΛΟ΢  2016 ) 

9.46 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 2) , Β(0 , −3) , Γ(4  , −1)                                                                                
α) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                              

β) Να δεύξετε ότι :  ΑΒ      ∙ ΑΓ      = 4  ΑΜ                                           ( 3ο  ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016 ) 

9.47 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−3 , 3) , Β(1 , 5) , Γ(3  , 3)                                                                                       
α) Να βρεθούν οι εξιςώςεισ των πλευρών ΑΓ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                     

β) Να δεύξετε ότι  d(Α , ΒΓ) = 3 2                                                                                                                                                       
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΓ όπου ΑΔ το ύψοσ του .     ( ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016 ) 

9.48 Δύνονται τα ςημεύα  Α(2 , 3) , Β(2κ + 1 , κ) , κ ∈  ℝ                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι το ςημεύο Β ανόκει ςτην ευθεύα ε : x − 2y − 1 = 0                                                                    
β) Να βρεύτε την προβολό Μ του ςημεύου Α πϊνω ςτην ευθεύα (ε)                                                                                              
γ) Αν  Μ(3 , 1) να βρεύτε το ςυμμετρικό ςημεύο Γ του Α ωσ προσ την ευθεύα (ε)                                                                      
δ) Να βρεύτε το κ ώςτε το τρύγωνο ΑΒΓ να εύναι ορθογώνιο ςτο Β       ( 1ο  ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016 ) 

9.49 Δύνεται η εξύςωςη  (λ2 − 3λ + 2)x + (λ2 + λ − 2)y + 4(λ − 1) = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                           
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                 
β) Να εξετϊςετε αν υπϊρχει ευθεύα από την (1) που να διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                            
γ) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο  Μ                                                                            
δ) Ϊνα τετρϊγωνο ΑΒΓΔ με εμβαδόν Ε = 8 τ.μ.  ϋχει την πλευρϊ του ΑΒ πϊνω ςτην ευθεύα που ορύζει                        
η (1) για λ = 0 να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ πϊνω ςτην οπούα βρύςκεται η πλευρϊ του ΓΔ .                                     
( ΓΕΛ  ΚΟΡΙΝΘΟ΢  2016 ) 

9.50 Δύνονται τα ςημεύα Α(−3 , 1) , Β(κ , λ) , Μ  −1 ,
5
 2 

                                                                                                                        

α) Αν Μ μϋςο τησ ΑΒ να βρεύτε τα κ και λ                                                                                                                                                
β) Για κ = 1  και  λ = 4  να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου του τμόματοσ ΑΒ                                                               
γ) Να βρεύτε την απόςταςη τησ αρχόσ των αξόνων από την μεςοκϊθετο του ΑΒ                                                                                     
( 1ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016 ) 

9.51 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−5 , −2) και η διϊμεςοσ ΒΜ βρύςκεται πϊνω ςτην ευθεύα με                                              
εξύςωςη  y = x − 1 και το ύψοσ ΓΔ πϊνω ςτην ευθεύα με εξύςωςη  y = −2x − 2                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι  ΑΒ :  x − 2y + 1 = 0                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ότι  Β(3 , 2)                                                                                                                                                                          
γ) Να δεύξετε ότι Γ(1 , −4)                                                               ( 2ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2016 ) 
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9.52 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 4)  και  Β(−5 , −6)                                                                                               
α) Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ καθώσ και ο ςυντελεςτόσ                                       
διεύθυνςόσ του .                                                                                                                                                                                                                    
β) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου (ε) του τμόματοσ ΑΒ .                                                                                                 
γ) Να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου που ϋχει κορυφϋσ την αρχό των αξόνων και τα ςημεύα τομόσ                              
τησ  ευθεύασ ΑΒ  με τουσ ϊξονεσ .                                                (  ΓΕΛ  ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ  ΘΑ΢ΟΤ  2016  ) 

9.53 Δύνονται τα ςημεύα  Α  1 , −
 3 
2

  , Β(2 , −1) , Γ  κ ,
  κ – 4  

2
        ,   κ ∈  ℝ                                                                                     

α) Να βρεύτε τα διανύςματα  ΑΒ       , ΒΓ      , να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα Α , Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ και να 
βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ αυτόσ .                                                                                                                                                                      

β) Να δεύξετε ότι η γωνύα των διανυςμϊτων  ΑΒ       , ΒΟ        εύναι αμβλεύα .                                                                                          

γ) Αν  ΑΒ      ∙ ΑΓ      = 2 ∙  ΒΓ      
2
 να βρεύτε τον αριθμό κ .                     ( ΓΕΛ  ΛΙΜΝΗ΢  ΕΤΒΟΙΑ΢  2016 ) 

9.54 Δύνεται η εξύςωςη  x2 − y2 − 4λy − 2λx − 3λ2 = 0                                                                                                                   
α) Να δεύξετε ότι η παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει δύο ευθεύεσ κϊθετεσ .                                                                                
β) Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ Μ των παραπϊνω ευθειών βρύςκεται πϊνω ςε μια ευθεύα που 
διϋρχεται από την αρχό των αξόνων .                                                                                                                                                                                          
γ) Αν Κ , εύναι το ςημεύο από το οπούο διϋρχονται όλεσ οι ευθεύεσ με εξύςωςη                                                                                      
(3α2 + α + 2)x − (α2 + α + 1)y + (6α + 3) = 0 να βρεθεύ η τιμό του λ ώςτε η απόςταςη (ΜΚ)                                       
να  γύνεται ελϊχιςτη                                                                                                                                                                                               
δ) Για το λ που βρόκατε να βρεύτε το εμβαδόν του (ΟΚΜ)       ( ΓΕΛ  ΛΙΜΝΗ΢  ΕΤΒΟΙΑ΢  2016 ) 

9.55 Δύνονται τα ςημεύα  Β(−3 , 7)  και  Γ(3 , 1)  και  οι ευθεύεσ  ε ∶ 3x − y + 2 = 0 , η ∶ 2x + y − 7 = 0                        
οι οπούεσ τϋμνονται ςτο ςημεύο Α . Να βρεύτε :                                                                                                                                                      
α) τη γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ΒΓ με τον ϊξονα  x’x                                                                                                               
β) τισ ςυντεταγμϋνεσ του  ςημεύου Α                                                                                                                                                       
γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                             
δ) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                             
ε) την γωνύα των ευθειών ΑΜ και ΒΓ                                                       ( ΓΕΛ  ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ  2016 ) 

9.56  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−5 , 4) , Β(−1 , 6) , Γ(1  , 1) και ςημεύο Μ τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                            

ώςτε  ΑΜ       =
1
 2 

 ΑΒ                                                                                                                                                           

α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ και το μϋτρο του διανύςματοσ   ΑΒ                                                                          
β) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Μ                                                                                                                                   
γ) Αν  Μ(−3 , 5) , να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που διϋρχεται από τα ςημεύα Γ και Μ                                          
δ) Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα  y = −x + 2 με τον x’x        ( ΠΕΡΙΚΕΝΣΡΟ  2016 ) 

********************************************************************************************************* 

9.57 Δύνεται η ευθεύα   ζ : x + 2y − 25 = 0  και το ςημεύο Α(3 , 1) . Να βρεύτε :                                                             
α) την απόςταςη του ςημεύου Α από την ευθεύα ζ                                                                                                            

β) τισ ευθεύεσ που εύναι κϊθετεσ ςτην ζ και απϋχουν από το Α απόςταςη ύςη με  20                                          
γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΜ , όπου Β , Μ τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ ζ με τουσ ϊξονεσ x’x , y’y           
( 4ο  ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2017 ) 

9.58 Δύνονται τα ςημεύα  Α(3 , 1) , Β(5 , 5) , Γ(1 , 3) του επιπϋδου                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ ςχηματύζουν τρύγωνο και να υπολογύςετε το εμβαδόν του                           
β) Να υπολογύςετε την εξύςωςη τησ μεςοκϊθετου ΑΓ                                                                                                           
γ) Να υπολογύςετε τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Δ ϋτςι ώςτε το ΑΒΓΔ να εύναι ρόμβοσ                                     
( 1ο  ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2017 )   
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9.59 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 5) , Β(1 , −1) , Γ(5  , 1) . Να βρεύτε :                                                                             
α) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΜ                                                                                                                                                     
β) την εξύςωςη του ύψουσ που φϋρουμε από την κορυφό Α                                                                                           
γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                ( 3ο  ΓΕΛ  ΓΑΛΑΣ΢ΙΟΤ 2017 )       

9.60  Δύνονται τα ςημεύα  Α(−1 , 0) , Β(−3 , −4) , Γ(3 , −2) του επιπϋδου                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ ςχηματύζουν τρύγωνο, το οπούο εύναι ορθογώνιο ςτο Α                                 
και ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                        
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                
δ) Να βρεύτε το μόκοσ του ύψουσ ΑΔ                     ( ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΨ΢Η LISARI 2017 ) 

9.61 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  B(−2 , 3) , ύψοσ  ΑΔ: y = x + 1 , και διϊμεςο ΑΜ ∶ y = −3x + 5 . Να βρεύτε:     
α) την κορυφό Α                                                                                                                                                                                  
β) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                                                     
γ) την κορυφό Γ                                                                                                                                                                             
δ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                            ( ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΨ΢Η Α΢ΚΗ΢ΟΠΟΛΙ΢ 2017 )       

9.62  Δύνεται η εξύςωςη  (3α − 5)x + (α − 3)y − 4α + 8 = 0  , α ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού α                                                                                      
β) Αν α > 2 , να βρεύτε ποια από τισ ευθεύεσ που παριςτϊνει η εξύςωςη (1) ιςαπϋχει                                               
από τα ςημεύα  Α(4 , −3) , Β(3 , 2)                                                                                                                                            
γ) Αν (δ) εύναι η ευθεύα που προκύπτει από την (1) για  α = 5 , και Γ εύναι το ςημεύο τομόσ με τον                    
ϊξονα y’y , να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                     ( ΓΕΛ  ΒΟΙΨΣΙΑ΢  2017 )      

9.63 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(2 , 3) , Β(−4 , 5) , Γ(5  , −6) . Ϊςτω Μ το μϋςο του ΑΒ και το ύψοσ ΓΔ          

α) Να υπολογιςτεύ το εςωτερικό γινόμενο  ΑΒ      ∙ ΓΜ                                                                                                               
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ ΓΔ                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                    ( ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2017 ) 

9.64 Δύνονται οι ευθεύεσ   ε1 : x + 2y + 3 = 0 , ε2 :  2x − y − 4 = 0                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ τϋμνονται κϊθετα και να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τουσ  Σ                                         
β) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  λ(x + 2y + 3) + λ2(2x − y − 4) = 0 (ε) παριςτϊνει ευθεύα για λ ≠ 0                    
και ςτη ςυνϋχεια ότι όλεσ οι ευθεύεσ αυτϋσ διϋρχονται από το Σ                                                                                                     
γ) Να βρεθεύ η ευθεύα (ε) η οπούα τϋμνει τουσ αρνητικούσ ημιϊξονεσ ςυντεταγμϋνων ςε ςημεύα Α και Β 
ώςτε το τρύγωνο ΟΑΒ να εύναι ιςοςκελϋσ          ( ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2017 ) 

9.65  Δύνονται τα ςημεύα  Α(5 , 1) , Β(1 , 3) . Να βρεύτε :                                                                                                                           
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ και την εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ                   
β) ςημεύο Γ του ϊξονα y’y τϋτοιο ώςτε το τρύγωνο ΑΒΓ να εύναι ιςοςκελϋσ ςτο Γ                                                       
γ) ςημεύο Μ του ϊξονα x’x  τϋτοιο ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ να εύναι 7 .                                                         
( ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2017 ) 

9.66 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   = (x − y , 1)  και  β  = (5x − 5y − 4 , x − y)                                          
α) Αν τα διανύςματα εύναι παρϊλληλα, να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων M(x , y) εύναι      
δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                                                                             
β) Αν οι παραπϊνω ευθεύεσ εύναι οι  ε1: x − y − 1 = 0 , ε2:  x − y − 4 = 0 τότε να βρεύτε :                                   
β1) το εμβαδόν του τετραγώνου του οπούου οι δύο πλευρϋσ βρύςκονται πϊνω ςτισ δύο προηγούμενεσ 
παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                                                                                     
β2) την μεςοπαρϊλληλη ευθεύα των δύο παραλλόλων ευθειών  ε1 , ε2     ( ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2017 ) 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 76 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 77 
 

 

9.67 Δύνονται οι ευθεύεσ   ε1 : 2κx − (1 + κ)y + 1 − 3κ = 0 , ε2 :  (1 + 3κ)x + (κ − 1)y2 − 6κ = 0                                                                                                                                            
α) Να εξετϊςετε αν υπϊρχει τιμό του κ ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι παρϊλληλεσ                                                             
β) Να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ για  κ = 1 τϋμνονται ςε ςημεύο Α το οπούο και να βρεύτε                                      
γ) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του κ η ευθεύα ε1 απϋχει από το Β(1 , −1) απόςταςη ύςη με 1                                 
δ) Να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ                       ( ΓΕΛ  ΛΕΦΑΙΟΤ  2017 )      

9.68  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 1) , Β(3 , 4) , Γ(4 , 6) . Να βρεύτε :                                                                     
α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                               
β) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ                                                                                                                                                  
γ) την εξύςωςη του ύψουσ από την κορυφό Α                                                                                                                    
δ) τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Α’  που εύναι το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ευθεύα ΒΓ , καθώσ και     
την εξύςωςη του κύκλου με διϊμετρο την ΑΑ’                  ( ΓΕΛ  ΜΕ΢΢ΗΝΙΑ΢  2017 )    

9.69 Δύνεται η εξύςωςη  2x + y + 1 + κ(x − y + 4) = 0 (1) και τα ςημεύα  Α(4 , 0), Β(1 , 2), Γ(−1, −1)                  
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του κ                                                                    
β) Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ ςχηματύζουν τρύγωνο, το οπούο εύναι ορθογώνιο                                 
και ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ                                                             
δ) Να βρεύτε την ευθεύα που προκύπτει από την (1) και εύναι παρϊλληλη προσ την βϊςη του ιςοςκελούσ  
ΒΓΑ και ςτη ςυνϋχεια να υπολογύςετε το ύψοσ του τραπεζύου που ςχηματύζεται.                                                           
( ΓΕΛ  ΜΗΛΟΤ  2017 )    

9.70  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , 1) , Β(−7 , −5) , Γ(−1 , 7) . Να βρεύτε :                                                                     
α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                           
β) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ καθώσ και την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                        
γ) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                  ( ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢  2017 )   

9.71  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(−1 , 1) , Β(4 , 1) , Γ(1 , 5)                                                                                                                   
α) Αν Μ μϋςο τησ ΑΓ , να δεύξετε ότι  ΒΜ : x + 2y = 6                                                                                                                                  
β) Δύνεται η εξύςωςη τησ ευθεύασ  ζ : 4x + 3y = −1 , η οπούα διϋρχεται από το Α και εύναι παρϊλληλη 
ςτην ευθεύα που διϋρχεται από τα Β και Γ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                   
β1) Σο ςημεύο τομόσ Δ των ευθειών ΒΜ και ζ  εύναι  Δ(−4 , 5)                                                                                                
β2) το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                                       
γ) Να βρεύτε την παρϊμετρο  p  και την εςτύα Ε τησ παραβολόσ  x2 = 2py , τησ οπούασ η διευθετούςα 
εύναι η οριζόντια ευθεύα που διϋρχεται από τα Α και Β .                    ( ΟΕΥΕ  2017 ) 

9.72  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(3 , 6) , Β(2 , 4) καθώσ και η διϊμεςοσ ΑΜ : x = 3  και η μεςοκϊθετοσ του 
τμόματοσ ΒΓ , (η): y = x  .  Να βρεύτε :                                                                                                                                                         
α) το μϋςο Μ τησ ΒΓ καθώσ και την κορυφό Γ                                                                                                                    
β) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                                                                                   
γ) την εξύςωςη του ύψουσ ΒΔ                                                                                                                                                                 
δ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                    ( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢  2017 ) 

9.73 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 2x − 2xy + 2y − 3 = 0    (1)                                                                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1: x − y − 3 = 0 , ε2: x − y + 1 = 0                                             
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ  ε1 , ε2                                                                                                    

γ) Αν   α   ∙ β  − 2 ∙ x − 2y +  α    − 2 = 0  εύναι ευθεύα παρϊλληλη ςτισ  ε1 , ε2   η οπούα διϋρχεται από την 

αρχό των αξόνων , να αποδεύξετε ότι  α   ∙ β  = 4  και   α    = 2                                                                                          

δ) Αν επιπλϋον ιςχύει   β   = d(ε1 , ε2)  να βρεύτε την γωνύα των διανυςμϊτων  α    , β                                                                     

( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢  2017 )     
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9.74  Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: x + y − 3 = 0 , ε2: x − 4y + 2 = 0                                                                                    
α) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Α των δύο ευθειών                                                                                                               
β) Να βρεύτε τισ ευθεύεσ που διϋρχονται από το Α(2 , 1) και απϋχουν από την αρχό των αξόνων 
απόςταςη ύςη με 2                                               ( ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2017 )         

9.75 α) Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , α) , Β(3 , 0) , Γ(−1 , 0)  , όπου α > 0 . Αν το εμβαδόν του τριγώνου  

εύναι  (ΑΒΓ) = 4 3 τ. μ.  , να βρεθεύ το α                                                                                                                                  

β) Αν α = 2 3  τότε να δεύξετε ότι το τρύγωνο εύναι ιςόπλευρο και να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ του 
τριγώνου από την κορυφό Γ                    ( ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2017 )         

9.76  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , −1) , Β(4 , 2) , Γ(0 , 6) . Να βρεύτε :                                                                      
α) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                            
β) το εύδοσ του τριγώνου ωσ προσ τισ γωνύεσ του                                                                                                              
γ) το εμβαδόν του τριγώνου   ΑΜΒ                                   ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ  2017 )       

9.77  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(1 , 2) , Β(−1 , 3) , Γ(5 , 1) . Να βρεύτε :                                                                      
α) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                            
β) την εξύςωςη τησ ΒΓ                                                                                                                                                                        
γ) το εμβαδόν του τριγώνου   ΑΒΓ                                   ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ  2017 )       

9.78 Δύνεται η εξύςωςη  (λ2 − 2λ)x + (λ2 − λ − 2)y + λ2 − 6λ + 8 = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                           
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                 
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε) που να διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                            
γ) Αν   ε: 4x + 5y = 0  να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η ευθεύα (ε) με την ευθεύα            
ζ : 4x − y = 24 και τον ϊξονα x’x              ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ  2017 ) 

9.79  Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 4) , Β(0 , −2) , Γ(4 , 0) . Να βρεύτε :                                                                                             
α) την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                               
β) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                          ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ  2017 ) 

********************************************************************************************************* 

9.80 Δύνονται οι ευθεύεσ ε1: y = 3,  ε2: 3 x + y – 5 = 0  και ϋςτω Α το ςημεύο τομόσ τουσ.                                                     

α) Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ του Α και να ςχεδιαςτούν οι ε1, ε2 ς’ ϋνα ορθοκανονικό ςύςτημα 
ςυντεταγμϋνων Oxy                                                                                                                                                                               
β) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ ε3 που εύναι παρϊλληλη ςτην ε2 και διϋρχεται απ’ την αρχό                                
των αξόνων.                                                                                                                                                                                                         
γ) Να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ε3 με τον ϊξονα x΄x και ςτη ςυνϋχεια να βρεθεύ η οξεύα 
γωνύα των ευθειών ε1 και ε2                                                                                                                                                             
δ)Να υπολογιςτεύ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ όπου Β το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ε2                                                    
με τον ϊξονα x΄x   ( ΚΑΖΟΤΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2018 ) 

9.81 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με κορυφϋσ τα ςημεύα Α(1 , 0) , Β(5 , −2) , Γ(3 , 4). Να βρεύτε :                                                  
α) Σο εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                                                                                                                     
β) Σην εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ .                                                                                                                                                    
γ) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ.                                                                                                                  
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου ςτο τρύγωνο ΑΒΓ .  ( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2018 ) 
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9.82 Θεωρούμε την οικογϋνεια των ευθειών :  ελ ∶  (λ − 1)x –  y +  λ =  0    (1)                                                                     
α) Να αποδειχθεύ ότι για κϊθε πραγματικό λ , η (1) παριςτϊνει ευθεύα.                                                                           
β) Να αποδειχθεύ ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ οικογϋνειασ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο του οπούου να 
βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ.                                                                                                                                  
γ)  Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ τησ οικογϋνειασ που ςχηματύζει με τουσ ϊξονεσ xx΄ και yy΄                 
ιςοςκελϋσ τρύγωνο.                ( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢  2018 ) 

9.83  Γίνονηαι οι εςθείερ                                                                            

ε1 : − 4x + 3y − 8 = 0  , ε2 : − 4x + 3y + 2 = 0 ,                               

οι όποιερ είναι παπάλληλερ και ηο οπθογώνιο ΑΒΓΓ                      

με εμβαδόν Ε = 10 . Ο κύκλορ C  έσει κένηπο ηο ζημείο Α      

ηο οποίο είναι ηο ζημείο ηομήρ ηηρ ε1 με ηον άξονα x′x                                               

α) Να ςπολογίζεηε ηιρ ζςνηεηαγμένερ ηος ζημείος Α                                  

β)Να βρεθεύ το μόκοσ του ευθύγραμμου τμόματοσ ΑΔ                             

γ) Αν ΑΔ = 2 να βπεθεί η εξίζωζη ηος κύκλος C                                                               

( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

 

9.84  Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ  με κορυφϋσ τα ςημεύα  Α(−2 , 4) , Β(2 ,6) , Γ(4 , 4).   Να βρεύτε:                                       
α) Σην  εξύςωςη του ύψουσ του τριγώνου ΑΒΓ που ϊγεται από την κορυφό Α.                                                           
β) Ση μεςοκϊθετο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ   ΒΓ .                                                                                                              
γ) Σο εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ .                                                                                                                                                 
δ) ΢ημεύο Δ τϋτοιο ώςτε το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ να εύναι παραλληλόγραμμο.                                                                                                                                                                                
ε) Σην  εξύςωςη τησ ευθεύασ  η οπούα διϋρχεται από το ςημεύο Α  και   απϋχει  από την αρχό των αξόνων 
απόςταςη ύςη με 2.                  ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 

9.85 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 1), Β(2 , 3), Γ(5 , 4) .                                                                                                                      
α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ και ςτη ςυνϋχεια να εξετϊςετε αν τα Α , Β , Γ                              
ςχηματύζουν τρύγωνο                                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ πϊνω ςτην οπούα βρύςκεται το ύψοσ ΓΗ του τριγώνου ΑΒΓ και να 
υπολογύςετε το μόκοσ του ύψουσ ΓΗ.                                                                                                                                           
γ) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Δ ώςτε το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ να εύναι παραλληλόγραμμο 
και ςτη ςυνϋχεια να υπολογύςετε το εμβαδόν του παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ.  ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

9.86  α) Να βρεύτε την ευθεύα ε που διϋρχεται από το ςημεύο  Α(−2 , 3) και εύναι κϊθετη                                      
ςτην ευθεύα  δ : 2x − 3y + 6 = 0 .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των ευθειών ε , δ .    ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 

9.87 Δύνεται η εξύςωςη :         2 2 2μ 2μ x μ μ 2 y μ 6μ 8 0, μ R 1                                                                                        

α) Να υπολογύςετε για ποιϋσ τιμϋσ του μ, η παραπϊνω εξύςωςη (1)  παριςτϊνει ευθεύα .                                                         
β) Για μ 2 , να αποδεύξετε ότι οι παραπϊνω ευθεύεσ διϋρχονται από το ύδιο ςημεύο, το οπούο να βρεύτε  

γ) Να βρεύτε ποιϊ από τισ ευθεύεσ που παριςτϊνονται από την (1) εύναι κϊθετη                                                  
ςτην ευθεύα 1ε :2x y 4 0    .                                                                                                                                                                     

δ) Αν 2ε : x 2y 3 0     η ζητούμενη ευθεύα του παραπϊνω ερωτόματοσ, να ςχεδιϊςετε τισ ευθεύεσ και 

ςτη ςυνϋχεια να υπολογύςετε το εμβαδό του τριγώνου που ςχηματύζουν οι ευθεύεσ ε1, ε2 και ο ϊξονασ x΄x 
( ΓΕΛ ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 2018 ) 
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9.88 Δύνεται η εξύςωςη   x2 − 2y2 + x ∙ y − 3x − 6y = 0 (1), x , y ∈ ℝ                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ του επιπϋδου.                                                                                                          

β) Αν η (1) παριςτϊνει τισ ευθεύεσ  1 2(ε ) : x y 3 0 , (ε ) : x 2y 0     .                                                                          

γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου  ΟΑΒ όπου Ο (0,0) , Α το ςημεύο τομόσ των ευθειών    1 2ε , ε                 

και  Β το ςημεύο όπου η  1ε τϋμνει τον y΄y.                                                                                                                             

δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  ( ζ ) η οπούα διϋρχεται από το ςημεύο Κ (0, −1) και χωρύζει το 
τρύγωνο ΟΑΒ ςε δύο ιςοεμβαδικϊ ςχόματα.         ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018 ) 

9.89  α) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Γ των ευθειών   ε1: 2x − 3y − 7 = 0  , ε2: x + 4y + 2 = 0 .                                
β) Αν Α(−5 , 0), Β(−4 , 17), Γ(2 , −1) εύναι κορυφϋσ τριγώνου , να βρεύτε :                                                                       
β1) την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                        
β2) την αμβλεύα γωνύα των ΑΜ και ΒΓ .                      ( 6Ο  ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2018 ) 

9.90 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 5), Β(−3 , 7), Γ(3 , 1) .                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι τα Α , Β , Γ ςχηματύζουν τρύγωνο .                                                                                                                
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ .                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο Α και εύναι παρϊλληλη ςτην ΒΓ.                                         
δ) Να υπολογύςετε την απόςταςη τησ ευθεύασ (ε) από την ΒΓ .      ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 

9.91 Δύνεται η εξύςωςη  (λ + 3)x + (2λ − 1)y − 5λ − 1 = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο  Μ                                                                                
γ) Από τισ παραπϊνω ευθεύεσ να βρεύτε εκεύνη που εύναι παρϊλληλη ςτην  δ: x + y = 2018                                       
δ) Να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΜΑ , όπου Α το ςημεύο τομόσ τησ δ με τον ϊξονα x’x                     
( ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2018 ) 

9.92 Η ευθεύα  ε: λx − 3y + λ − 3 = 0 απϋχει από το ςημεύο  Μ(0 , 2) απόςταςη ύςη με 1 .                                                                                
α) Να δεύξετε ότι  λ = 4                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε ςημεύο του ϊξονα x’x το οπούο να ιςαπϋχει από την ευθεύα ε και το ςημεύο Ν(2 , −3)                       
γ) Θεωρούμε επύςησ τα ςημεύα  Α(α , β), Β(−2α , 4 − 3β), Γ(5 , 2) . Αν τα ςημεύα Α, Β ανόκουν ςτην                   
ευθεύα  ε  , να βρεύτε :                                                                                                                                                                        
γ1) τουσ αριθμούσ α , β                                                                                                                                                                                  
γ2) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                      ( ΜΟΤ΢ΙΚΟ ΢ΦΟΛΕΙΟ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 

9.93  Δύνονται τα ςημεύα  Α(3 , 2), Β(−1 , 4), Γ(5 , −2) .                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ότι τα  Α , Β , Γ  ςχηματύζουν τρύγωνο                                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                     
β1) το μόκοσ τησ διαμϋςου ΒΜ                                                                                                                                                            
β2) την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Α και εύναι κϊθετη ςτην ΒΓ                                                            
β3) την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην ΒΓ   ( ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 

9.94 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Γ(3 , −1),διϊμεςο ΑΜ: 2x + 3y − 2 = 0,ύψοσ  ΑΔ:  x + y − 1 = 0 Να βρεύτε :  
α) την κορυφό Α                                                                                                                                                                            
β) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΒΓ                                                                                                                                                                  
γ) την κορυφό Β                                                                                                                                                                           
δ) το μόκοσ του ύψουσ ΑΔ καθώσ και το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΜ .   ( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2018 ) 

********************************************************************************************************** 
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9.95  Δύνεται η εξύςωςη  λx − (λ + 1)y + 2 = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο  Μ                                                                                
γ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε η ευθεύα (1) να ςχηματύζει με τουσ ϊξονεσ τρύγωνο εμβαδού 4 τ.μ.                                          
( 6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2019 ) 

9.96 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Β(−1 , 0) και ςημεύο Δ(3 , 4) τησ ΒΓ ώςτε να ιςχύει   ΒΔ      = 2 ΔΓ                                         
α) Να δεύξετε ότι Γ(5 , 6)                                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοκϊθετησ του τμόματοσ ΒΔ                                                                                         
γ) Αν η κορυφό Α του τριγώνου βρύςκεται ςτον ϊξονα y’y  και (ΑΒΓ) = 12 τ. μ. , να βρεύτε το Α                                            
( 1ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2019 ) 

9.97 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−4 , 4) , Β(5 , 1) , Γ(−3 , −3)                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι τα Α , Β , Γ ςχηματύζουν τρύγωνο                                                                                                                                        
β) Να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                              
δ) Να υπολογύςετε τη γωνύα Β του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                          
ε) Να βρεθούν τα ςημεύα Η πϊνω ςτην ευθεύα του ύψουσ ΑΔ ώςτε  ΗΒ⊥ ΗΓ     ( 2ο ΓΕΛ ΚΕΡΚΤΡΑ΢ 2019 ) 

9.98 Δύνεται η εξύςωςη  (κ + 1)x + (κ − 1)y + 4κ + 2 = 0  , κ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού κ                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο  ΢                                                                                
γ) Να βρεύτε για ποια τιμό του κ η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                                                     
δ) Να βρεύτε την ευθεύα (ε) τησ (1) που εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  η: x + 2y + 5 = 0                                                             
(ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ ΛΕ΢ΒΟΤ 2019 ) 

9.99 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 0) και Β(0 , 3)                                                                                                                                    
α) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ. Αν επιπλϋον Γ(1 , 2) να βρεύτε :                                                                                       
β) την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Γ και εύναι κϊθετη ςτην ΑΒ                                                                                
γ) την προβολό του Γ πϊνω ςτην ΑΒ                                                                                                                                                             
δ) το ςυμμετρικό του Γ ωσ προσ την ευθεύα ΑΒ      (ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢ 2019 ) 

9.100 Σο ςημεύο Α(3 , 2) εύναι μια κορυφό του τετραγώνου ΑΒΓΔ του οπούου η μια διαγώνιοσ εύναι               
ςτην ευθεύα  x + y − 1 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                                                                
α) την εξύςωςη τησ ϊλλησ διαγωνύου του τετραγώνου                                                                                                                                
β) το κϋντρο του τετραγώνου Κ , καθώσ και την κορυφό Γ                                                                                                                 
γ) την εξύςωςη του κύκλου που διϋρχεται από τισ κορυφϋσ του ΑΒΓΔ     ( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2019 ) 

9.101 Δύνεται η εξύςωςη  (μ − 1)x − μy + 2 − μ = 0  , μ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα (εμ) για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού μ και ότι όλεσ οι 

ευθεύεσ που ανόκουν ςτην (1) διϋρχονται από ϋνα ςταθερό ςημεύο  , το οπούο και να βρεύτε                                     
β) Να βρεύτε ςτισ εξόσ περιπτώςεισ την εξύςωςη τησ ευθεύασ   (εμ)  :                                                                                  

β1) ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x γωνύα 1350                                                                                                                                      
β2) διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                                                                                                                   
γ) Τπϊρχει αριθμόσ  μ  ϋτςι ώςτε η ευθεύα  (εμ) να εύναι διευθετούςα τησ παραβολόσ y2 = 8x  ;                     

δ) Να δεύξετε ότι η απόςταςη του Γ(3 , 2) από την  (εμ)  εύναι   
1

  2 μ−
1

2
 

2
+ 

1

2
 

   και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε 

το μ αν η απόςταςη αυτό εύναι μϋγιςτη       ( 1ο ΓΕΛ ΑΜΑΡΟΤ΢ΙΟΤ 2019 )                                         
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Εξύςωςη Κύκλου με Κϋντρο την Αρχό των Αξόνων 

Ο κύκλοσ με κϋντρο το ςημεύο Ο(0 , 0) και ακτύνα ρ ϋχει εξύςωςη : 

𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝛒𝟐 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ  3 

Κωνικέσ  Σομέσ 

 

 

 

 

 

 

Κύκλοσ  εύναι το ςύνολο των ςημεύων του επιπϋδου που απϋχουν ςταθερό απόςταςη από ςταθερό ςημεύο του 
επιπϋδου αυτού .                                                                                                                                                                                          
Σο ςταθερό ςημεύο λϋγεται  κϋντρο  και η ςταθερό απόςταςη  ακτύνα  του κύκλου . 

 

 

 

 

 

Πρϊγματι :                                                                                                                             

Θεωρούμε ςημεύο Μ(x , y) του κύκλου , τότε θα απϋχει από                                            

το κϋντρο Ο απόςταςη ύςη με την ακτύνα ρ . Δηλαδό :                                                      

(ΟΜ) = ρ ⇔   x2 + y2 = ρ ⇔  x2 + y2 = ρ2 . 

 

 

 

 

10.  Ο  Κύκλοσ 
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Εξύςωςη Κύκλου με Κϋντρο Συχαύο ΢ημεύο 

Ο κύκλοσ με κϋντρο το ςημεύο Κ (𝐱𝟎, 𝐲𝟎)  και ακτύνα ρ ϋχει εξύςωςη : 

(𝐱 − 𝐱𝟎)𝟐 + (𝐲 − 𝐲𝟎)𝟐 = 𝛒𝟐 

Η Εξύςωςη  𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐀𝐱 + 𝐁𝐲 + 𝚪 = 𝟎 

Κϊθε κύκλοσ ϋχει εξύςωςη τησ μορφόσ 

𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐀𝐱 + 𝐁𝐲 + 𝚪 = 𝟎  με  𝚨𝟐 + 𝚩𝟐 − 𝟒𝚪 > 0    (1) 

και αντιςτρόφωσ κϊθε εξύςωςη τησ μορφόσ (1) παριςτϊνει κύκλο . 

 

 

 

 

Πρϊγματι :                                                                                                                             

Θεωρούμε ςημεύο Μ(x , y) του κύκλου , τότε θα απϋχει από                                            

το κϋντρο Κ απόςταςη ύςη με την ακτύνα ρ . Δηλαδό :                                                 

(ΚΜ) = ρ ⇔  (x − x0)2 + (y − y0)2 = ρ ⇔ (x − x0)2 + (y − y0)2 = ρ2                                                    

 

 

 

 

 

 

 

ΟΡΘΟ :  Θεωρούμε τον κύκλο με εξύςωςη  (x − x0)2 + (y − y0)2 = ρ2 . Θα αποδεύξουμε ότι γρϊφεται όπωσ η (1) .   
Εύναι :   (x − x0)2 + (y − y0)2 = ρ2 ⇔ x2 − 2xx0 + x0

2 + y2 − 2yy0 + y0
2 = ρ2 ⇔                                                                                                       

⇔  x2 + y2 − 2x0x − 2y0y + ( x0
2+y0

2 − ρ2) = 0                                                                                                                                  
Ωρα o κύκλοσ για  A = −2x0 , B = −2y0  και  Γ = x0

2+y0
2 − ρ2   παύρνει την μορφό  x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0       

 

ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΟ :  Θα αποδεύξουμε ότι η εξύςωςη  x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0  παριςτϊνει κύκλο . Πρϊγματι :                 

x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0 ⇔ (x2 + Ax) + (y2 + By) = −Γ ⇔  x2 + 2
A

2
x +

A2

4
 +  y2 + 2

B

2
y +

B2

4
 = −Γ +

Α2

4
+

Β2

4
  

⇔   x +
A

2
 

2
+  y +

B

2
 

2
 = 

Α2+Β2−4Γ

4
   . Επομϋνωσ :                                                                                                                         

α) Αν  Α2 + Β2 − 4Γ > 0  τότε η (1) παριςτϊνει κύκλο με κϋντρο Κ  −Α
2

 ,− Β
2
  και ακτύνα  ρ = 

 Α2+Β2−4Γ

2
         

β) Αν  Α2 + Β2 − 4Γ = 0  τότε η (1) παριςτϊνει ϋνα μόνο ςημεύο, το Κ  − Α
2

 ,−Β
2
                                                  

γ) Αν  Α2 + Β2 − 4Γ < 0  τότε η (1) εύναι αδύνατη . 
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Εξύςωςη Εφαπτομϋνησ Κύκλου με Κϋντρο την Αρχό των Αξόνων 

Η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του  κύκλου  𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝛒𝟐 ςτο ςημεύο του Α(𝐱𝟏, 𝐲𝟏) 

εύναι :  

   : 
𝐱 ∙ 𝐱𝟏 + 𝐲 ∙ 𝐲𝟏 = 𝛒𝟐 

 

 

 

Θεωρούμε ϋνα τυχαύο ςημεύο Μ(x , y) τησ εφαπτομϋνησ (ε)                                    

Σότε θα εύναι :  ΟΑ      ⊥ ΑΜ        ⇔ ΟΑ      ∙ ΑΜ       = 0  (1)                                                                                   

Επύςησ  ΟΑ      = (x1 , y1)  και  ΑΜ       = (x − x1 , y − y1)                                                                          
Ωρα (1) ⇒ (x1 , y1) ∙ (x − x1 , y − y1) = 0 ⇔                                                                               
⇔ x1 ∙ (x − x1) + y1 ∙ (y − y1) = 0 ⇔ x ∙ x1 − x1

2 + y ∙ y1 − y1
2 = 0        

⇔  x ∙ x1 + y ∙ y1 = x1
2 + y1

2  ⇔  x ∙ x1 + y ∙ y1 = ρ2                                     
αφοφ το ςθμείο  Α(x1 , y1) ανόκει ςτον κύκλο   x2 + y2 = ρ2                         
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Εύρεςη  Εξύςωςησ  Κύκλου 

Αςκήςεισ 
 

 

 

 

 

 

10.1 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου ςτισ παρακϊτω περιπτώςεισ :                                                                                          

α) με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ύςη με 6                                                                                                                    

β) με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ύςη με 4                                                                                                                   

γ) με κϋντρο Κ(4 , 6) και ακτύνα 2                                                                                                                                                             

δ) με κϋντρο Κ(2 , −3) και ακτύνα 4                                                                                                                                                        

ε) με κϋντρο Κ(2 , 0) και ακτύνα 5                                                                                                                                                             

ζ) με κϋντρο Κ(−5 , 0) και ακτύνα 7 

10.2  Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα των παρακϊτω κύκλων :                                                                                                   

α) x2 + y2 = 25              β) x2 + y2 = 49            γ) (x − 4)2 + (y − 5)2 = 16              δ) (x + 3)2 + (y − 2)2 = 4                

ε)   x2 + (y + 1)2 = 4                      ζ) (x − 2)2 + y2 = 9                      

10.3  Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο την αρχό των αξόνων και                                                                               

α) διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(−6 , 8)                                                                                                                                                    

β) εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 2x − y + 5 = 0 

10.4  Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο την αρχό των αξόνων και                                                                               

α) διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(−1 , 2)                                                                                                                                                    

β) εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 3x − 4y + 15 = 0       

10.5  Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο την αρχό των αξόνων και                                                                               

α) διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(−2 , 1)                                                                                                                                                    

β) εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 4x − 3y + 10 = 0   

10.6 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ χορδόσ του κύκλου  x2 + y2 = 4 που ϋχει μϋςο το ςημεύο   Μ(1 , −1)                                  

(΢χολικό ) 

10.7 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ χορδόσ του κύκλου  x2 + y2 = 100 που ϋχει μϋςο το ςημεύο   Μ(−3 , 1)                                              

και ςτη ςυνϋχεια το μόκοσ τησ παραπϊνω χορδόσ.                                  

10.8 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(−2 , 3) και διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 , 7)  

10.9 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(−1 , 0) και διϋρχεται από το ςημεύο Α(−2 , −1)  

10.10 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(−4 , 1) και εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 3x − 4y + 1 = 0   

10.11 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(0 , −3) και εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 5x − 12y − 10 = 0   

10.12 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(1 , 2) και εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε : 4x + 3y + 5 = 0   

10.13 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που εύναι ομόκεντροσ του κύκλου  (x − 1)2 + (y + 2)2 = 3                                

και εφϊπτεται τησ ευθεύασ  ε : 3x − 4y + 4 = 0   
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Η  Εξύςωςη  𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐀𝐱 + 𝐁𝐲 + 𝚪 = 𝟎   

 

10.14 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο το τμόμα ΑΒ με Α(−2 , −1)  και  Β(6 , 3) 

10.15 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο το τμόμα ΑΒ με Α(−1 , 3)  και  Β(5 , 1) 

10.16 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο το τμόμα ΑΒ με Α(5 , −1)  και  Β(−1 , 7) 

10.17 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Κ(5 , −3)  και εφϊπτεται ςτον :  α) ϊξονα x’x    β) ϊξονα y’y 

10.18  Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου όταν :                                                                                                                                       
α) ϋχει κϋντρο Κ(1 , −3)  και εφϊπτεται ςτον  ϊξονα x’x                                                                                                                  
β) εφϊπτεται ςτον ϊξονα  y’y ςτο ςημεύο Α(0 , 3) και το κϋντρο του βρύςκεται ςτην ευθεύα ε : y = 2x  

10.19 Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ με  Α(−2 , 1) , Β(1 , 0)  και  Γ(1 , 4)   

10.20 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−3 , 2) , Β(6 , −4)  και  Γ(−5 , −1)                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο ςτο Α                                                                                                                
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ 

10.21 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 4) , Β(−2 , 3)  και  Γ(4 , −5)                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο ςτο Α                                                                                                                
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ  

 

 

10.22  Να βρεύτε τι παριςτϊνει καθεμιϊ από τισ παρακϊτω εξιςώςεισ :                                                                                              
α) x2 + y2 + 8x − 2y + 1 = 0              β) x2 + y2 − 6x + 10y + 34 = 0           γ) x2 + y2 − 4x + 2y + 10 = 0   

10.23 Να δεύξετε ότι οι παρακϊτω εξιςώςεισ παριςτϊνουν κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα τουσ .             
α) x2 + y2 − 10x + 2y + 22 = 0         β)  x2 + y2 + 6x + 8 = 0              γ) 2x2 + 2y2 − 4x + 1 = 0               

10.24 Να δεύξετε ότι οι παρακϊτω εξιςώςεισ παριςτϊνουν κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα τουσ .             
α) x(x − 1) + (y + 1)(y − 3) = 0                 β) (2x − 1)2 + (2y + 3)2 = 4 

10.25 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο τη διϊκεντρο των κύκλων  C1: 4x2 + 4y2 = 1                       
και  C2: (x − 1)(x + 3) + y(y − 2) = 0 

10.26 Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που διϋρχεται από τα ςημεύα  Δ(1 , 1) , Ε(0 , 2)  και  Ζ(−1 , 1)                                       
και να αποδεύξετε ότι ο κύκλοσ αυτόσ εφϊπτεται ςτον ϊξονα  x’x 

10.27 Να αποδεύξετε ότι καθϋνασ από τουσ κύκλουσ  C1: x2 + y2 − 6x − 2y − 15 = 0 , C2: x2 + y2 + 6y − 16 = 0           
διϋρχεται από το κϋντρο του ϊλλου . 

10.28 Να βρεθεύ η εξύςωςη ενόσ κύκλου που εύναι ομόκεντροσ με τον  C : x2 + y2 − 2x + 4y − 5 = 0 και :                          
α) ϋχει διπλϊςια ακτύνα από αυτόν                                                                                                                                                          
β) εφϊπτεται τησ ευθεύασ  y = −x + 1                                                                                                                                                    
γ) διϋρχεται από το ςημεύο Α(3 , 4) 

10.29 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2x + 4y = 0      (1)                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                           
β) Να βρεύτε την ευθεύα πϊνω ςτην οπούα βρύςκεται η διϊμετροσ του προηγούμενου κύκλου που εύναι κϊθετη 
ςτην ζ :2x + y + 2017 = 0                                                                                                                                                                           
γ) Να βρεύτε τα ϊκρα τησ παραπϊνω διαμϋτρου 

10.30  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ , ώςτε καθεμιϊ από τισ παρακϊτω εξιςώςεισ παριςτϊνει κύκλο και μετϊ ,                                      
να βρεύτε  το κϋντρο και την ακτύνα τουσ .                                                                                                                                                                 
α)  x2 + y2 + 2λx − 4λy + 6λ2 − 1 = 0                           β) x2 + y2 + 2λy − λ − 1 = 0                 
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10.31 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + 2λ − 1 = 0   (1)                                                                                                                   
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο                                                                                                         
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων που ορύζονται από την (1) 

10.32  Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + λx + (λ + 2)y + λ − 1 = 0   (1)                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Να βρεύτε για ποια τιμό του  λ ∈ ℝ  το κϋντρο του κύκλου τησ (1) ανόκει ςτην ευθεύα  ε : 2x − 5y − 8 = 0              

γ) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ακτύνα του κύκλου τησ (1) εύναι 2 5                   

10.33 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + (λ − 1)x + (3 − λ)y − 2λ − 1 = 0   (1)                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων τησ (1) για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ανόκουν ςε ευθεύα                   
γ) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ   ο κύκλοσ τησ (1) ϋχει ακτύνα ύςη με 4  

10.34 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + λx + (2 − λ)y + λ + 7 = 0   (1)                                                                                                   
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο                                                                                                         

β) Ϊςτω ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο του οπούου το κϋντρο Κ απϋχει από την ε : 3x + 4y + 5 = 0  απόςταςη   
2

5
          

Να βρεύτε το λ , καθώσ και την εξύςωςη του κύκλου C που εύναι ομόκεντροσ με τον κύκλο τησ εξύςωςησ (1)                
και διϋρχεται από το ςημεύο Α(−5 , 2) 

10.35 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + 4λ2 = 4λ(x + y)   (1)                                                                                                                               
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο . Ποιο το κϋντρο και ποια η ακτύνα του κύκλου ;   
β) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων τησ (1) για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ανόκουν ςε ευθεύα                   
γ) Να αποδεύξετε ότι οι παραπϊνω κύκλοι εφϊπτονται ςτουσ ϊξονεσ  x’x  και  y’y                                                                                                         

10.36 Δύνεται η εξύςωςη   (x − 1)2 + (y + 3)2 − 20 + λ(3x + y − 10) = 0    (1)                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι τησ εξύςωςησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα Α και Β                                          
γ) Ϊςτω ότι το κϋντρο Κ του κύκλου C που παριςτϊνει η εξύςωςη (1) ανόκει ςτην ευθεύα ζ : 2x + y + 8 = 0  .            
Να βρεύτε το λ και ςτη ςυνϋχεια το εμβαδό του τριγώνου ΑΚΒ . 

10.37 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 4λx + 2λy − 5 = 0   (1)                                                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα           
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων                                                                                                       
γ) Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι τησ εξύςωςησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα                                                       
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ όλων των κύκλων τησ (1) 

10.38 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx − 2λy + 4λ − 2 = 0   (1)                                                                                                             
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο                                                                                                         
β) Να δεύξετε ότι όλοι οι παραπϊνω κύκλοι διϋρχονται από ϋνα ςταθερό ςημεύο , το οπούο και να βρεύτε . 

10.39 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 5 = 2λ(x − 1)   ,  λ ∈ ℝ    (1)                                                                                                       
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα           
β) Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι τησ εξύςωςησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα                                                       
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ όλων των κύκλων τησ  (1) 
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Εύρεςη  Εφαπτομϋνησ  Κύκλου 

 

 

 

10.40 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου  x2 + y2 = 25 ςτα ςημεύα του Α(−2 , 3) και Β(1 , 4) 

10. 41 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου  x2 + y2 = 5  ςτισ παρακϊτω περιπτώςεισ:                                                                            
α) όταν εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 2x + 3                                                                                                                              

β) όταν εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  y =  
1

2
 x                                                                                                                                           

γ)  όταν διϋρχεται από το ςημεύο Α(5 , 0)                       ( ΢χολικό )    

10.42 Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου  x2 + y2 = 5 που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα δ : x + 2y − 21 = 0    

10.43 Δύνεται ο κύκλοσ C που ϋχει κϋντρο την αρχό των αξόνων και εφϊπτεται ςτην ευθεύα δ : 3x − 4y − 50 = 0  .      
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                               
α) την εξύςωςη του κύκλου C                                                                                                                                                                                 
β) τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου C  που διϋρχονται από το ςημεύο Κ(−10 , 20) 

10.44 Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου  x2 + y2 = 20 όταν :                                                                                                                                
α) εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ : 2x + y − 2017 = 0                                                                                                                              
β) διϋρχονται από το ςημεύο Μ(−2 , 6) 

10.45 Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου  x2 + y2 = 10 όταν :                                                                                                   
α) εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ : 3x − y + 7 = 0                                                                                                                              
β) διϋρχονται από το ςημεύο Μ(10 , 0) 

10.46 Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου  x2 + y2 = 20  που ςχηματύζουν με τουσ θετικούσ ημιϊξονεσ                       
τρύγωνο με εμβαδό ύςο με 25 τ.μ.  

10.47 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου x2 + y2 − 2x + 4y + 4 = 0 ςτο ςημεύο του  Α(1 , −1)          
(΢χολικό)          

10.48 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου x2 + y2 − 2y − 24 = 0 ςτο ςημεύο του  Α(−3 , 5)           

10.49 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−4 , 3) και Β(4 , −3). Να βρεύτε :                                                                                                                                     
α) την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο την ΑΒ                                                                                                                      
β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του προηγούμενου κύκλου ςτο ςημεύο Α 

10.50 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 6x + 8y − 24 = 0                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο  Α(10 , −4)   

10.51 Δύνεται ο κύκλοσ  C : (x − 3)2 + (y − 2)2 = 25.  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ του κύκλου C                
ςτο ςημεύο του   Α(−1 , 5)       

10.52 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2x − 6y + 6 = 0                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Αν το ςημεύο Α(μ ,3) με μ < 0  ανόκει ςτον κύκλο , τότε να βρεύτε το μ και την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του    
κύκλου ςτο Α .            

10.53 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 6x − 8y = 0                                                                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ Α και Β του παραπϊνω κύκλου με τον ϊξονα  y’y                                                                       
γ) Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου ςτα ςημεύα αυτϊ καθώσ και το ςημεύο τομόσ των δύο εφαπτομϋνων 
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10.54 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 4x + 2y + 3 = 0                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που διϋρχονται από το ςημεύο Μ(2 , 1) 

10.55 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2x − 4y − 20 = 0                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο  Μ(−6 , −8)  εύναι εξωτερικό του κύκλου                                                                                    
γ) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που διϋρχονται από το ςημεύο  Μ                   

10.56 Δύνονται τα ςημεύα  Α(0 , 5) και Β(−2 , −1). Να βρεύτε :                                                                                                                                     
α) την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει διϊμετρο την ΑΒ                                                                                                                      
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα ΑΒ 

10.57 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2x − 4y + 3 = 0                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα  ε : x − 2y − 1 = 0   

10.58 Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου   C : (x − 2)2 + (y + 1)2 = 5  που εύναι παρϊλληλη                   
ςτην ευθεύα  δ : y = 2x + 2017     

10.59 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + λx + (4 − λ)y − 2λ − 14 = 0   (1)                                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Ϊςτω ότι το κϋντρο του κύκλου που παριςτϊνει η (1) ανόκει ςτην ευθεύα  ε : 5x + 3y + 4 = 0  . Να βρεύτε :          
β1) τον αριθμό λ καθώσ και το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                              
β2) τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου C που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ : 4x + 2y − 2017 = 0                                             
β3) τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου C που διϋρχονται από το ςημεύο  Ρ(−1 , 3)                

10.60 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 + λx + (2λ − 4)y − 4λ − 1 = 0   (1)                                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων τησ (1) για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  ανόκουν ςε ευθεύα ε .                   
γ) Αν ο κύκλοσ C που παριςτϊνει η (1) διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 , 2) τότε να βρεύτε :                                                     
γ1) τον αριθμό λ  καθώσ και το κϋντρο Κ και την ακτύνα ρ του κύκλου C                                                                                              
γ2) την εφαπτομϋνη του κύκλου C ςτο ςημεύο του Α                                                                                                                              
γ3) τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου C που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα ε    

10.61 Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  ε : y = x − 4 εφϊπτεται του κύκλου  C : x2 + y2 − 4x + 2 = 0  και να βρεύτε το 
ςημεύο επαφόσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

10.62 Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  xςυνφ + yημφ = 4ημφ − 2ςυνφ + 4  εφϊπτεται του κύκλου                                                                               
x2 + y2 + 4x − 8y + 4 = 0                           (΢χολικό)         

10.63 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 10y + 16 = 0                                                                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα        
β) Από τισ ευθεύεσ που διϋρχονται από την αρχό των αξόνων να προςδιορύςετε εκεύνεσ που εφϊπτονται του            
παραπϊνω κύκλου                                    

10.64 Να βρεθούν οι κοινϋσ εφαπτόμενεσ των κύκλων  C1 ∶ x2 + y2 = 4  και  C2 ∶ (x − 5)2 + y2 = 25                         

10.65 Να βρεθούν οι κοινϋσ εφαπτόμενεσ των κύκλων  C1 ∶ x2 + y2 = 1  και  C2 ∶ (x − 4)2 + y2 = 4                         

10.66 Να βρεθούν οι κοινϋσ εφαπτόμενεσ των κύκλων  C1 ∶ x2 + y2 = 25  και  C2 ∶ (x − 3)2 + (y − 6)2 = 4                         
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΢χετικϋσ  Θϋςεισ  Κύκλων – Ευθειών - ΢ημεύων 

 

 

 

10.67 Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη του κύκλου  C : x2 + y2 = 4  ωσ προσ :                                                                                            
α) το ςημεύο Μ(1 , 3)                                                                                                                                                                                     
β) την ευθεύα  ε : 3x + 4y − 5 = 0                                                                                                                                                            
γ) τον κύκλο   C1 ∶ (x − 3)2 + y2 = 1                                 

10.68 Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη του κύκλου  C : x2 + y2 − 4y = 0  ωσ προσ  τα ςημεύα Α  3 , 3  , Β(1 , 3) , Γ(2 , 1)  

10.69  Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη του κύκλου  C : x2 + y2 − 2x = 0  ωσ προσ τισ ευθεύεσ :                                                        
α)  ε : 3x − 4y + 3 = 0                            β)  δ : 3x − 4y + 1 = 0                      γ)  ζ : 3x − 4y + 2 = 0             

10.70 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 − 6x + 8y = 0   και   C2 ∶ x2 + y2 − 8x − 6y + 16 = 0                                                   
α) Να βρεύτε τα κϋντρα και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι τϋμνονται                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε την κοινό χορδό των δύο κύκλων 

10.71 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 2x + 6y − 6 = 0   και   C2 ∶ x2 + y2 − 2x − 4y − 4 = 0                                                   
α) Να βρεύτε τα κϋντρα και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι τϋμνονται                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε την κοινό χορδό των δύο κύκλων       

10.72 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 2x + 6y + 1 = 0   και   C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 2y + 1 = 0                                                   
α) Να βρεύτε τα κϋντρα και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι εφϊπτονται εξωτερικϊ                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ των δύο κύκλων                                                                                                                                 
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων           

10.73 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 − 2x − 2y = 0   και   C2 ∶ x2 + y2 − 10x − 10y + 32 = 0                                                   
α) Να βρεύτε τα κϋντρα και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι εφϊπτονται εξωτερικϊ                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ των δύο κύκλων                                                                                                                                 
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων   

10.74  Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 − 6x − 8y = 0  και ο κύκλοσ  C2  που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Κ(−6 , −8)                          
και  εφϊπτεται εξωτερικϊ ςτον κύκλο   C1 . Να βρεύτε :                                                                                                                            
α) την εξύςωςη του κύκλου  C2                                                                                                                                                                   
β) το ςημεύο επαφόσ των δύο κύκλων                                                                                                                                                     
γ) την  εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων   

10.75 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 10x − 2y + 6 = 0  και ο κύκλοσ  C2  που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Κ(1 , 4)                        
και  εφϊπτεται εξωτερικϊ ςτον κύκλο   C1 . Να βρεύτε :                                                                                                                            
α) την εξύςωςη του κύκλου  C2                                                                                                                                                                   
β) το ςημεύο επαφόσ των δύο κύκλων                                                                                                                                                     
γ) την  εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

10.76 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 10x − 20y + 120 = 0  και ο κύκλοσ  C2  που ϋχει κϋντρο την αρχό των 
αξόνων και διϋρχεται από το κϋντρο του κύκλου C1 . Να βρεύτε :                                                                                                  
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C1                                                                                                                                            
β) την εξύςωςη του κύκλου  C2                                                                                                                                                                  
γ) τισ κοινϋσ εφαπτόμενεσ των δύο κύκλων  
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Γεωμετρικού  Σόποι 

 

Μϋγιςτο – Ελϊχιςτο  ςτον  Κύκλο 

 

 

10.77 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 2x + 16y + 20 = 0  και ο κύκλοσ  C2  που ϋχει διϊμετρο το ευθύγραμμο 
τμόμα ΑΒ με  Α(−1 , 2)  και  Β(1 , −2) .                                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C1                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου  C2                                                                                                                                                                  
γ) Να αποδεύξετε ότι οι δύο κύκλοι τϋμνονται                                                                                                                                                         
δ) Να βρεύτε τισ κοινϋσ εφαπτόμενεσ των δύο κύκλων 

 

 

 

10.78 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(ημθ − 4 , ςυνθ + 2)  με  θ ∈ ℝ . Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ κινούνται                                
ςε κύκλο του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα 

10.79 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(2ημθ , −2ςυνθ)  με  θ ∈ ℝ . Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ . 

10.80 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(1 + 3ημθ , 3ςυνθ + 2)  με  θ ∈ ℝ . Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ . 

10.81 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(1 + 2ςυνθ , 3 − 2ημθ)  με  θ ∈ ℝ . Να βρεύτε που κινούνται τα ςημεύα Μ . 

10.82 Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των κύκλων  C : x2 + y2 + (4λ + 8)x − (12λ − 28)y − 15 = 0    

10.83 Δύνονται τα ςημεύα  Α(1 , 2) και Β(3 , 2) . Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ του επιπϋδου                             

για τα οπούα ιςχύει :   ΜΑ        
2

+  ΜΒ        
2

= 4  

10.84 Δύνονται τα ςημεύα  Α(4 , −3)  και  Β(−2 , −5). Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ του επιπϋδου 

για τα οπούα ιςχύει :   ΜΑ        
2

+  ΜΒ        
2

= 70  

10.85 Δύνονται τα ςημεύα  Α(4 , −1)  και  Β(−2 , 7). Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ του επιπϋδου ,  
για τα οπούα το τρύγωνο ΑΜΒ εύναι ορθογώνιο ςτο Μ . 

10.86 Δύνονται τα ςημεύα  Α(x , y) , Β(3 , 2) και  Γ(1 , 0 ). Αν τα ςημεύα αυτϊ ςχηματύζουν ορθογώνιο τρύγωνο με             
υποτεύνουςα τη ΒΓ , τότε :                                                                                                                                                                              
α) να αποδεύξετε ότι το ςημεύο Α κινεύται ςε κύκλο                                                                                                                               
β) να βρεύτε το Α ώςτε το τρύγωνο ΑΒΓ να εύναι ιςοςκελϋσ                

10.87 Δύνονται τα ςημεύα  Α(−2 , 0)  και  Β(2 , 0). Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ του επιπϋδου        

για τα οπούα ιςχύει :  ΑΜ       2 + ΒΜ       2 = 3 ∙ ΑΜ       ∙ ΒΜ                                    

 

 

 

10.88 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 + 6x + 2y + 6 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                  
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                                                                            
β) τη μϋγιςτη απόςταςη που μπορούν να απϋχουν δύο ςημεύα του κύκλου C                                                                           
γ) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει το ςημεύο Α(1 , 2) από ϋνα ςημεύο του κύκλου C 

10.89 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 − 6x − 8y + 16 = 0 . Να βρεύτε :                                                                                                  
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                                                                            
β) τη μϋγιςτη απόςταςη που μπορούν να απϋχουν δύο ςημεύα του κύκλου C                                                                           
γ) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη που απϋχει η αρχό των αξόνων  από ϋνα ςημεύο του κύκλου C 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 91 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 92 
 

 

10.90 Δύνεται ο κύκλοσ   C : (x − 2)2 + (y + 1)2 = 9  . Να βρεύτε :                                                                                                        
α) τη μϋγιςτη απόςταςη που μπορούν να απϋχουν δύο ςημεύα του κύκλου C                                                                          
β) τη ςχετικό θϋςη του ςημεύου Α(1 , 2) ωσ προσ τον κύκλο  C και μετϊ τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη  
του ςημεύου Α από ϋνα ςημεύο του κύκλου C                                                                                                                                        
γ) τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ  ε : 3x + 4y + 18 = 0 ωσ προσ τον κύκλο C  και μετϊ τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη 
απόςταςη  ενόσ ςημεύου  του κύκλου C από την ευθεύα  (ε) 

10.91 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 − 2x + 4y + 4 = 0  και η ευθεύα  ε : 3x + 4y − 10 = 0 . Να βρεύτε :                                
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                                                                            
β) τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ  (ε) ωσ προσ τον κύκλο C                                                                                                               
γ) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη  ενόσ ςημεύου  του κύκλου C από την ευθεύα  (ε) 

10.92 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 = 1  και η ευθεύα  ε : 3x + 4y − 25 = 0 . Να βρεύτε :                                                                         
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                                                                            
β) τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ  (ε) ωσ προσ τον κύκλο C                                                                                                               
γ)  την ελϊχιςτη απόςταςη  ενόσ ςημεύου  του κύκλου C από την ευθεύα  (ε) 

10.93 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 − 6x + 8 = 0  και η ευθεύα  ε : y = −x . Να βρεύτε :                                                                         
α) το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου C                                                                                                                                            
β) τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ  (ε) ωσ προσ τον κύκλο C                                                                                                               
γ)  την ελϊχιςτη απόςταςη  ενόσ ςημεύου  του κύκλου C από την ευθεύα  (ε) 

10.94 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 = 4   και  C2 ∶ x2 + y2 − 6x − 8y + 21 = 0 . Να βρεύτε :                                              
α) τη ςχετικό θϋςη των δύο κύκλων                                                                                                                                                        
β) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη ενόσ ςημεύου του C1από ϋνα ςημεύο του C2  

10.95 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 + 2y = 8   και  C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 6y − 12 = 0 . Να βρεύτε :                                              
α) τη ςχετικό θϋςη των δύο κύκλων                                                                                                                                                        
β) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη ενόσ ςημεύου του C1από ϋνα ςημεύο του C2                                                    

10.96 Δύνεται ο κύκλοσ  C :  x2 + y2 − 2x + 4y − 4 = 0  καθώσ και τα ςημεύα  Α(−7 , 9) και  Β(9 , −3) . Να βρεύτε :          
α) το κϋντρο Κ και την ακτύνα του κύκλου  C                                                                                                                                        
β) το εμβαδόν του τριγώνου ΚΑΒ                                                                                                                                                                     
γ) την εξύςωςη τησ ευθεύασ  (ε)  που διϋρχεται από τα ςημεύα Α και Β                                                                                        
δ) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη  ενόσ ςημεύου  του κύκλου C από την ευθεύα  (ε) 

10.97 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 − 4x + 3 = 0  και ο κύκλοσ  C2  που ϋχει κϋντρο  Λ(−2 , 3) ο οπούοσ 
εφϊπτεται ςτον ϊξονα y’y                                                                                                                                                                                                 
α) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου   C1                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου  C2                                                                                                                                              
γ) Να αποδεύξετε ότι καθϋνασ από τουσ κύκλουσ εύναι εξωτερικόσ του ϊλλου                                                                           
δ) Να αποδεύξετε ότι η εφαπτόμενη του κύκλου  C1 ςτο ςημεύο του Α(2 , 1) εφϊπτεται και ςτον κύκλο  C2                
ε) Να βρεύτε τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη ενόσ ςημεύου του C1από ϋνα ςημεύο του C2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
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Γενικϊ  Θϋματα  ςτον  Κύκλο 

 

 

 

 

 

10.98 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2xςυνθ − 2yημθ − 1 = 0 , 0 ≤ θ < 2π                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   για κϊθε  θ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο                           
και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                        

β) Αν θ = 
π

2
  , να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ του κύκλου ςτο ςημεύο  Μ(1 , 2)                                                      

γ) Να αποδεύξετε ότι για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του θ τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςε κύκλο με 
κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ύςη με 1                           ( Θϋμα  Πανελληνύων  Εξετϊςεων ) 

10.99 Θεωρούμε ϋναν πληθυςμό από 1999 μυρμόγκια . Κϊθε μυρμόγκι χαρακτηρύζεται από ϋναν αριθμό 
n = 1 , 2 , 3 , . . . ,1999  και κινεύται πϊνω ςτο καρτεςιανό επύπεδο Οxy διαγρϊφοντασ μια τροχιϊ με εξύςωςη :             
(x − 1)2 + y2 = 2n(x + y − 1) . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                           
α) η τροχιϊ κϊθε μυρμηγκιού εύναι κύκλοσ και να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ του κϋντρου του                                         
β) κατϊ την κύνηςό τουσ όλα τα μυρμόγκια διϋρχονται από ϋνα ςταθερό ςημεύο Α ( που εύναι η φωλιϊ τουσ ) του 
οπούου να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ .                                                                                                                                                      
γ) οι τροχιϋσ όλων των μυρμηγκιών εφϊπτονται τησ ευθεύασ  x + y − 1 = 0   ςτο ςημεύο Α                                                 
( Θϋμα  Πανελληνύων  Εξετϊςεων ) 

10.100  α) Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 6μx + 8λy = 0   όπου  μ , λ  πραγματικού αριθμού διϊφοροι του μηδενόσ .            
Να αποδεύξετε ότι για κϊθε τιμό  των  μ , λ  η παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο που διϋρχεται από την αρχό 
των αξόνων Ο .                                                                                                                                                                                                  
β) Ϊςτω ότι για τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  λ , μ  ιςχύει η ςχϋςη  3μ + 2λ = 0                                                                     
β1) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των προηγούμενων κύκλων βρύςκονται ςε ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό 
των αξόνων                                                                                                                                                                                                        
β2) Να βρεύτε τα  λ , μ  ϋτςι , ώςτε αν Α , Β τα ςημεύα τομόσ του αντύςτοιχου κύκλου με την ευθεύα x + y + 2 = 0             

να ιςχύει  :  ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0                                                                                                                                                                                 
β3) Για τιμϋσ των  μ , λ  που βρόκατε να υπολογύςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ                                                                                        
( Θϋμα  Πανελληνύων  Εξετϊςεων )      

10.101 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με κορυφϋσ  Α(2λ − 1 , 3λ + 2) , Β(1 , 2)  και  Γ(2 , 3)  με  λ ≠ −2                                                  
α) Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο Α κινεύται ςε ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ .                                       
β) Αν  λ = 1 να βρεύτε :                                                                                                                                                                                 
β1) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                           
β2) την εξύςωςη του κύκλου , που ϋχει κϋντρο την κορυφό Α(1 , 5)  και εφϊπτεται ςτην ευθεύα ΒΓ                                  
( Θϋμα  Πανελληνύων  Εξετϊςεων )          

10.102  Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − (λ + 3)x + μy + λ = 0  (1)                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο  C  για κϊθε  λ , μ ∈ ℝ                                                                            
β) Ϊςτω ότι ο κύκλοσ  C   διϋρχεται από το ςημεύο  Α(6 , −1)  και το κϋντρο του ανόκει ςτην ε :  3x + y − 7 = 0 .            
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                         
β1) τισ τιμϋσ των λ και μ                                                                                                                                                                                       
β2) την εφαπτομϋνη του κύκλου C  ςτο ςημεύο του Α                                                                                                                          
β3) τα ςημεύα Β και Γ του κύκλου C και τησ ευθεύασ (ε) , καθώσ και το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 

10.103 Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε :  3x + 4y + 6 = 0  και  δ : 3x + 4y + 16 = 0 . Να βρεύτε :                                                            
α)  την απόςταςη των παραλλόλων ευθειών ε και δ                                                                                                                           
β) την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των ε και δ                                                                                                                               
γ) την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ε με τον ϊξονα x’x και αποκόπτει                                      

από την ευθεύα δ χορδό μόκουσ  d = 4 3           ( Θϋμα  Πανελληνύων  Εξετϊςεων )          
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10.104 Δύνονται τα μη μηδενικϊ και μη ςυγγραμμικϊ  διανύςματα  α    και β      και η εξύςωςη                                                     

x2 + y2 − 4 α    x + 6 β   y + 12α   ∙ β  = 0  (1)                                                                                                                                           

α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο  C  με ακτύνα  ρ =  2α   − 3β                                                                  

β) Αν το κϋντρο του κύκλου C ανόκει ςτην ευθεύα  ζ : 2x + 3y + 2 = 0 και η εφαπτομϋνη του (ε) ςτο ςημεύο του      

Λ  α     , −6 β      ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ  −
 2 

3
   τότε :                                                                                                                             

β1) να αποδεύξετε ότι   α    = 4 ,  β   = 2  και   α     ,  β      
 

=  60°                                                                                                                                                                                       

β2) να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  v  = 3α   − β    και  u  = 2α   − 11β     εύναι κϊθετα                                                                                                                       

β3) να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  w    = α   − 2β                                                                                                                          
β4) να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου  C  ςτα ςημεύα που τϋμνει τον ϊξονα  x’x     

10.105  Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 4x + 2yςυνθ − 4ςυνθ = 0 , 0 < 𝜃 < 2π                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   για κϊθε  θ                                                                             
β) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου                                                                                                                               
γ) Να βρεύτε την τιμό του θ για την οπούα το εμβαδό του κύκλου γύνεται ελϊχιςτο                                                               
δ) Για θ = π  να βρεύτε :                                                                                                                                                                                  
δ1) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου που ϊγονται από την αρχό των αξόνων                                                                                                                                                                                    
δ2) τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη τησ αρχόσ των αξόνων από τον κύκλο 

10.106 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2xημθ − 2yςυνθ − 3 = 0 , θ ∈ ℝ                                                                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ότι η  παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο   για κϊθε  θ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο                            
και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων                                                                                                       
γ) Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  ε : xημθ + yςυνθ − 3 = 0  εφϊπτεται ςτον κύκλο                                                                                                                                                                                                                                          

10.107 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx − 2(λ + 1)y = 0   (1)                                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων τησ (1) για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ  εύναι ςυνευθειακϊ ςημεύα     
γ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε ο κύκλοσ τησ (1) να εύναι μοναδιαύοσ                                                                                     

δ) Αν η ευθεύα  ε : x + y − 3 = 0  τϋμνει τον κύκλο ςε δύο ςημεύα Δ και Ε τϋτοια , ώςτε ΟΔ      ∙ ΟΕ      = 0  , όπου Ο               
η αρχό των αξόνων , να αποδεύξετε ότι  λ = 1         

10.108  Δύνεται η εξύςωςη   (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2λ(x + 2y − 5) = 0    (1)                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ∗                                                                                     
β) Να βρεύτε τα κϋντρα και τισ ακτύνεσ των κύκλων τησ (1) και να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα ανόκουν ςε ευθεύα                                                                             
γ) Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι τησ εξύςωςησ (1) διϋρχονται από το ύδιο ςταθερό ςημεύο                                                              
δ) Να αποδεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι εφϊπτονται τησ ευθεύασ  ε :  x + 2y − 5 = 0       

10.109  Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2 = 2xlnθ + ln2θ + 4lnθ  , θ > 0    (1)                                                                                 
α) Για ποιεσ τιμϋσ του θ η (1) παριςτϊνει κύκλο ;                                                                                                                               
β) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα των παραπϊνω κύκλων                                                                                                     
γ) Να εξεταςτεύ αν υπϊρχει τιμό του θ για την οπούα η ευθεύα ζ : x − y + 4 = 0  να εφϊπτεται του κύκλου 

10.110  Η εξύςωςη  4x2 − 4(α + 1)x − β(β − 2) = 0 ϋχει δύο ύςεσ πραγματικϋσ ρύζεσ . Να βρεύτε :                                                  
α) τον γεωμετρικό τόπο των ςημεύων Μ(α , β)                                                                                                                                     
β)  την εφαπτόμενη του προηγούμενου γεωμετρικού τόπου , η οπούα ϊγεται από το ςημεύο Α(0 , 2) 
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Συπολόγιο ςτον Κύκλο 
  

 

 

 1. Εξύςωςη Κύκλου                                                                                       

- Με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ρ εύναι : x2+ y2= ρ2                                                                      

- Με κϋντρο το ςημεύο Κ(x0,y0) και ακτύνα ρ εύναι : (x − x0)2 +  (y − y0)2 = ρ2      

 

 

2. Η Εξύςωςη   𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐀𝐱 + 𝐁𝐲 + 𝚪 = 𝟎                                                                           

- Παριςτϊνει κύκλο αν και μόνο αν Α2+Β2-4Γ>0                                                                                        

-Ϊχει κϋντρο  Κ(−
Α
2

 , −
Β
2

 )                                                                                     

-Ϊχει ακτύνα  ρ =  
 Α2+Β2−4Γ

2
 

 

 

3. Εφαπτομϋνη Κύκλου    

- Η εφαπτομϋνη του κύκλου  x2+ y2= ρ2  ςτο ςημεύο του Μ(x1,y1) εύναι  x ∙ x1 + y ∙ y1 = ρ2        
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11.1 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x
2 + y2 + 4λx + 2λy − 5 = 0.   (1)                                                                                                                                

α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                 
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα                                                                                                         
γ) Να βρεύτε την κοινό χορδό όλων των κύκλων                       (ΓΕΛ ΠΟΛΙΦΝΙΣΟΤ 2011) 

11.2 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 6x + 4y + 12 = 0 (1) και οι ευθεύεσ  ε1 :  y = x − 4 ,  ε2 : 3x + 2y −7=0                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                                     
β) Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τϋμνονται ςε ςημεύο του προηγούμενου κύκλου                                                                                                       
γ) Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου που  εύναι παρϊλληλεσ ςτην ε1     (ΓΕΛ ΠΕΣΡΑ΢ 2011) 

11.3 Δύνεται η εξύςωςη x2+y2−6αx − 8αy = 0 (1) με  α ≠ 0                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό α ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                                                
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                        
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                    
γ) Να βρεύτε τα α ≠ 0 ώςτε αν  Α , Β  τα ςημεύα τομόσ του αντύςτοιχου κύκλου με την ευθεύα  y = x + 1,                                                      

να ιςχύει ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0                                      (ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011) 

11.4 Δύνεται η εξύςωςη x2+y2= 2(ημθ)x + 2(ςυνθ)y , (1) με 0 ≤ θ < 2π                                                                                                          
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε θ όταν 0 ≤ θ < 2π                                                                                                                
β) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου                                                                                                                                                     
γ) Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των κύκλων εύναι ο μοναδιαύοσ κύκλοσ                     .                                                                                  
(4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011) 

11.5 Δύνονται τα ςημεύα Α(−2 , 1) , Β(4 , 7) , Γ(3 , −7) . Να βρεύτε:                                                                                                                                  
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε που διϋρχεται από τα  Α , Β                                                                                                                                             
β) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                                     
γ) την απόςταςη του ςημεύου Γ από την ευθεύα ε                                                                                                                                            
δ) την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο το Γ ο οπούοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα ΒΓ (ΓΕΛ ΜΟΤΔΡΟΤ 2011) 

11.6 Δύνεται η εξύςωςη  Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 + 2λx − 2λy − 4 = 0.   (1)                                                                                              
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων ανόκουν ςε μια ςταθερό ευθεύα                                                                          
γ) Να βρεύτε εκεύνον τον κύκλο που ϋχει κϋντρο   Κ(2 , −2)                                                                                                                                  
δ) Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη τησ αρχόσ των αξόνων από τον κύκλο                                                                   
του τρύτου ερωτόματοσ                                                       (ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ 2011)     

 

 

 

 

11.  Ενδοςχολικά  Θέματα 

Εξετάςεων  ςτον  Κύκλο 
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11.7 Δύνεται η εξύςωςη   x2+y2−6x+4y+λ=0 (1)                                                                                                                                                        
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η (1) παριςτϊνει κύκλο                                                                                                                
β) Να βρεύτε το λ ώςτε ο παραπϊνω κύκλοσ να ϋχει ακτύνα ύςη με 1                                                                                                                   
γ) Για λ = 12 να δεύξετε ότι το ςημεύο  Μ(4 , 2)  εύναι εξωτερικό ςημεύο του κύκλου και ςτην ςυνϋχεια             
να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων που διϋρχονται από το Μ          (ΓΕΛ ΑΓ.ΕΤ΢ΣΡΑΣΙΟΤ 2011) 

11.8 Δύνεται η εξύςωςη    x2+y2−2μx+4y+5=0 (1)                                                                                                                                                  
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του μ για τισ οπούεσ η (1) παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε                                             
το κϋντρο  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων                                                                                                                                
γ) Για μ = 3 να αποδεύξετε ότι ο κύκλοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα  y=x−1       (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011) 

11.9 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(2λ−1 , 3λ+2) , Β(1 , 2) , Γ(2 , 3) και    λ≠ −2                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι το ςημεύο Α κινεύται ςε ευθεύα                                                                                                                                                   
β) Αν λ = 2 να βρεύτε                                                                                                                                                                                                      
β1) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                          
β2) την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην  ΒΓ    (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011)  

******************************************************************************************************** 

11.10 Δύνεται η εξύςωςη  (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2λ(x + 2y − 5)   (1)                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ≠ 0                                                                                                                          
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                         
γ) Να αποδεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο         (14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2012)  

11.11 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + (2λ − 6)y + 5 − 2λ = 0.   (1)                                                                                                       
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                           
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                      
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                  
γ) Να βρεύτε ποιοσ από τουσ παραπϊνω κύκλουσ εφϊπτεται ςτον ϊξονα y’y                                                                                                
δ) Να βρεύτε ποιο ςημεύο του γεωμετρικού τόπου των κϋντρων των κύκλων απϋχει ελϊχιςτη απόςταςη 
από την αρχό των αξόνων                                               (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

11.12 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − (λ + 8)x + λy + 7 = 0.   (1)                                                                                                                            
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η (1) παριςτϊνει κύκλουσ  των οπούων να βρεύτε                                              
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                    
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                   
γ) Για λ = 0 , να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη ενόσ ςημεύου του κύκλου από την                                 
αρχό των αξόνων                                                                  (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

11.13 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α(2κ−1 , 3κ+2) , Β(1 , 2) , Γ(2 , 3).                                                                                                                                  
α) Να βρεύτε που κινεύται το Α καθώσ το κ μεταβϊλλεται                                                                                                                                      
β) Για κ = 1, να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                       
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην ΒΓ                                                            
(ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

11.14 Δύνεται η εξύςωςη (2x − 1)2 + 4y2 = 4   (1)                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                                                           

β) Να δεύξετε ότι το  Α(0 ,  
 1 

2
) εύναι εςωτερικό ςημεύο του κύκλου.                                                                                                                        

γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ χορδόσ του κύκλου με μϋςο το Α        (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012) 

********************************************************************************************************** 
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11.15 Δύνεται η εξύςωςη    x2 + y2 − 2λ2x − 4λy + 4λ2 = 0  (1)                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για λ ≠ 0 του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                                   
β) Να αποδεύξετε ότι κϊθε κύκλοσ που προκύπτει από την (1) εφϊπτεται ςτον ϊξονα y’y                                                                          
γ) Να αποδεύξετε ότι όλα τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςε παραβολό τησ οπούασ                            
να βρεύτε  την εςτύα και την διευθετούςα                                                                                                                                                                                                     
δ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε οι κύκλοι που ορύζονται από την (1) να εφϊπτονται ςτον ϊξονα x’x                                                                                             
(ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

11.16 Δύνονται τα ςημεύα Α(−1 , 0) και Β(3 , 4)                                                                                                                                                                         
α) Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου με διϊμετρο ΑΒ                                                                                                                                                
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη του κύκλου ςτο Β                                                                                                                                                    
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η προηγούμενη εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ                                                  
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ παραβολόσ με κορυφό την αρχό των αξόνων, ϊξονα ςυμμετρύασ                  
τον ϊξονα  y’y  η οπούα διϋρχεται από το ςημεύο Κ(1 , 2)                                  (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

11.17 Δύνονται τα ςημεύα Α(1 , 2) , Β(2 , 3) , Γ(5 , 2). Να βρεύτε:                                                                                                                                          
α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                               
β) τισ εξιςώςεισ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ                                                                                                                                                                           
γ) τα ύψη ΒΔ και ΓΕ καθώσ και το ορθόκεντρο του τριγώνου                                                                                                                            
δ) την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΓΕ       (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

11.18 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 8λx − 2λy + 17λ2 − 2 = 0  (1)                                                                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε λ του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                        
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων και να δεύξετε ότι ςχηματύζει οξεύα γωνύα με τον x’x                                            
γ) Να βρεύτε τον λ ώςτε ϋνασ κύκλοσ τησ (1) να εφϊπτεται ςτην ε : −x+y + 1 = 0                                                 
(ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013) 

11.19 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(4κ+3 , 3κ−1) , Α(7 , −3), Β(3 , −6)                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι τα ςημεύα Μ ανόκουν ςε μια ευθεύα ε τησ οπούασ να προςδιορύςετε την εξύςωςη                                                        
β) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε                                                            
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ και να δεύξετε ότι εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα ε                                                                     
δ) Να δεύξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ εύναι ςταθερό               (ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2013) 

11.20 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 − 2λx − 1 = 0.   (1)                                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων                                          
να βρεύτε τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα. Ποια η εξύςωςη τησ                                
κοινόσ χορδόσ όλων αυτών των κύκλων                                                                                                                                                                                                          
γ) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων που παριςτϊνει η (1) ανόκουν ςε ευθεύα τησ οπούασ                               
να βρεύτε την εξύςωςη    (4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013) 

11.21 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2(λ + 1)x + (2λ − 1)y + 2λ2 + λ − 1 = 0.   (1)                                                                                             
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                       
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                       
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                      
γ) Για λ= −1 να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου C1 καθώσ και η ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ ε : 3x+4y−5=0                                                  
ωσ προσ τον κύκλο C1                                    (ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟ΢ 2013) 
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11.22 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + λx + (λ − 2)y − 4 − 3λ = 0.   (1)                                                                                                                         
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                               
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                
γ) Να βρεύτε το λ αν το κϋντρο των κύκλων τησ (1) ανόκει ςτην ευθεύα  ε: 3x+y−9=0                                                                                    
δ) Για λ = −4 να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων που διϋρχονται από το ςημεύο  Ρ(1 , 5)                                                           
(1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2013) 

11.23 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + 2λy + λ2 − 1 = 0.   (1)                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                               
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                         
β) Να δεύξετε ότι τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςτην ευθεύα  y = −x                                                                                             
γ) Για λ = 7 να βρεύτε τισ ευθεύεσ που εφϊπτονται ςτον κύκλο που προκύπτει από την (1) και       
ςχηματύζει με τουσ  ϊξονεσ ιςοςκελϋσ τρύγωνο.                       (ΜΟΤ΢ΙΚΟ ΛΤΚΕΙΟ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢ 2013) 

11.24 Δύνονται οι εξιςώςεισ C1: (x + 2)2 + (y − 3)2 = 1 και C2: x2 + y2 − 8x + 4y + 16 = 0                                                                        
α) Να δεύξετε ότι ο C2 παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                                                      
β) Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των δύο κύκλων                                                                                                                                                     
γ) Αν Μ και Ν ςημεύα των δύο κύκλων, να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη των Μ και Ν .                                                                                 
(2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2013) 

11.25 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2λx − 4(λ + 1)y + 8λ + 4 = 0.   (1)                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                             
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                         
β) Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                            
γ) Να δεύξετε ότι οι κύκλοι ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη την  x − 2y + 4 = 0   (14o ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013)  

**********************************************************************************************************   

11.26 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2λx + 2(1 + λ)y + 1 + 2λ = 0.   (1) με λ ≠ 0                                                                                                
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                               
β) Να δεύξετε ότι καθϋνασ από τουσ παραπϊνω κύκλουσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα  x+y+1=0                                                                        
γ) Για λ = 1 να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ με την παραπϊνω ευθεύα                   (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014)         

11.27 Δύνεται το τρύγωνο ΑΒΓ με Α(5 , 1) , Β(5 , 7) , Γ(13 , 1)                                                                                                                                              
α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ και τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                  
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ καθώσ και του ύψουσ ΓΔ                                                                                                                   
γ) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο εύναι ορθογώνιο                                                                                                                                                      
δ)  Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του ΑΒΓ      (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014) 

11.28 Δύνεται η εξύςωςη  (λ + 3)x − (λ + 2)y − 4 = 0 (1)                                                                                                                                                          
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                                 
β) Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                              
γ) Να δεύξετε ότι η ευθεύα ε1 που προκύπτει από την (1) για  λ = 1 εφϊπτεται                                                                                           
ςτον κύκλο  C : (x − 8)2 + (y − 1)2 = 25                                                                                                                                                                       
δ) Να βρεύτε την ελϊχιςτη απόςταςη του Γ(−3 , 3) από ϋνα ςημεύο τησ ε1       (ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014)  
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11.29 Δύνεται η εξύςωςη  x2+y2+2x+y+λ(x+y+1)=0 (1)                                                                                                                                                    
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε λ  πραγματικό αριθμό                                                                                                                   

β) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα Α(0 , −1) , Β(−
3

2
 ,

 1 

2
 )                                                                                    

γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ ΑΒ                                                                                                                                                                 
δ) Για  λ = −1  να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα του κύκλου που περιγρϊφει η (1) καθώσ και την εξύςωςη                     
τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο Α               ( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2014 )       

********************************************************************************************************** 

11.30 Δύνεται ο κύκλοσ x2 + y2 + 12x − 6y − 5 = 0   (1)                                                                                                                                                                            
α) Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη (ε) του κύκλου ςτο ςημεύο του Α(1,2)                                                                                                                     
γ) Αν ο κύκλοσ C′ : (x − 6)2 + y2 = 64 να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των 2 κύκλων (3ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015) 

11.31 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 6x − 4y + κ = 0    (1)                                                                                                                                                               
α) Να βρεθεύ ο κ ώςτε η εξύςωςη (1) να εύναι εξύςωςη κύκλου                                                                                                                                  
β) Να βρεθεύ ο κ ώςτε ο παραπϊνω κύκλοσ να ϋχει ακτύνα 1                                                                                                                                        
γ) Για κ = 12 να δεύξετε ότι το Μ(1 , 2) εύναι εξωτερικό του κύκλου   (ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015)  

11.32 Δύνονται τα διανύςματα u   , v   με  u   = 1 ,  v   = 2 και να ςχηματύζουν γωνύα 60°. Να βρεύτε:                                                                                        
α) την ακτύνα και το κϋντρο του κύκλου :  x2 + y2 − (u  ∙ v  + 3)x − 6y −  2u  − v   − 10 = 0                                                                     
β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο του Α(−1 , −1)  (ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015) 

11.33 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α(−3 , −8),Β(−2 , 0) και το μϋςο Μ(2 , 2) τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Γ                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ εύναι 4x−3y−12=0                                                                                                                                        
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Μ και εφϊπτεται ςτην πλευρϊ ΑΓ                                                                  
δ) Να δεύξετε ότι ο προηγούμενοσ κύκλοσ εφϊπτεται ςτον ϊξονα  y’y                   (ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015)               

11.34 Δύνεται η εξύςωςη      x2 + y2 + (μ + 1)x + (μ − 1)y + μ2 + 3μ + 3 = 0.   (1)                                                                                                              
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ τησ παραμϋτρου μ, ώςτε να παριςτϊνει κύκλο.                                                                                                             
β) Να δεύξετε ότι δεν υπϊρχει ςημεύο του επιπϋδου από το οπούο να διϋρχονται όλοι οι κύκλοι τησ (1)                                           
γ) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                        
δ) Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ ε1 : y = x − 1 και ε2 : y = x + 3. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) 
βρύςκονται ςτην ζώνη που ορύζεται από τισ παρϊλληλεσ ε1 , ε2             (ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015) 

********************************************************************************************************** 

11.35 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 + (λ − 6)x + (λ − 8)y + 21 − 5λ = 0.   (1)                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                        
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα Α και Β                                                                                   
γ) Αν Α(3 , 2) και Β(1 , 4)  τότε :                                                                                                                                                                                                    
γ1) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ των κύκλων                                                                                                                                
γ2) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου C0 που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ΑΒ                   .                                                                                                     
( ΜΠΑΦΑΡΑΚΗ΢ 2016 ) 
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11.36 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ (x + 2)2 = (5 − y) ∙ (5 + y)   και   C2 ∶ 4x2 + (2y − 3)2 = 25                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι οι παραπϊνω εξιςώςεισ παριςτϊνουν κύκλουσ και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε                              
τα κϋντρα  και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                                                                                    
β) Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι εφϊπτονται εςωτερικϊ και να δεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ τουσ                                                               
εύναι το Μ(2 , 3)                                                                                                                                                                                                        
γ) Να βρεύτε το αντιδιαμετρικό ςημεύο του Μ ωσ προσ κϊθε κύκλο                                                                                                                                
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ  εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων                                                                                                
ε) Να βρεύτε τα ςημεύα των δύο κύκλων που απϋχουν την μϋγιςτη απόςταςη μεταξύ τουσ                                                
( LISARI 2016 )    

11.37 Δύνονται τα ςημεύα  Α(2 , 3) και Β(4 , 1)                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η ευθεύα (ε) που διϋρχεται από τα Α και Β ϋχει εξύςωςη   x + y − 5 = 0.                                                            
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ ευθεύασ (δ) που εύναι κϊθετη ςτο  μϋςο Μ του ΑΒ εύναι  −x + y + 1 = 0                      
γ) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Γ τησ ευθεύασ (δ) με τον ϊξονα  x’x                                                                                                  
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Γ και εφϊπτεται ςτην ευθεύα (ε)                                  
( ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2016 )   

11.38 α) Δύνεται το διϊνυςμα  v  = (α , β)  με   v   = 1 .                                                                                                                           
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη x2 + y2 − 2αx + 2βy − 1 = 0  εύναι  εξύςωςη κύκλου για κϊθε τιμό των 
πραγματικών α , β και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα . Αν  v  = (1 , 0)  τότε :                                                                                                                                                                                             
β) να γρϊψετε την εξύςωςη του κύκλου και να βρεύτε το κϋντρο του και την ακτύνα                                                               
γ) να δεύξετε ότι η ευθεύα  (ε) : x − y + 1 = 0 εύναι εφαπτομϋνη του προηγούμενου κύκλου                                              
δ) αν τα ςημεύα  Μ(μ , κ) και Ν(ν , λ) εύναι ςημεύα του κύκλου ,                                                                                                         
να δεύξετε ότι  0 ≤ (μ − ν)2 + (κ − λ)2 ≤ 8                 ( ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2016 )    

11.39 α) Να αποδειχθεύ ότι η εξύςωςη   x2 + y2 − 2x − 2y = 0 παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε                            
το κϋντρο Κ  και  την ακτύνα του                                                                                                                                                                                                
β) Να βρεθούν οι εφαπτόμενεσ  (δ) και (ζ) που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα  ε : x + y − 1 = 0                                              
γ) Αν η ευθεύα (ε) τϋμνει τισ ευθεύεσ (δ) και (ζ) ςτα ςημεύα Α και Β αντύςτοιχα , να υπολογιςθεύ                                    
το εμβαδόν  του τριγώνου  ΚΑΒ                                                            ( 3ο ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016 )     

11.40 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 6αx − 8αy = 0  όπου  α ≠ 0                                                                                                       
α) Να αποδειχθεύ ότι η εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                       
β) Να βρεθεύ το α ώςτε η ευθεύα   ε : 3x + 4y − 5 = 0  να εφϊπτεται ςτον κύκλο                                                                    
γ)  Να βρεύτε την τιμό του  α  ϋτςι , ώςτε αν Α , Β τα ςημεύα τομόσ του κύκλου με την ευθεύα  (ε)                                                          

να ιςχύει  :  ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0                                           ( 3ο ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016 )          

11.41 Δύνεται η εξύςωςη  4x ∙ (x − y) + y ∙ (y − β) + 2βx = 0 (1)  με  β > 0                                                                                     
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                              
Ϊνα τετρϊγωνο ϋχει τισ δύο πλευρϋσ του πϊνω ςτισ ευθεύεσ  δ : y = 2x   και  ζ : y = 2x + β                                                 
β) Αν το εμβαδόν του τετραγώνου εύναι 20 τ.μ. να δεύξετε ότι   β = 10                                                                                       
Θεωρούμε κύκλο C που ϋχει το κϋντρο του ςτην ευθεύα (δ) και εφϊπτεται ςτην (ζ)                                                              
γ) Αν Α(5 , 4) ςημεύο του επιπϋδου και Β , Γ τα ςημεύα τομόσ τησ (δ) με τον κύκλο  C  να βρεύτε                                  
τισ εξιςώςεισ των κύκλων που προκύπτουν αν η γωνύα ΓΑΒ εύναι ορθό                                                                                            
( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ  ΔΟΤΚΑ  2016 ) 

11.42 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 = 25   και  C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 5 = 0 .                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι εφϊπτονται εςωτερικϊ                                                                                                                          
β) Αν η εφαπτόμενη του κύκλου  C2  ςτο ςημεύο του Α(−1 , 0) τϋμνει τον κύκλο  C1 ςτα ςημεύα Β και Γ 
αντύςτοιχα  να υπολογιςθούν οι εφαπτόμενεσ του  C1 ςτα ςημεύα αυτϊ                                                                                                             
γ) Αν ο C2  τϋμνει τον θετικό ημιϊξονα  y’y  ςτο ςημεύο Δ , να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                        
του  C2  ςτο ςημεύο Δ .                                    ( ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016 ) 
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11.43 Δύνονται τα διανύςματα  α   = (x , y) , β  = (1 , 2) , γ  = (2λ , y ) και δ  = (x , 4λ)  με λ ≠ 0                                                  

α) Αν ιςχύει   α   − β   
2

= γ  ∙ δ  − 10λ  (1) , να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων M(x , y)                       

εύναι κύκλοσ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                               
β) Αν ο παραπϊνω κύκλοσ ϋχει εξύςωςη   x2 + y2 − 2(λ + 1)x − 4(λ + 1)y + 10λ + 5 = 0  :                                                             
β1) να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                       
β2)  να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορύζονται από την (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                             
( 1ο ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016 )         

11.44  Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx + 4y + 2λ = 0   (1) και η ευθεύα  (ε) : y = x − 2 − λ                                                                                                                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  και να βρεύτε                                               
το κϋντρο και την ακτύνα                                                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ (ε) ωσ προσ τον κύκλο τησ (1)                                                                                  

γ) Αν η ευθεύα τϋμνει τον κύκλο ςτα Α και Β και ιςχύει   ΟΑ      − ΟΒ       = 2 3  , να βρεύτε το λ                                                  

δ) Για λ = 1 να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου που εύναι παρϊλληλεσ ςτην (ε)                                                       
( 2ο ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016 )     

11.45   α) Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου  C1 ο οπούοσ διϋρχεται από το ςημεύο Ρ(2 , 1) , ϋχει ακτύνα 

ρ1 =  2  και η ευθεύα  (ε) : x − y + 1 = 0 τον τϋμνει ςτα ςημεύα Α και Β ϋτςι ώςτε   ΡΑ     ∙ ΡΒ      = 0                                                                
β) Να βρεθεύ κύκλοσ  C2 που εφϊπτεται εξωτερικϊ ςτον  C1:  (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2                                                                            
και ϋχει κϋντρο το Λ(4 , 5)                                                                                                                                                                              
γ) Να αποδεύξετε ότι τι κοινό ςημεύο των  C1:  (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2   και   C2:  (x − 4)2 + (y − 5)2 = 8                        
εύναι το  Μ(2 , 3) και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε την κοινό τουσ εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο αυτό .                                                
δ) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου  C1 που διϋρχονται από το                                                      

ςημεύο Α 1 −  2 , 4 +  2        και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν μεταξύ τουσ .       

( 2ο ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016 )   

11.46 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx + 6y = 0   (1)                                                                                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  του οπούου να βρεύτε                                                               
το κϋντρο και την ακτύνα                                                                                                                                                                          
β) Αν λ = 0  να δεύξετε ότι η ευθεύα  ε : 4x − 3y = 0  τϋμνει τον κύκλο και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε τα 
κοινϊ ςημεύα  τησ ευθεύασ και το κύκλου                                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε την τιμό του λ ώςτε η ευθεύα  ε : 4x − 3y = 0 να εύναι εφαπτόμενη του κύκλου και ςτη 
ςυνϋχεια να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ                                   ( ΓΕΛ  ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ ΘΑ΢ΟΤ 2016 ) 

11.47  Δύνονται οι κύκλοι C1που ϋχει κϋντρο την αρχό των αξόνων και εφϊπτεται ςτην                                                                       
ευθεύα  ε : 24x − 7y − 100 = 0  και ο κύκλοσ    C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 2y = 4(x + y − 6). Να βρεύτε :                                                                                                                      
α)  τισ εξιςώςεισ των δύο κύκλων                                                                                                                                                                         

β)  τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του  C1 που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  3x + y + 6 = 0                                                        

γ)   την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του  C2 ςτο ςημεύο  Α  
16

5
 ,

12

5
              ( ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢ 2016 )    

11.48 Δύνονται οι ύςοι  κύκλοι  C1 ,  C2 με κϋντρα  Ο(0 , 0) , Κ(2 , −4)  αντύςτοιχα ,  οι οπούοι                                                         
εφϊπτονται εξωτερικϊ                                                                                                                                                                                       
α) Να γρϊψετε τισ εξιςώςεισ των δύο κύκλων                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ Μ  των δύο κύκλων                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτόμενησ ςτο ςημεύο Μ(1 , −2)                                                         
δ) Να υπολογύςετε το ςημεύο τησ ευθεύασ  ε : 2x + y − 7 = 0  από το οπούο οι εφαπτόμενεσ                                             
του κύκλου  C1 ∶ x2 + y2 = 4  να εύναι κϊθετεσ                      ( 1ο ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2016 )     
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11.49 Δύνονται τα ςημεύα  Μ(2ημθ+1 , 2ςυνθ) με θ πραγματικό αριθμό.                                                                                                          
α) Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ εύναι κύκλοσ C με κϋντρο  Κ(1 , 0)  και  ρ=2                                                     
β) Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ εφαπτόμενεσ του κύκλου C                                                                                                                                

γ) Εξετϊςτε αν το ςημεύο  ΢ 2,  3   ανόκει ςτον κύκλο C και να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει η 

εφαπτομϋνη του κύκλου C  ςτο ΢ με τον ϊξονα  x’x .                                                                                                                                                                                   

δ) Να βρεύτε ςημεύο Α του ϊξονα  x’x  ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου  ΚΑ΢ να εύναι ύςο με  2 3                   .                                                                                                
(6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016)      

11.50 Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε1:  3x − 4y + 12 = 0  και  ε2 :3 x − 4y + 22 = 0. Να βρεύτε:                                                                                    
α) την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των 2 ευθειών                                                                                                                                            
β) την απόςταςη των 2 παραλλόλων ευθειών                                                                                                                                                                          
γ) την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ε1 με τον ϊξονα x’x και αποκόπτει                              

από την ευθεύα  ε2  χορδό μόκουσ  d=4 3                 (1ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016) 

11.51 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + 4y + 5 = 0 (1).                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε τον κύκλο που ορύζεται από την (1) και εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε: y = x − 1                                                                            
γ) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων που παριςτϊνει η (1)                                                                                             

δ) Αν τα ςημεύα Μ1 , Μ2 διατρϋχουν τον κύκλο C που ορύζεται από την (1) για λ=2 και (Μ1Μ2) = 2 3  

τότε να υπολογύςετε το  ΟΜ1
         +  ΟΜ2

                          ( 1ο ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2016 )      

******************************************************************************************************** 

11.52 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 6λx + 2λy = 0 (1)   με  λ ≠ 0 .                                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ≠ 0 , οπούοσ διϋρχεται από την αρχό των 
αξόνων και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι οι κύκλοι τησ (1) εφϊπτονται τησ ευθεύασ  ε : y = 3x                                                                     
γ) Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των κύκλων που παριςτϊνει η (1) εύναι                           
η ευθεύα δ : x + 3y = 0  εκτόσ του ςημεύου Ο(0 , 0)                                                                                                                            

δ) Αν το τμόμα ΟΑ εύναι διϊμετροσ του κύκλου που ορύζεται από την (1) και ϋχει μόκοσ 2 10 ,                          
να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ και μετϊ με την θετικό τιμό του λ που βρόκατε , να βρεύτε την εξύςωςη τησ 
εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο του Α              ( 1ο ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2017 )     

11.53 Ϊςτω ο κύκλοσ  C :  (x + 1)2 + y2 = 20                                                                                                                       
α) Να βρεθεύ το κϋντρο Κ και η ακτύνα ρ του κύκλου                                                                                                       
β) Να αποδειχθεύ ότι το ςημεύο Α(1 , 6) δεν ανόκει ςτον κύκλο                                                                                  
γ) Αποδεύξτε ότι το ςημεύο Α εύναι εξωτερικό του κύκλου                                                                                             
δ) Βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου C που διϋρχονται από το Α                                                             
( 4ο ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2017 )     

11.54 Ϊςτω κύκλοσ C που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(2 , 3), Β(4 , 1) με το κϋντρο του να ανόκει                                   
ςτην ευθεύα  x − 3y + 3 = 0                                                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι  C:  (x − 3)2 + (y − 2)2 = 2                                                                                                                
β) Να υπολογύςετε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου ςτο ςημεύο  ΢(0 , 1)                                                                       
γ) Ϊςτω η παραμετρικό εξύςωςη γραμμόσ   x − y − 1 + μ(−x − y + 5) = 0  (1)                                                    
γ1) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα (ε) για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού μ       
και ότι διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο το οπούο να βρεύτε                                                                                         
γ2) Να αποδεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ (ε) τϋμνουν τον κύκλο C για κϊθε τιμό του μ ςτα ςημεύα         
Γ(x1 , y1) , Δ(x2 , y2)  τϋτοια ώςτε  (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 = 8   ( 1ο ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2017 )   
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11.55  α) Να βρεύτε :                                                                                                                              
α1) την εξύςωςη τησ ευθεύασ (ε)                                                                    
α2) την εξύςωςη του κύκλου C                                                                                                                   
α3) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων  ε1 , ε2  του 
κύκλου, που εύναι κϊθετεσ με την (ε)                                                                                                        
β) Αν Β , Γ εύναι τα ςημεύα επαφόσ των εφαπτομϋνων 
ε1 , ε2  με τον κύκλο C  , να αποδεύξετε ότι το τμόμα ΒΓ 
εύναι διϊμετροσ του κύκλου .                                                                                 
(  ΓΕΛ  ΓΑΛΑΣ΢ΙΟΤ  2017 ) 

 

 

11.56 Δύνεται η εξύςωςη 4x2 + y2 − 4xy − 12x + 6y − 16 = 0    (1)                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει δύο ευθεύεσ  ε1 , ε2  οι οπούεσ εύναι παρϊλληλεσ μεταξύ τουσ                
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ (ε) των  ε1 , ε2                                                                                       
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τραπεζύου που ςχηματύζουν οι ε ,  ε2   με τουσ ϊξονεσ x’x , y’y                                 
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου , ο οπούοσ διϋρχεται από την αρχό των αξόνων, εφϊπτεται ςτισ 
ευθεύεσ  ε1 , ε2  και το κϋντρο του ανόκει ςτην (ε)   ( ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΨ΢Η LISARI 2017 ) 

11.57 Δύνονται τα διανύςματα u   , v    με  2 u   =  v   = 2 , (u   , v  )=
 2π 

3
  καθώσ και οι εξιςώςεισ                                

C: x2 + y2 + 6x + (u  ∙ v  − 1)y +  2u  + v   + 7 = 0 (1)  και  (λ − 2)x + (λ + 3)y + 1 − 3λ = 0  (2)                   
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο με κϋντρο Κ(−3 , 1) και ακτύνα ρ = 1                                             
β) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου οι οπούεσ διϋρχονται από την αρχό                      
των αξόνων                                                                                                                                                                                      
γ) Να αποδεύξετε ότι η (2) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού λ                                                  
δ) Να αποδεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (2) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο και να βρεύτε           
ε) Να βρεύτε ποια από τισ ευθεύεσ τησ (2) ορύζει ςτον κύκλο C  χορδό με το μϋγιςτο δυνατό μόκοσ .             
( ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΨ΢Η LISARI 2017 ) 

11.58 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 = 2λ(3x − y) (1)    με  λ ≠ 0                                                                                       
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ≠ 0 , οπούοσ διϋρχεται από την αρχό των 
αξόνων και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι οι κύκλοι τησ (1) εφϊπτονται τησ ευθεύασ  ε : y = 3x                                                                     
γ) Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των κύκλων που παριςτϊνει η (1) εύναι                           
η ευθεύα δ : x + 3y = 0  εκτόσ του ςημεύου Ο(0 , 0)                                                                                                                            

δ) Αν το τμόμα ΟΑ εύναι διϊμετροσ του κύκλου που ορύζεται από την (1) και ϋχει μόκοσ 2 10 ,                          
να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ και μετϊ με την θετικό τιμό του λ που βρόκατε , να βρεύτε την εξύςωςη τησ 
εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο του Α              ( ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2017 ) 

11.59 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx − 1 = 0 (1)   με  λ ∈ ℝ                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο Κ και την ακτύνα του ρ                                
β) Να βρεύτε το λ ∈ ℝ ϋτςι , ώςτε η απόςταςη του κϋντρου Κ  από την ευθεύα ε : 3x − 4y = −7  να εύναι 
διπλϊςια από την απόςταςη του Κ από τον ϊξονα y’y                                                                                                      
γ) Να αποδεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα. Ποια εύναι η εξύςωςη 
τησ κοινόσ χορδόσ όλων αυτών των κύκλων ;                                                                                                                                
δ) Να βρεύτε ποιοσ από τουσ κύκλουσ τησ (1) εφϊπτεται ςτην ευθεύα  δ : y = −x + 1                                                       
( ΓΕΛ  ΒΟΙΨΣΙΑ΢ 2017 ) 
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11.60 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + μx − 2μy + 
(3μ−1)μ

2
−

3

4
 = 0 (1)                                                                          

α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του φυςικού μ ώςτε η (1) να παριςτϊνει κύκλο                                                                       
β) Για  μ = 0  να βρεθεύ η εξύςωςη, το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου                                                                
γ) Για τον κύκλο που προκύπτει από το β) ερώτημα , να βρεθούν οι εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του,       
που ςχηματύζουν γωνύα  600  με τον ϊξονα  x’x          ( ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2017 )  

11.61 Ϊςτω κύκλοσ  C1 ο οπούοσ ϋχει κϋντρο την αρχό των αξόνων και εφϊπτεται                                                            
ςτην ευθεύα  3x + 4y − 25 = 0                                                                                                                                                
α) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη του κύκλου εύναι  C1 ∶  x2 + y2 = 25                                                                                 
β) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου που εύναι παρϊλληλεσ ςτην  4x − 3y + 2 = 0      
γ) Αν  x2 + y2 − 6x − 8y + 16 = 0  εύναι ϋνασ ϊλλοσ κύκλοσ  C2 , να δεύξετε ότι το κϋντρο του εύναι  
ςημεύο του κύκλου  C1 και ότι εφϊπτεται ςτον ϊξονα  y’y                                                                                              

δ) Αν δύο ςημεύα Α , Β κινούνται ςτον κύκλο C2 ϋτςι ώςτε (ΑΒ) = 6 , να δεύξετε ότι   ΟΑ      + ΟΒ       = 10           

( ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2017 ) 

11.62 α) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που διϋρχεται από το ςημεύα Ο(0 , 0), Α(2 , 0), Β(0 , 3)                              
καθώσ επύςησ και το κϋντρο Κ και την ακτύνα του ρ                                                                                                                                                      
β) Αν ο παραπϊνω κύκλοσ ϋχει εξύςωςη  x2 + y2 − 2x − 3y = 0  τότε :                                                                            
β1) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του ςτο ςημεύο  Α(2 , 0) εύναι η ευθεύα  2x − 3y − 4 = 0    
β2) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΚΓ, όπου Γ το ςημεύο τομόσ τησ εφαπτομϋνησ (ε)                            
με τον ϊξονα y’y                                 ( ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2017 ) 

11.63 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 4(ημθ)x − 4(ςυνθ)y − 5 = 0 , 0 ≤ θ < 2𝜋 ,                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  θ  και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του        
β) Να αποδεύξετε ότι για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του θ τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςε 
κύκλο με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ύςη με 2                                                                                                  
γ) Αν  θ = 0 και ςημεύο Μ(3 , 5) :                                                                                                                                                               
γ1) Να αποδεύξετε ότι το Μ εύναι εξωτερικό ςημεύο του κύκλου                                                                                 
γ3) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που ϊγονται από το ςημεύο Μ                                    
( ΓΕΛ  ΜΕ΢΢ΗΝΙΑ΢ 2017 ) 

11.64 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με   α    = 3 ,  α   + 2β   = 7 , (α    , β  )=
 2π 

3
  καθώσ και οι εξιςώςεισ                                

C: x2 + y2 −
 4 
3

 α    x + 2 β   y − 3 α   ∙ β   = 8 (1)  και  (2λ + 1)x − (λ − 2)y + λ − 7 = 0  (2)  με  λ ∈ ℝ                 

α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο με κϋντρο Κ(2 , −4) και ακτύνα ρ =  10                                             
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο του  Λ(3 , −1)                                                                                                                                                                                    
γ) Να αποδεύξετε ότι η (2) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού λ                                                  
δ) Να αποδεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ (2) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Μ, το οπούο και να βρεύτε           
ε) Να βρεύτε την απόςταςη του κϋντρου Κ του κύκλου από το ςταθερό ςημεύο Μ του δ) ερωτόματοσ        
( ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢ 2017 )   

11.65  α) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο Ο(0 , 0) που διϋρχεται από το ςημεύο  Α − 3 , 1      

β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  ε1 του κύκλου  x2 + y2 = 4 ςτο ςημεύο  Α − 3 , 1                                

γ) Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει η ε1 με τον θετικό ημιϊξονα Οx                                                                                  

δ) Να υπολογύςετε την απόςταςη του ςημεύου Β(1 , 1) από την εφαπτομϋνη  ε1 ∶ − 3x + y − 4 = 0                          
( ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2017 ) 
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11.66 Δύνεται η εξύςωςη   β  − 2α    x + α   ∙ β  y − 8 = 0 (1) ,  α    = 2 ,  β   = 4                                                                      

α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει ευθεύα                                                                                                                      

β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ζ που προκύπτει από την (1) αν (α    , β  )=
 π 
3

                                               
γ) Ϊςτω κύκλοσ C με κϋντρο την αρχό των αξόνων ο οπούοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα ζ : x + y − 2 = 0                 
ςτο ςημεύο Ν.  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                               
γ1) τισ ςυντεταγμϋνεσ του Ν                                                                                                                                                    
γ2) την εξύςωςη του κύκλου C                                  ( ΟΕΥΕ  2017 ) 

11.67 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2x − 2y + α2 + 2α + 1 = 0  (1) με  α ∈ ℝ                                                                   
α) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α η (1) παριςτϊνει κύκλο                                                                                            
β) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α η (1) παριςτϊνει κύκλο ο οπούοσ διϋρχεται από την αρχό των αξόνων   
γ) Αν  C  εύναι ο κύκλοσ που προκύπτει από την (1) για α = −1 , να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου με     
κορυφϋσ τα ςημεύα τομόσ του C με τουσ ϊξονεσ          ( ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2017 )  

11.68 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 4x − 2y + 1 = 0  (1)                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο με κϋντρο Κ(2 , 1) και ακτύνα ρ = 2                                                 
β) Να εξετϊςετε αν τα ςημεύα  Α(4 , 1) και Β(2 , 0) ανόκουν ςτον παραπϊνω κύκλο                                           
γ) Να βρεύτε την απόςταςη του κϋντρου Κ από την ευθεύα  ε : 3x − 4y + 3 = 0                                                          
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ παραβολόσ με εςτύα το ςημεύο Β              ( ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2017 ) 

11.69 Δύνεται η εξύςωςη  (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2λ(x + 2y − 5)  (1)                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο                                                                                                                         
β) Για  λ = 1, να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου που ϋχουν ςυντελεςτό διεύθυνςησ    
ύςο με 2                                                                                                                                                                                             
γ) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων του παραπϊνω κύκλου  ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

11.70 Δύνεται η εξύςωςη  x(2x − 2α) + (2y − 4)(y + α) = 0 , με  α ∈ ℝ                                                                              
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε α  και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του           
β) Να βρεύτε το α αν ο κύκλοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε :  y = x                                                                                 
γ) Για  α = −2 να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  3x + 4y + 10 = 0 δεν τϋμνει τον κύκλο ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

11.71 Δύνονται οι κύκλοι  C1: x2 + y2 + αx + βy − 10 = 0  και  C2: x2 + y2 + 2αx + (2 − β)y + 10 = 0                         
Αν οι κύκλοι διϋρχονται από το ςημεύο Α(−3 , 1) :                                                                                                             
α) να δεύξετε ότι  α = −2  και  β = −6                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε τα κϋντρα και την ακτύνα τουσ                                                                                                                               
γ) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων ςτο ςημεύο Α                                                                                         
δ) Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζουν οι παραπϊνω εφαπτομϋνεσ      ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

11.72 Δύνεται ο κύκλοσ  C1: x2 + y2 = 20  και ςημεύο  Α(6 , 2)                                                                                           
α) Να αποδεύξετε ότι το Α εύναι εξωτερικό του κύκλου                                                                                                     
β) Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου που διϋρχονται από το Α                                                            
γ) Αν Β , Γ τα ςημεύα τομόσ των εφαπτόμενων του β) με τον κύκλο, να βρεύτε το εμβαδόν                                               
του τριγώνου  ΑΒΓ                                         ( ΓΕΛ  ΢ΕΡΡΨΝ 2017 ) 

********************************************************************************************************** 
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11.73 Δύνονται οι κύκλοι  C1: (x–2)2 + (y–3)2 = 5,   C2: x2 + y2 – 4x – 6y = 0 και η ευθεύα ε: 3x + y = 14 .                       
Να αποδειχθεύ ότι :                                                                                                                                                                           
α) μϋροσ τησ ευθεύασ ε ςχηματύζει χορδό ςτον κύκλο C1                                                                                                            
β)ο κύκλοσ C1 βρύςκεται ςτο εςωτερικό του κύκλου C2                                                                                                           
γ) το μόκοσ κϊθε εφαπτόμενου τμόματοσ που ϊγεται απ’ το ςημεύο ΢(–3, 2) ςτον κύκλο C2                                                     

εύναι ύςο με 13     ( ΚΑΖΟΤΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2018 ) 

11.74 Δύνεται η εξύςωςη  
2 2x y 2 x 2 y 4 0           

 (1) με   , 0 ,  α .                                

α) Να αποδεύξετε ότι η  (1) παριςτϊνει κύκλο με ακτύνα     2 .                                                                      

β)  Αν τα διανύςματα   και   εύναι κϊθετα και ϋχουν μϋτρα   3  και  1  ,   να δεύξετε ότι:      

β1)Σο κϋντρο του κύκλου εύναι το  Κ(2 ,2) και η ακτύνα του    2 2  καθώσ και ότι ο κύκλοσ περνϊ      

από την αρχό Ο των αξόνων.                                                                                                                                             
β2)Δύνεται η παραβολό C με εξύςωςη 2C : x 1 6 y , αφού δεύξετε ότι η εςτύα  Ε τησ παραβολόσ  εύναι  

ςημεύο του κύκλου , να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου  που εύναι                                    
παρϊλληλεσ ςτην ΚΕ.     ( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2018 ) 

11.75 Δύνεται  ο κύκλοσ με εξύςωςη : x2 + y2  − 4x − 4y + 7 =  0 .                                                                                                          
α) Να βρεθεύ το κϋντρο  και η ακτύνα του.                                                                                                                                        
β) Να αποδειχθεύ ότι τα ςημεύα τομόσ του παραπϊνω κύκλου και τησ ευθεύασ  y = x                                                   

εύναι τα  Α(
2

2
2 ,

2

2
2 )  ,  Β(

2

2
2 ,

2

2
2 ) 

γ) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του παραπϊνω κύκλου ςτο ςημεύο Α.                                                                    
( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢ ) 

11.76 Δύνεται η παραβολό C ∶  y2 = 8x και το ςημεύο Μ(2,4) τησ παραβολόσ . Σμόμα ΑΒ ϋχει τα ϊκρα του 
πϊνω ςτην παραβολό και περνϊ από την εςτύα Ε και εύναι παρϊλληλο ςτην εφαπτομϋνη ε τησ 
παραβολόσ ςτο ςημεύο Μ .                                                                                                                                                            
α) Να βρεθεύ η εςτύα Ε και η διευθετούςα δ τησ παραβολόσ .                                                                                               
β) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ ε ςτο ςημεύο Μ                                                                                                  
γ) Αν ε ∶ y = x + 2                                                                                                                                                                           
γ1) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το τμόμα ΑΒ                                                                         
γ2) Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου C1 που ϋχει διϊμετρο το ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ                                                 
γ3) Να αποδεύξετε ότι ο κύκλοσ C1 εφϊπτεται τησ διευθετούςασ δ   ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

11.77  Δύνεται η εξύςωςη:  x2 + y2 − 4x − 2αy = 0 , (1)    όπου α ∈ ℝ.                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι  η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε α ∈ ℝ και να βρεύτε το κϋντρο και την  
ακτύνα  του.                                                                                                                                                                                          
β) Να αποδεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορύζονται από την εξύςωςη (1) διϋρχονται  από την αρχό των 
αξόνων Ο.                                                                                                                                                                                                     
γ) Ϊςτω  Α,Β τα ςημεύα που τϋμνει η εξύςωςη (1) τουσ ϊξονεσ x’x και y’y αντύςτοιχα διαφορετικϊ από 
την αρχό των αξόνων Ο. Για ποιεσ τιμϋσ του α το τρύγωνο ΟΑΒ  εύναι ιςοςκελϋσ;                                                                
δ) Να βρεύτε την τιμό του α   ώςτε  η ευθεύα   με εξύςωςη  (ε):   y = x  να εύναι εφαπτομϋνη του   
παραπϊνω κύκλου και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ.                                                                                                                                        
ε)  Ϊςτω  Δ το αντιδιαμετρικό  ςημεύο τησ αρχόσ των αξόνων ςτο κύκλο που προκύπτει   από την 
εξύςωςη (1) για  α = −2. Να βρεύτε την εφαπτομϋνη ευθεύα του κύκλου αυτού  ςτο ςημεύο του Δ.                     
( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 107 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 108 
 

 

11.78 Δύνεται ο κύκλοσ με εξύςωςη : x2 + y2 − 6κx − 8κy = 0 .                                                                                                   
α) Για ποια τιμό του κ ∈ ℝ η παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο ; Να υπολογύςετε την ακτύνα του                        
και το κϋντρο του .                                                                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ςτην οπούα κινούνται τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων .                                            
γ) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορύζονται από την παραπϊνω εξύςωςη διϋρχονται από την αρχό                
των αξόνων .                                                                                                                                                                                              
δ) Ϊςτω C1 ο κύκλοσ που προκύπτει από την παραπϊνω εξύςωςη για κ = 1 και η ευθεύα  ε: y = λx + 2      
Να υπολογύςετε το λ ∈ ℝ ώςτε η ευθεύα  ε  να τϋμνει τον κύκλο C1 ςε δυο ςημεύα Α και Β ϋτςι ώςτε                                     
η γωνύα  ΑΟ Β = 90°  .   ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

11.79 Δύνεται η εξύςωςη:  x2 + y2 − 4αx − 2y + 4α = 0   (1)  ,α ∈ ℝ .                                                                                             
α) Για ποιεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ ,η (1) παριςτϊνει κύκλο .                                                                                                            
β) Να δεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων που παριςτϊνει η (1) ανόκουν ςε ευθεύα η οπούα και να βρεθεύ . 
γ) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που παριςτϊνει η (1) εφϊπτονται ςε ςταθερό ςημεύο το οπούο και                          
να βρεθεύ .       ( ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018 ) 

11.80 Ϊςτω C1 ϋνασ κύκλοσ που ϋχει κϋντρο  Κ 2, 1  και διϋρχεται από το ςημεύο  Α 5,3                                                                 

α) Να βρεύτε το μόκοσ τησ ακτύνασ R και την εξύςωςη του κύκλου 1C                                               

β) Να δεύξετε ότι η ευθεύα  ε: 3x − 4y + 15 = 0 εύναι εφαπτομϋνη του παραπϊνω κύκλου 1C  και να 

υπολογύςετε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου επαφόσ τησ με τον 1C                                                                             

γ) Δύνεται επιπλϋον η εξύςωςη : x2 + y2 − 2x + 6y + 9 = 0 . Να δεύξετε ότι η παραπϊνω εξύςωςη 
παριςτϊνει κύκλο 2C του οπούου να βρεύτε το κϋντρο του Λ και την ακτύνα του ρ                                                                                                                         

δ) Να υπολογύςετε την εξύςωςη τησ διακεντρικόσ ευθεύασ ΚΛ  και να υπολογύςετε το ςημεύο τομόσ αυτόσ                                
με την εφαπτομϋνη  ε               ( ΓΕΛ ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 2018 ) 

11.81 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 2(λ + 1)x − 4(λ + 1)y + (10λ + 5) = 0 (1)  η οπούα παριςτϊνει μια 
οικογϋνεια κύκλων για κϊθε   λ ∈ ℝ∗ .                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του κϋντρου Κ , καθώσ και την ακτύνα ρ , για τισ διϊφορεσ τιμϋσ                       
τησ παραμϋτρου λ .                                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ γραμμόσ πϊνω ςτην οπούα κινεύται το κϋντρο  Κ  ,για κϊθε  λ ∈ ℝ∗ .                             
γ) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που εκφρϊζονται μϋςω τησ (1) διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Α ,                  
του οπούου να προςδιορύςετε τισ ςυντεταγμϋνεσ.                                                                                                                   
δ) Να βρεύτε την τιμό του λ ώςτε ο αντύςτοιχοσ κύκλοσ τησ (1) να διϋρχεται από το ςημεύο Β (5 , 2) 
καθώσ και την εξύςωςη τησ ευθεύασ που εφϊπτεται ςτον κύκλο αυτόν ςτο ςημεύο Β .                                                 
ε) Aν το ςημεύο Α του ερωτόματοσ Δ3 ϋχει ςυντεταγμϋνεσ  (1 , 2), να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1) 
ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη, τησ οπούα να βρεύτε την εξύςωςη.  ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018 ) 

11.82 Δύνονται τα διανύςματα: α   = (x + 2y , −x) , β  = (2x + y , 5y) .                                                                           

α) Να βρεθεύ το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο  c των ςημεύων M(x , y) του επιπϋδου, των οπούων οι 

ςυντεταγμϋνεσ ικανοποιούν τη ςχϋςη:  α   ∙ β  = 8x + 12y − 8            .                                                                                             
γ) Αν  C: (x − 2)2 + (y − 3)2 = 9   ο πιο πϊνω γεωμετρικόσ τόποσ να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των 
εφαπτόμενων του (C)  που ϊγονται από ςημεύο  Γ(−1 , −3).                                                                                                 
δ) Να δεύξετε ότι ο κύκλοσ (C)  εφϊπτεται ςτον ϊξονα  x’x  ςτο ςημεύο  Δ(2 , 0)                                                       
ε) Αν η ευθεύα :  x − y + 1 = 0   τϋμνει τον κύκλο (C)  ςτα ςημεύα Α και Β , να βρεύτε το εμβαδόν του 
τριγώνου ΑΒΔ.             ( 6Ο ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2016 ) 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 108 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 109 
 

 

11.83 Δύνεται η εξύςωςη:  x2 + y2 = 2x + 1  (1) .                                                                                                                                           
α) Να αποδεύξετε ότι  η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο και την  ακτύνα  του.                             
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ (ε) του κύκλου που εύναι παρϊλληλη ςτην                                        
ευθεύα ζ :  x − y + 1 = 0                                                                                                                                                                               
γ) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η (ε) με τουσ ϊξονεσ .    ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2018 ) 

11.84 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx − 2(λ + 1)y − 2λ2 + 2λ + 1 = 0.   (1)                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε πραγματικό αριθμό λ ≠ 0                                                                        
β) Να βρεύτε  τα κϋντρο και την ακτύνα των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                                                                                                                                         
γ) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων βρύςκονται πϊνω ςε μια ευθεύα                                                                                          
δ) Να βρεθεύ ο θετικόσ αριθμόσ λ ώςτε η ευθεύα με εξύςωςη  4x − 3y + 12 = 0 να εφϊπτεται ςτον κύκλο  
( ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2018 ) 

11.85 Δύνεται ο κύκλοσ   x2 + y2 = 5  και το ςημεύο   Μ(3 , 1) .                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι από το Μ ϊγονται δύο εφαπτόμενεσ ωσ προσ τον κύκλο .                                                                                                
β) Αν Α , Β τα ςημεύα επαφόσ αυτών των εφαπτόμενων με τον κύκλο, να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη τησ 
ευθεύασ ΑΒ εύναι   3x + y = 5                                                                                                                                                                                     
γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ διχοτόμου τησ γωνύασ ΑΜΒ                                                                                                                     
δ) Να βρεύτε το ςυμμετρικό του Μ ωσ προσ την ευθεύα ΑΒ     ( ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ 2018 ) 

11.86  α) Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 6μx + 8λy = 0   όπου  μ , λ  πραγματικού αριθμού διϊφοροι του 
μηδενόσ. Να αποδεύξετε ότι για κϊθε τιμό  των  μ , λ  η παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο που 
διϋρχεται από την αρχό των αξόνων Ο .                                                                                                                                                                                                  
β) Ϊςτω ότι για τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  λ , μ  ιςχύει η ςχϋςη  3μ + 2λ = 0                                                                     
β1) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των προηγούμενων κύκλων βρύςκονται ςε ευθεύα που διϋρχεται από 
την αρχό των αξόνων                                                                                                                                                                                                        
β2) Να βρεύτε τα  λ , μ  ϋτςι , ώςτε αν Α , Β τα ςημεύα τομόσ του αντύςτοιχου κύκλου με την ευθεύα 

x + y + 2 = 0  να ιςχύει  :  ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0        ( ΜΟΤ΢ΙΚΟ ΢ΦΟΛΕΙΟ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 

11.87  Δύνεται η εξύςωςη  2x2 + 2y2 − 4(λ − 1)x + 4λy − 4λ + 2 = 0.   (1)                                                                                                            
α) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ  η (1) παριςτϊνει κύκλο,  του οπούου να βρεύτε  τα κϋντρο                                      
και την ακτύνα                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1), διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο και να βρεύτε.                                                                                          
δ) Να βρεθεύ ο αριθμόσ λ ώςτε η ευθεύα με εξύςωςη  x − y − 3 = 0 να εφϊπτεται ςτον κύκλο                         
( 2ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2018 ) 

11.88 Δύνεται η ευθεύα  ε: x + y + 3 = 0  και το ςημεύο  Α(0 , −5) . Να βρεύτε :                                                                                              
α) την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το Α και εύναι κϊθετη ςτην ε .                                                                                                 
β) το ςυμμετρικό Α’  του Α ωσ προσ την ε .                                                                                                                                                                             
γ) τισ εξιςώςεισ των κύκλων  C , C’  με κϋντρα τα Α , Α’ αντύςτοιχα που εφϊπτονται ςτην ε.                                   
δ) τη μεγαλύτερη δυνατό απόςταςη που μπορεύ να ϋχουν ϋνα ςημεύο του κύκλου C από ϋνα ςημεύο του 
κύκλου  C’                                                                                                                                                                                                       
ε) τισ εξιςώςεισ των κοινών εφαπτομϋνων των κύκλων  C , C’     ( ΟΕΥΕ 2018 ) 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 109 of 111 



ΝΙΚΟ΢  Κ. ΡΑΠΣΗ΢ Σελίδα 110 
 

 

11.89 Θεωρούμε τισ εξιςώςεισ  x2 + y2 − 2x + 4y + 1 = 0  (1)  και   (2λ + 1)x + (1 − λ)y + 3 = 0  (2)                 
α) Να αποδεύξετε ότι  η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο και την  ακτύνα  του.                             
β) Να δεύξετε ότι η (2) παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ και ότι όλεσ οι 
ευθεύεσ που ανόκουν ςτην (2) διϋρχονται από ϋνα ςταθερό ςημεύο Σ , το οπούο και να βρεύτε.                            
γ) Να δεύξετε ότι οποιαδόποτε ευθεύα τησ (2) για  λ ≠ 1 τϋμνει τον κύκλο ςε δύο ςημεύα                                                  

δ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η ευθεύα ορύζει ςτον κύκλο χορδό μόκουσ  2 2                                         
ε) Να βρεθεύ το ςυνημύτονο τησ γωνύασ που ςχηματύζουν οι εφαπτόμενεσ του κύκλου που διϋρχονται 
από την αρχό των αξόνων.                   ( ΟΕΥΕ 2018 Β ΥΑ΢Η 2018 )    

**********************************************************************************************************                       

11.90 Δύνεται η εξύςωςη:  x2 + y2 + 6x + 2y + 6 = 0  (1) .                                                                                                                                           
α) Να αποδεύξετε ότι  η εξύςωςη (1) παριςτϊνει κύκλο και να βρεύτε το κϋντρο και την  ακτύνα  του.                             
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ (ε) του κύκλου ςτο  Α(−3 , −3)   ( 6Ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2019 ) 

11.91 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 2(ςυνθ)x − 2(ημθ)y − 1 = 0  (1), 0 ≤ θ < 2𝜋 ,                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  θ  και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του        
β) Να αποδεύξετε ότι για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του θ τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςε 
κύκλο με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ύςη με 1                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε το θ ώςτε το κϋντρο του κύκλου (1) να βρύςκεται ςτη διχοτόμο του 1ου και 3ου 
τεταρτημορύου                                                                                                                                                                                                                

δ) Ϊςτω C ο κύκλοσ που προκύπτει από την (1) για  θ =
 π 
2

 και  η ευθεύα  ε: 3x − 4y = 11. Να βρεύτε την 

ελϊχιςτη απόςταςη ςημεύου του κύκλου από την ευθεύα (ε)   ( 1Ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2019 ) 

11.92 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 6x − 8y + 24 = 0  (1)                                                                                                 
α) Να αποδεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο C1 με κϋντρο Κ(3 , 4) και ακτύνα ρ = 1                                                 
β) Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου  C2 που εύναι ομόκεντροσ του  C1  και εφϊπτεται τησ                                             
ευθεύασ ε: 3x + 4y + 5 = 0                                                                                                                                                                                                                                       
γ) Αν C3 εύναι ο κύκλοσ με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ρ = 1 , τότε να βρεύτε τισ εξιςώςεισ 
των εφαπτόμενων του C3 οι οπούεσ διϋρχονται από το ςημεύο Α(4  , 0)  ( 2Ο ΓΕΛ ΚΕΡΚΤΡΑ΢ 2019 ) 

11.93 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2(λ + 1)x − 4λy + 5λ2 + 2λ − 15 = 0.   (1)                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο για κϊθε πραγματικό αριθμό λ                                                                        
β) Να βρεύτε  τα κϋντρο και την ακτύνα των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                                                                                                                                         
γ) Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων βρύςκονται πϊνω ςτην ευθεύα   y = −2x − 2                               
δ) Για  λ = 2 , να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που περνϊει από το κϋντρο του και ςχηματύζει με τουσ 
ημιϊξονεσ  Ox’ και  Oy ιςοςκελϋσ τρύγωνο.        (ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ ΛΕ΢ΒΟΤ 2019 ) 

11.94  Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + (λ − 1)x + (λ + 1)y + 9 = 0  (1) με  λ ∈ ℝ                                                                   
α) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ  η (1) παριςτϊνει κύκλο                                                                                            
β) Ϊςτω ότι  λ = −5 . Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου που προκύπτει από την (1)                          

γ) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ του κύκλου του β) ερωτόματοσ, ςτο ςημεύο  Α 2 , 2 +  3  .           

Διϋρχεται η ευθεύα που βρόκατε από την αρχό των αξόνων ;    ( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ΢ 2019 ) 
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11.95  Δύνεται ο κύκλοσ  C: x2 + y2 − 4 β   x + 3 α    y − 7 α   ∙ β   = 0 (1) , με  α    , β  ≠ 0   , α   ≠ β    και  α   ∦ β                       

Δύνεται επύςησ ότι η εφαπτόμενη του παραπϊνω κύκλου ςτο ςημεύο του  Μ  6 β   , −
 α     

2
    ϋχει κλύςη                     

ύςη με  −2  και ότι το κϋντρο του  ανόκει ςτην ευθεύα  x + y + 1 = 0                                                                          
α) Να βρεύτε τα μϋτρα των διανυςμϊτων καθώσ και τη γωνύα τουσ                                                                                                 
β) Να δεύξετε ότι ο κύκλοσ ϋχει τη μορφό  C: (x − 2)2 + (y + 3)2 = 20                                                                   
γ) Αφού δεύξετε ότι το Α(0 , 1) ανόκει ςτον κύκλο C , να βρεύτε το ςημεύο ό τα ςημεύα Ζ του ϊξονα x’x 
ώςτε να ιςχύει (ΖΑΚ)=1 τ.μ.            ( ΓΕΛ ΠΤΛΟΤ 2019 ) 

 

11.96 ΢το ορθοκανονικό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων Oxy του 
διπλανού ςχόματοσ, δύνεται η ευθεύα ε που διϋρχεται από τα 
ςημεύα Α(α , 0) και Β(0 , α) με α > 0 .                                                     
Η ευθεύα  δ  διϋρχεται από την αρχό Ο των αξόνων και εύναι 
κϊθετη προσ την ευθεύα ε ςτο ςημεύο Μ .                                                   
Αν Γ και Δ τα ςημεύα τομόσ του κύκλου με διϊμετρο το 
ευθύγραμμο τμόμα ΟΜ, με τουσ ημιϊξονεσ Ox και Oy                        
αντύςτοιχα , τότε :                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι  δ :  y = x                                                                                        

β) Να δεύξετε ότι  Μ  
α 
2

,
α 
2
                                                                                                             

Αν  α = 4  τότε :                                                                                                                       
γ) Να δεύξετε ότι η  C: (x − 1)2 + (y − 1)2 = 2                                                
δ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ ςτα Γ και Δ και 
ςτη ςυνϋχεια να αποδεύξετε ότι η εφαπτόμενη ςτο Δ εύναι 
παρϊλληλη με την ευθεύα δ  και μεςοκϊθετοσ του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΜ                                                                           
ε) Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου (Ο , ρ) που εφϊπτεται ςτην ευθεύα (ε) .                                                                           
( 1Ο ΓΕΛ ΑΜΑΡΟΤ΢ΙΟΤ 2019 ) 

11.97 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2(λ − 1)x + 2λy − 2λ + 1 = 0.   (1)                                                                                                            
α) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ  η (1) παριςτϊνει κύκλο,  του οπούου να βρεύτε  τα κϋντρο                                      
και την ακτύνα                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ (1), διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο και να βρεύτε.                                                                                          
δ) Να βρεθεύ ο αριθμόσ λ ώςτε η ευθεύα με εξύςωςη  y = x − 3 να εφϊπτεται ςτον κύκλο                                                                  
( 2ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2019 ) 
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