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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΚΑΣΕΤΘΤΝΗ 

ΣΑ ΘΕΩΡΗΜΑΣΑ ΜΕ ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

1. Έζηω ηώπα ηο πολςώνςμο  
1

1 1 0( )P x x x x 

    

      και ο  0x  . 

Από ηιρ ιδιόηηηερ ηων οπίων έσοςμε :  
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Επομένωρ      
0

0lim ( ) ( )
x x

P x P x


  

 

2. Έζηω ηώπα η πηηή  ζςνάπηηζη  
( )

( )
( )

P x
f x
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  όπος ( )P x  και ( )Q x  πολςώνςμα ηος x 

και  0x   με  0( ) 0Q x  . Σόηε ,  
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 Επομένωρ   
0

0

0

( )( )
lim

( ) ( )x x

P xP x

Q x Q x
  εθόζον 0( ) 0Q x  . 

3. Θεώπημα ΕΝΔΙΑΜΕΩΝ ΣΙΜΩΝ 

Έζηω μια ζςνάπηηζη f , η οποία είναι οπιζμένη ζε ένα κλειζηό διάζηημα [ , ]  . Αν : 

 η f  είναι ζςνεσήρ ζηο [ , ]   και  

 ( ) ( )f f   

ηόηε , για κάθε απιθμό     μεηαξύ ηων ( )f  και ( )f   ςπάπσει έναρ , ηοςλάσιζηον 

0 [ , ]x    ηέηοιορ, ώζηε   0( )f x   

Απόδειξη 

Αρ ςποθέζοςμε όηι ( ) ( )f f  . Σόηε θα ιζσύει ( ) ( )f f    .Αν θεωπήζοςμε 

ηη ζςνάπηηζη ( ) ( )g x f x   , [ , ]x   , παπαηηπούμε  όηι :  

 η g  είναι ζςνεσήρ ζηο [ , ]   και  

 ( ) ( ) 0g g    αθού ( ) ( ) 0g f      και ( ) ( ) 0g f     . 

Επομένωρ, ζύμθωνα με ηο θεώπημα ηος Bolzano, ςπάπσει έναρ ηοςλάσιζηον 0 [ , ]x    

ηέηοιορ, ώζηε   0 0 0( ) 0 ( ) 0 ( )g x f x f x        
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4. Θεώπημα παπαγωγίζιμηρ και ζςνεσήρ ζςνάπηηζηρ  

Αν μια ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζ  ́ένα ζημείο 0x  , ηόηε είναι και ζςνεσήρ  ζηο 

ζημείο αςηό. 

Απόδειξη 

Για 0x x  έσοςμε  0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x x x

x x


   


  

Οπόηε 
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 αθού η f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 0x .Επομένωρ , 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 , δηλαδή η 

f είναι  ζςνεσήρ  ζηο 0x . 

 

5. Έζηω η ζηαθεπή ζςνάπηηζη ( ) ,f x c c  . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη 

ζηο  και ιζσύει ( ) 0f x  , δηλαδή   0c   . 

 

Απόδειξη 

 Αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος  , ηόηε για 0x x  ιζσύει: 
0

0 0

( ) ( )
0

f x f x c c

x x x x

 
 

 
 

Επομένωρ    
0

0

0

( ) ( )
lim 0
x x

f x f x

x x





,  δηλαδή    0c   . 

 

6. Έζηω η ζςνάπηηζη ( )f x x . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο  και ιζσύει 

( ) 1f x  , δηλαδή   1x   . 

 
Απόδειξη 

Αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος  , ηόηε για 0x x  ιζσύει: 
0 0

0 0

( ) ( )
1

f x f x x x

x x x x

 
 

 
 

Επομένωρ    
0 0

0

0

( ) ( )
lim lim1 1
x x x x

f x f x

x x 


 


,  δηλαδή    1x   . 
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7. Έζηω η ζςνάπηηζη  ( ) , 0,1f x x    . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη 

ζηο  και ιζσύει 
1( )f x x    , δηλαδή   1x x  

  . 

Απόδειξη 

Αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος  , ηόηε για 0x x  ιζσύει: 

  1 2 1
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οπόηε  
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δηλαδή    1x x  
  . 

8. Έζηω η ζςνάπηηζη ( )f x x . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο (0, )  

και ιζσύει 
1

( )
2

f x
x

  , δηλαδή    1

2
x

x


 . 

 

Απόδειξη 

Αν 0x  είναι ένα ζημείο ηος (0, ) , ηόηε για 0x x  ιζσύει:  

  
  

  

0 000

0 0 0 0

0

00 0
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x x x xx xf x f x

x x x x x x x x

x x
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οπόηε  

    
0 0

0

0 0 0

( ) ( ) 1 1
lim lim

2x x x x

f x f x

x x x x x 


 

 
 

δηλαδή    1

2
x

x


 . 

 Όπωρ είδαμε η ( )f x x  δεν είναι παπαγωγίζιμη ζηο 0. 
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9. Θεώπημα 

Αν οι ζςναπηήζειρ ,f g  είναι παπαγωγίζιμερ ζηο 0x , ηόηε η ζςνάπηηζη f g  είναι 

παπαγωγίζιμη ζηο 0x  και ιζσύει :         0 0 0f g x f x g x      

Απόδειξη 

Για 0x x , ιζσύει: 

 

             

       

0 0 0

0 0

0 0

0 0
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x x x x

f x f x g x g x

x x x x

     


 

 
 

 

 

Επειδή η ζςναπηήζειρ  ,f g  είναι παπαγωγίζιμερ ζηο 0x , έσοςμε : 
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lim lim lim
x x x x x x

f g x f g x f x f x g x g x

x x x x x x
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Δηλαδή         0 0 0f g x f x g x     . 

 

10. Έζηω η ζςνάπηηζη 
*( ) ,f x x    . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 

* και ιζσύει 
1( )f x x       , δηλαδή   1x x   

   . 

Απόδειξη 

Για κάθε  
*x  έσοςμε  

   
   

 

1
1 2 1

2 2

1 11 
    

    
         
 

x x x
x x x

x xx

  
   

 


 

  

Είδαμε, όμωρ πιο ππιν όηι   1x x  
  , για κάθε θςζικό 1  . Επομένωρ, αν 

 0,1   ηόηε       1x x  
  . 

 

 

11. Έζηω η ζςνάπηηζη ( )f x x . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 

 1 0x x     και ιζσύει 2

1
( )f x

x
  , δηλαδή 2

1
( )x

x



  . 
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Απόδειξη 

Για κάθε  1x  έσοςμε  

 

 
   

 

   

2

2 2

2 2 2

1

x x x xx
x

x x

x x x x x x

xx x

   


 

     

 

         
 

   
  

 

12. Έζηω η ζςνάπηηζη ( ) ,f x x     . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 

(0, )  και ιζσύει 
1( )f x x    , δηλαδή     1x x  

  . 

Απόδειξη 

Ππάγμαηι με μεηαηποπή ηηρ ( )f x x  έσοςμε 
ln lnx xy x e e

    . Θέηοςμε 

lnu x  και έσοςμε 
uy e . Επομένωρ  

 

        ln ln 1ln ln              u u x xy e e u e x e x x x
x

   
     

 

13. Έζηω η ζςνάπηηζη ( ) , 0xf x    . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο   

και ιζσύει ( ) lnxf x    , δηλαδή     lnx x  
 . 

 

Απόδειξη 

Ππάγμαηι με μεηαηποπή ηηρ ( ) xf x   έσοςμε 
ln lnxx xy e e    . Θέηοςμε 

lnu x   και έσοςμε 
uy e . Επομένωρ  

      ln lnln ln lnu u x x a xy e e u e x e a               

14. Έζηω η ζςνάπηηζη 
*( ) ln ,f x x x  . Η ζςνάπηηζη f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 

*  

και ιζσύει    
1

ln x
x

  . 

Απόδειξη 

 0x   , ηόηε    
1

ln lnx x
x
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 0x   , ηόηε  ln lnx x  , οπόηε, αν θέζοςμε  lny x   και  u x  , έσοςμε 

lny u . Επομένωρ    
1 1 1

ln 1y u u
u x x

       


.Άπα    
1

ln x
x

  .  

15. Θεώπημα ηαθεπήρ ςνάπηηζηρ  

Έζηω μια ζςνάπηηζη f  οπιζμένη ζε ένα  διάζηημα  . Αν : 

 η f  είναι ζςνεσήρ ζηο   και  

 ( ) 0f x   για κάθε εζωηεπικό ζημείο x ηος    

ηόηε η f  είναι ζηαθεπή ζε όλο ηο διάζηημα  . 

Απόδειξη 

Απκεί να αποδείξοςμε όηι για οποιαδήποηε 1 2,x x   ιζσύει    1 2f x f x . 

Ππάγμαηι  

 Αν 1 2x x , ηόηε πποθανώρ    1 2f x f x  

 Αν 1 2x x , ηόηε ζηο διάζηημα 1 2[ , ]x x η f  ικανοποιεί ηιρ ςποθέζειρ ηος 

θεωπήμαηορ μέζηρ ηιμήρ. 

Επομένωρ, ςπάπσει  1 2,x x   ηέηοιο ώζηε   
   

 2 1

2 1

1


 


f x f x
f

x x
 . 

Επειδή ηο ξ είναι εζωηεπικό ζημείο ηος  , ιζσύει ( ) 0f   , οπόηε, λόγω ηηρ (1), είναι 

   1 2f x f x . Αν 1 2x x , ηόηε ομοίωρ αποδεικνύεηαι όηι     1 2f x f x . ε όλερ 

ηιρ πεπιπηώζειρ είναι    1 2f x f x . 

16. Πόπιζμα   

Έζηω δςο ζςναπηήζειρ ,f g  οπιζμένερ  ζε ένα  διάζηημα  . Αν : 

 οι ,f g  είναι ζςνεσήρ ζηο   και  

 ( ) ( )f x g x   για κάθε εζωηεπικό ζημείο x ηος    

ηόηε ςπάπσει ζηαθεπά  c ηέηοια , ώζηε για κάθε x  να ιζσύει   ( ) ( )f x g x c  . 

 

Απόδειξη 

Η ζςνάπηηζη  f g  είναι ζςνεσήρ ζηο    και για κάθε εζωηεπικό ζημείο x ηος    

ιζσύει    

         0f g x f x g x      . 

Επομένωρ , ζύμθωνα με ηο παπαπάνω θεώπημα, η  ζςνάπηηζη  f g  είναι ζηαθεπή 

ζηο  . Άπα , ςπάπσει ζηαθεπά  c  ηέηοια , ώζηε για κάθε x  να ιζσύει 

   f x g x c  , οπόηε    f x g x c  . 
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17. Θεώπημα 

Έζηω μια ζςνάπηηζη f  , η οποία είναι ζςνεσήρ  ζε ένα  διάζηημα  .  

 Αν  ( ) 0f x   ζε κάθε εζωηεπικό ζημείο x ηος   , ηόηε η f  είναι γνηζίωρ 

αύξοςζα ζε όλο ηο  .   

 Αν  ( ) 0f x   ζε κάθε εζωηεπικό ζημείο x ηος   , ηόηε η f  είναι γνηζίωρ 

θθίνοςζα ζε όλο ηο  .   

Απόδειξη 

 Αποδεικνύοςμε ηο θεώπημα ζηην πεπίπηωζη πος είναι ( ) 0f x  . 

Έζηω  1 2,x x   με 1 2x x . Θα δείξοςμε όηι    1 2f x f x . Ππάγμαηι , ζηο 

διάζηημα 1 2[ , ]x x  η f  ικανοποιεί ηιρ πποϋποθέζειρ ηος Θ.Μ.Σ. Επομένωρ , ςπάπσει  

 1 2,x x   ηέηοιο ώζηε   
   2 1

2 1


 



f x f x
f

x x
 , οπόηε έσοςμε 

       2 1 2 1
   f x f x f x x .  

Επειδή ( ) 0f     και 2 1 0x x  , έσοςμε    2 1 0f x f x  , οπόηε 

   2 1f x f x . 

18. Θεώπημα  

Έζηω μια ζςνάπηηζη  f  παπαγωγίζιμη ζ’ ένα διάζηημα ),( βα , με εξαίπεζη ίζωρ ένα 

ζημείο ηος 0x , ζηο οποίο όμωρ η  f  είναι συνεχής. 

i) Αν 0)(  xf  ζηο ),( 0xα  και 0)(  xf  ζηο ),( 0 βx , ηόηε ηο )( 0xf  είναι ηοπικό μέγιζηο 

ηηρ  f.    

ii) Αν 0)(  xf  ζηο ),( 0xα  και 0)(  xf  ζηο ),( 0 βx , ηόηε ηο )( 0xf  είναι ηοπικό 

ελάσιζηο ηηρ  f.    

iii) Aν η )(xf   διαηηπεί ππόζημο ζηο ),(),( 00 βxxα  , ηόηε ηο )( 0xf  δεν είναι ηοπικό 

ακπόηαηο και η  f  είναι γνηζίωρ μονόηονη ζηο ),( βα .  

Απόδειξη 

i) Επειδή 0)(  xf  για κάθε ),( 0xαx  και η  f  είναι ζςνεσήρ ζηο 0x , η  f  είναι γνηζίωρ 

αύξοςζα ζηο ],( 0xα . Έηζι έσοςμε 

          )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ],( 0xαx .          (1) 

Επειδή 0)(  xf  για κάθε ),( 0 βxx  και η  f  είναι ζςνεσήρ ζηο 0x , η  f  είναι γνηζίωρ 

θθίνοςζα ζηο ),[ 0 βx . Έηζι έσοςμε: 
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          )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),[ 0 βxx .          (2) 

 y

 O

 f (x0)

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x
                           

  y 

 O 

 f ΄<0 
 f ΄>0 

 β  a  x0  x 

 f (x0) 

 

Επομένωρ, λόγω ηων (1) και (2), ιζσύει: )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),( βαx , 

πος ζημαίνει όηι ηο )( 0xf  είναι μέγιζηο ηηρ  f  ζηο ),( βα  και άπα ηοπικό μέγιζηο αςηήρ. 

 ii) Επγαζόμαζηε αναλόγωρ. 

 y

 O

 f ΄<0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

  y 

 O 

 f ΄<0  f ΄>0 

 β  a  x0  x 
 

iii) Έζηω όηι 0)(  xf ,  για κάθε  ),(),( 00 βxxαx  . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

  y 

 O 

 f ΄>0 

 f ΄>0 

 β  a  x0  x 
 

Επειδή η  f  είναι ζςνεσήρ ζηο  0x θα είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζε κάθε ένα από ηα 

διαζηήμαηα ],( 0xα  και ),[ 0 βx . Επομένωρ, για 201 xxx   ιζσύει )()()( 201 xfxfxf  . 

Άπα ηο )( 0xf  δεν είναι ηοπικό ακπόηαηο ηηρ  f. Θα δείξοςμε, ηώπα, όηι η  f  είναι 

γνηζίωρ αύξοςζα ζηο ),( βα . Ππάγμαηι, έζηω ),(, 21 βαxx   με 21 xx  . 

— Αν ],(, 021 xαxx  , επειδή η  f  είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο ],( 0xα , θα ιζσύει 

)()( 21 xfxf  . 

— Αν ),[, 021 βxxx  , επειδή η  f  είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο ),[ 0 βx , θα ιζσύει 

)()( 21 xfxf  . 
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— Σέλορ, αν 201 xxx  , ηόηε όπωρ είδαμε )()()( 201 xfxfxf  .  

Επομένωρ, ζε όλερ ηιρ πεπιπηώζειρ ιζσύει )()( 21 xfxf  , οπόηε η  f  είναι γνηζίωρ 

αύξοςζα ζηο ),( βα . 

Ομοίωρ, αν 0)(  xf  για κάθε ),(),( 00 βxxαx  .      

19. Θεώπημα (Fermat) 

Έζηω μια ζςνάπηηζη f  οπιζμένη ζ  ́ ένα  διάζηημα   και 0x  ένα εζωηεπικό ζημείο 

ηος   .Αν η f  παποςζιάζει ακπόηαηο ζηο 0x  και είναι παπαγωγίζιμη ζηο ζημείο αςηό, 

ηόηε    

( ) 0f x   

Απόδειξη 

Αρ ςποθέζοςμε όηι η f  παποςζιάζει ζηο 0x  ηοπικό μέγιζηο. Επειδή ηο  0x   είναι 

εζωηεπικό ζημείο ηος     και η f  παποςζιάζει ζε αςηό ηοπικό μέγιζηο, ςπάπσει 0    

ηέηοιο, ώζηε  0 0,x x     και    0f x f x , για κάθε  

   0 0, . 1x x x     

Επειδή, επιπλέον, η f  είναι παπαγωγίζιμη ζηο 0x , ιζσύει  

 
       

0 0

0 0

0

0 0

lim lim
x x x x

f x f x f x f x
f x

x x x x  

 
  

 
 

 Αν  0 0,x x x  , ηόηε λόγω ηηρ (1) , θα είναι    0

0

0
f x f x

x x





, οπόηε θα έσοςμε  

 
   

0

0

0

0

lim 0 (2)
x x

f x f x
f x

x x


  


 

 Αν  0 0,x x x   , ηόηε λόγω ηηρ (1) , θα είναι    0

0

0
f x f x

x x





, οπόηε θα έσοςμε  

 
   

0

0

0

0

lim 0 (3)
x x

f x f x
f x

x x


  


 

Έηζι , από ηιρ (2) και (3) έσοςμε ( ) 0f x   

Η απόδειξη για ηοπικό ελάσιζηο είναι ανάλογη. 
20. Θεώπημα 

Έζηω μια ζςνάπηηζη f  οπιζμένη ζ  ́ένα  διάζηημα  .Αν F  είναι μια παπάγοςζα ηηρ 

f  ζηο  , ηόηε  

 Όλερ οι ζςναπηήζειρ ηηρ μοπθήρ ( ) ( ) ,G x F x c c    

είναι παπάγοςζερ ηηρ  f  ζηο   και 

 Κάθε άλλη παπάγοςζα G ηηρ f  ζηο   παίπνει ηη μοπθή  



Μαθημαηικά Καηεύθςνζηρ  Γ’ Λςκείος                                                         Επιμέλεια Γιάννηρ Καπούλαρ  

Φπονηιζηήπιο 

Γεπάζηρ  

10 

( ) ( ) ,G x F x c c    

Απόδειξη 

 Κάθε ζςνάπηηζη ηηρ μοπθήρ  ( ) ( )G x F x c   όπος c , είναι μια 

παπάγοςζα ηηρ f  ζηο  , αθού  ( ) ( ) ( ) ( )G x F x c F x f x      για κάθε 

x . 

 Έζηω G  είναι μια άλλη παπάγοςζα ηηρ f  ζηο  . Σόηε για κάθε x  

ιζσύοςν  ( ) ( )F x f x   και ( ) ( )G x f x  , οπόηε  

( ) ( )G x F x  , για κάθε x . 

Άπα, ζύμθωνα με ηο πποηγούμενο πόπιζμα , ςπάπσει ζηαθεπά c  ηέηοια ώζηε  

( ) ( )G x F x c    , για κάθε  x . 

 

21. Θεώπημα (Θεμελιώδερ θεώπημα ηος ολοκληπωηικού λογιζμού) 

Έζηω f  είναι μια ζςνεσήρ ζςνάπηηζη ζε ένα διάζηημα [ , ]  . Αν G  είναι μια 

παπάγοςζα ηηρ f  ζηο [ , ]  , ηόηε   

   ( ) ( ) ( )f t dt G G



    

 

Απόδειξη 

ύμθωνα με ηο πποηγούμενο θεώπημα, η ζςνάπηηζη  ( ) ( )
x

F x f t dt


   είναι 

παπάγοςζα ηηρ f  ζηο [ , ]  . Επειδή και η G  είναι μια παπάγοςζα ηηρ f  ζηο [ , ]  , 

θα ςπάπσει  c  ηέηοιο, ώζηε   

( ) ( ) (1)G x F x c   

 Από ηην (1) , για x  , έσοςμε  

( ) ( ) ( )G F c f t dt c c



      , οπόηε ( )c G  . 

 Επομένωρ ,  ( ) ( ) ( )G x F x G   , 

 Οπόηε , για   x  , έσοςμε  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G F G f t dt G



        

 Και άπα   

( ) ( ) ( )f t dt G G



   .    


