ΛΥΣΗ

α) Η περίπτωση που εξετάζεται εδώ αναφέρεται σε μια πειραματική κατάσταση, κατά την οποία ο ερευνητής καθορίζει εκ των προτέρων τη δόση του αναισθητικού που θα δώσει στα πειραματόζωα και μετρά τις αντιδράσεις τους. Ενδιαφέρεται δηλαδή να προσδιορίσει μια σχέση δόσης αναισθητικού και χρόνου λιποθυμίας. Έτσι, η δόση αναισθητικού παριστάνει την ανεξάρτητη μεταβλητή (X) και ο χρόνος λιποθυμίας την εξαρτημένη μεταβλητή (Y). Επομένως, το διάγραμμα διασποράς παριστάνεται παρακάτω:

� EMBED Word.Picture.6  ���

β) Δύο σημεία από τα οποία εκτιμάται “με το μάτι” ότι θα διέρχεται η καλύτερη ευθεία παλινδρόμησης είναι τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση της ευθείας � EMBED Equation.3  ��� έχουμε το σύστημα:

� EMBED Equation.3  ���

από την επίλυση του οποίου βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε η ευθεία παλινδρόμησης έχει εξίσωση

� EMBED Equation.3  ���.

Παρατηρούμε, όπως άλλωστε αναμενόταν και από το διάγραμμα διασποράς, ότι ο συντελεστής διεύθυνσης είναι αρνητικός, δηλαδή έχουμε αρνητική εξάρτηση του χρόνου λιποθυμίας ως προς τη δόση αναισθητικού. Μεγαλύτερη δόση επιφέρει γρηγορότερη (σε μικρότερο χρόνο) λιποθυμία.

γ) Αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση τις τιμές της δόσης � EMBED Equation.3  ���, 0,5 και 1 mgr, βρίσκουμε τον προβλεπόμενο χρόνο λιποθυμίας του ποντικιού � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� sec, αντίστοιχα.



ΣΧΟΛΙΟ

Παρατηρούμε ότι εμφανίζονται εδώ δυο παράδοξα:

Μηδενική δόση του αναισθητικού προκαλεί λιποθυμία σε 18,5 sec. Υποθέτουμε όμως εδώ ότι τα ποντίκια χάνουν τις αισθήσεις τους μόνο από τη δόση του αναισθητικού και όχι από το φόβο τους!

Δόση αναισθητικού 1 mgr προκαλεί λιποθυμία σε � EMBED Equation.3  ��� sec. Όμως και πάλι εδώ υποθέτουμε ότι η ένεση γίνεται σε ποντίκι που έχει τις αισθήσεις του και όχι να είναι πριν από � EMBED Equation.3  ��� sec λιπόθυμο!

Οι δύο αυτές παρατηρήσεις οδηγούν στο βασικό συμπέρασμα ότι οι προβλέψεις της εξαρτημένης μεταβλητής έχουν νόημα, είναι δηλαδή δυνατές, μόνο για τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής οι οποίες βρίσκονται στο διάστημα που έχουμε εξετάσει ή τουλάχιστον πολύ κοντά στα άκρα του διαστήματος αυτού.



2. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις πωλήσεις (ζήτηση) ενός προϊόντος (π.χ. των κερασιών) Υ (σε κιλά) από το μανάβικο μιας περιοχής και τις αντίστοιχες τιμές Χ του προϊόντος σε εκατοντάδες δρχ. ανά κιλό για μια ορισμένη χρονική περίοδο

Τιμή κερασιών ανά κιλό

σε εκατοντάδες δρχ., Χ�15    13    11     9    9     6      5      4��Πωλήσεις σε κιλά,     Υ� 5      6      8    10    9    12    15    11��α)	Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ��� (των πωλήσεων �	σε συνάρτηση με την τιμή) και να χαραχτεί στο αντίστοιχο διάγραμμα �	διασποράς.

β)	Να ερμηνευθεί η έννοια των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���

γ)	Ποια είναι η αναμενόμενη ζήτηση (πωλήσεις), όταν η τιμή είναι 800 �	δρχ./κιλό;

δ)	Με βάση την ευθεία αυτή μπορούμε να προβλέψουμε την τιμή του �	προϊόντος, όταν η ζήτηση είναι 10 κιλά;



ΛΥΣΗ
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44��� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  �����α) Για τον προσδιορισμό της εξίσωσης της ευθείας ελάχι-στων τετραγώνων διευκο-λύνει ο διπλανός πίνακας με τις απαραίτητες πράξεις. Επομένως, έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���.

� EMBED Word.Picture.6  ���

Άρα, η εξίσωση της ζήτησης (των κερασιών) σε συνάρτηση με την τιμή τους είναι     � EMBED Equation.3  ���.

Επειδή γνωρίζουμε ότι η ευθεία διέρχεται από τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, είναι εύκολο να χαραχτεί στο διάγραμμα διασποράς, όπως φαίνεται δίπλα.

β) Το � EMBED Equation.3  ��� προσδιορίζει την προβλεπόμενη ζήτηση του προϊόντος, όταν η τιμή του είναι 0 δρχ./κιλό Προφανώς εδώ τέτοια περίπτωση δεν είναι ρεαλιστική.

Το � EMBED Equation.3  ��� προσδιορίζει τη μεταβολή που επέρχεται στην εξαρτημένη μεταβλητή Υ, όταν η Χ μεταβληθεί κατά μία μονάδα. Δηλαδή όταν η τιμή των κερασιών αυξηθεί κατά 100 δρχ./κιλό (μία μονάδα), οι πωλήσεις θα ελαττωθούν κατά 0,76 κιλά.

γ) Όταν η αξία του προϊόντος είναι 800δρχ./κιλό, σημαίνει ότι � EMBED Equation.3  ���                (8 εκατοντάδες δρχ.). Συνεπώς, για � EMBED Equation.3  ��� η αναμενόμενη ζήτηση � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ��� κιλά.

δ) Προφανώς, στην περίπτωση που χρησιμοποιείται η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων για την εκτίμηση της ευθείας παλινδρόμησης της εξαρτημένης μεταβλητής Υ πάνω στην ανεξάρτητη μεταβλητή Χ, δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί η προκύπτουσα ευθεία για πρόβλεψη της Χ, όταν δίνεται το Υ. Για να γίνει κάτι τέτοιο, πρέπει εξαρχής να εκτιμηθεί η ευθεία παλινδρόμησης της Χ πάνω στην Υ.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ





Α΄  ΟΜΑΔΑΣ



Να κατασκευάσετε το διάγραμμα διασποράς και να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που προσαρμόζεται (με το μάτι) καλύτερα στα δεδομένα.

(α)�x�12�15�16�18�18���y�13�14�18�18�20��

(β)�x�  1�  2�  3�4�5�6�7�8�9���y�12�10�10�6�6�3�5�2�4��

2.	Παρακάτω δίνονται δύο διαγράμματα διασποράς με τις προσαρμοσμένες ευθείες, όπως τις χάραξε “με το μάτι” ένας μαθητής. Χρησιμοποιώντας τα σημεία Α και Β να βρείτε τις εξισώσεις � EMBED Equation.3  ��� των αντίστοιχων ευθειών.

			         (i) 				(ii)

� EMBED Word.Picture.6  ���



Για καθένα από τα παρακάτω ζεύγη τιμών να βρείτε την εξίσωση ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ��� και να την χαράξετε στο αντίστοιχο διάγραμμα διασποράς. Στη συνέχεια να προβλέψετε την τιμή της y, όταν � EMBED Equation.3  ���.

α)

x�1�2�3�4�5��y�1�2�3�4�5��β)

x�1�2�3�4�5��y�5�4�3�2�1��x�1�2�3�4�5��y�4�2�5�1�3��x�1�2�3�4�5��y�3�1�5�2�4��γ)

δ)

Να εφαρμόσετε τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων για τα δεδομένα της Eφαρμογής 1, για να εκτιμήσετε την ευθεία γραμμικής παλινδρόμησης του χρόνου λιποθυμίας (Υ) των ποντικιών στη δόση αναισθητικού (Χ). Να συγκρίνετε τα αποτελέσματα που προκύπτουν με τη μέθοδο αυτή με τα αντίστοιχα αποτελέσματα που προέκυψαν με την προσαρμογή της ευθείας “με το μάτι”.



α)	Με τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων να βρείτε την ευθεία γραμμικής � 	παλινδρόμησης της Υ πάνω στη Χ για τα παρακάτω δεδομένα 5 μαθητών.

Επίδοση στα Μαθηματικά, x�12�15�16�18�18��Επίδοση στη Φυσική, y�13�14�18�18�20��β)	Αν υποθέσουμε ότι χάθηκε ο βαθμός της Φυσικής για το μαθητή που � 	πήρε 15 στα Μαθηματικά και για να μην υποχρεωθεί ο μαθητής να � 	ξαναδώσει εξετάσεις στη Φυσική, ποιο βαθμό, κατά τη γνώμη σας,�	πρέπει να πάρει;





Β΄  ΟΜΑΔΑΣ



Ο παρακάτω πίνακας δίνει τα αποτελέσματα των μετρήσεων της συστολικής πίεσης και της ηλικίας 10 γυναικών:

Ηλικία (έτη)�    25    30    35    40    45    50    55    60    65    70��Πίεση (mm Hg)�  116  117  121  147  111  133  105  153  155  176��	α)	Ποια από τις δύο μεταβλητές ηλικία και συστολική πίεση μπορεί να � 	θεωρηθεί ως ανεξάρτητη μεταβλητή;

	β)	Να γίνει το αντίστοιχο διάγραμμα διασποράς.

	γ)	Να χαράξετε “με το μάτι” την ευθεία που προσαρμόζεται καλύτερα � 	στα δεδομένα.

	δ)	Τι συστολική πίεση προβλέπετε για μια γυναίκα 75 ετών;



2.	Να χρησιμοποιήσετε τα δεδομένα του Πίνακα 4 μόνο για τα αγόρια, για να προβλέψετε το ύψος ενός μαθητή όταν:

	α) ο πατέρας του έχει ύψος 180 cm

	β) ο μέσος όρος του ύψους των γονιών του είναι 170 cm.



3. Να χρησιμοποιήσετε τα δεδομένα του Πίνακα 4 μόνο για τα κορίτσια, για να προβλέψετε το ύψος μιας μαθήτριας όταν:

	α) η μητέρα της έχει ύψος 167 cm

	β) ο μέσος όρος του ύψους των γονιών της είναι 170 cm.



Από 8 γάμους που έγιναν σε μια εκκλησία κατά τη διάρκεια ενός μηνός, οι ηλικίες των ανδρογύνων ήσαν:

Ηλικία γαμπρού, y�20�22�24�25�28�30�33�38��Ηλικία νύφης , x�20�20�22�27�24�25�28�34��	α)	Να υπολογίσετε με τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων την ευθεία � 	γραμμικής παλινδρόμησης της Υ πάνω στη Χ και να τη χαράξετε στο � 	αντίστοιχο διάγραμμα διασποράς.

		β)	Να βρείτε την αναμενόμενη ηλικία του γαμπρού για μια υποψήφια νύφη �	25 ετών.

	γ)	Για κάθε έτος που μια γυναίκα καθυστερεί να παντρευτεί πόσο �	αυξάνεται η ηλικία του υποψήφιου γαμπρού.



Για τα ίδια δεδομένα της προηγούμενης άσκησης (4) να βρείτε:

		α)	την ευθεία γραμμικής παλινδρόμησης της  Χ  πάνω στη Υ,

	β)	την αναμενόμενη ηλικία της νύφης για έναν υποψήφιο γαμπρό 28 ετών,

	 γ)	για κάθε έτος που ένας άνδρας καθυστερεί να παντρευτεί πόσο �	αυξάνεται η ηλικία της υποψήφιας νύφης;



2.5	ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ





Εισαγωγή



Εχουμε δει μέχρι τώρα ότι ένα σύνολο παρατηρήσεων μιας μεταβλητής περιγράφεται με τα μέτρα θέσης και διασποράς, όπως για παράδειγμα, η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση, αντιστοίχως. Επιπλέον, με τη γραμμική παλινδρόμηση που εξετάσαμε στην προηγούμενη παράγραφο είδαμε πώς βρίσκουμε την ευθεία γραμμικής παλινδρόμησης η οποία προσαρμόζεται καλύτερα στο “σμήνος” των σημείων όπως αυτά παριστάνονται σε ένα διάγραμμα διασποράς.

Ας δούμε, για παράδειγμα, τα παρακάτω ζεύγη τιμών �EMBED Equation.3��� για τις μεταβλητές Χ, Υ και �EMBED Equation.3��� για τις μεταβλητές �EMBED Equation.3���:
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από τα οποία βρίσκουμε:

�EMBED Equation.3���,   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���

�EMBED Equation.3���,   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���

το διάγραμμα διασποράς στο σχήμα 18(α)  των σημείων �EMBED Equation.3��� και την αντίστοιχη ευθεία ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ���

�το διάγραμμα διασποράς στο σχήμα 18(β)  των σημείων �EMBED Equation.3��� και την αντίστοιχη ευθεία ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ���.

�

	� EMBED Word.Picture.6  ���	         � EMBED Word.Picture.6  ���

		(α)					(β)



Στα δύο αυτά διαγράμματα διασποράς βλέπουμε ότι προσαρμόζεται η ίδια ευθεία γραμμικής  παλινδρόμησης. Όμως τα σημεία  του σμήνους στο διάγραμμα (α) είναι περισσότερο συγκεντρωμένα γύρω από την ευθεία ενώ στο διάγραμμα (β) έχουμε ένα πιο χαλαρό σμήνος σημείων γύρω από την αντίστοιχη ευθεία παλινδρόμησης. Δηλαδή στην πρώτη περίπτωση η γραμμική σχέση μεταξύ των μεταβλητών είναι ισχυρότερη παρά στη δεύτερη περίπτωση.

Ένα μέτρο που μας δίνει το μέγεθος της γραμμικής σχέσης ή το βαθμό συγκέντρωσης των σημείων του διαγράμματος διασποράς γύρω από την ευθεία παλινδρόμησης είναι ο λεγόμενος συντελεστής γραμμικής συσχέτισης (linear correlation coefficient).





Συντελεστής  Γραμμικής  Συσχέτισης



Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης δύο μεταβλητών Χ και Υ ορίζεται με βάση ένα δείγμα ν ζευγών παρατηρήσεων �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���, συμβολίζεται με �EMBED Equation.3��� ή απλά με  r  και δίνεται από τον τύπο:

�EMBED Equation.3���

(1)

αναφέρεται δε και ως συντελεστής συσχέτισης του Pearson.

Από τον ορισμό του  r  παρατηρούμε ότι για μεγάλες τιμές �EMBED Equation.3��� της Χ και �EMBED Equation.3��� της Υ (μεγαλύτερες από τη μέση τιμή τους) οι διαφορές �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι θετικές, οπότε το γινόμενό τους είναι θετικό. Όμοια για μικρές τιμές �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, οι διαφορές �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι αρνητικές, οπότε το γινόμενό τους είναι πάλι θετικό. Επομένως, όταν σε μεγάλες τιμές της μεταβλητής Χ αντιστοιχούν και μεγάλες τιμές της Υ, ή σε μικρές τιμές της Χ αντιστοιχούν μικρές τιμές της Υ τότε ο συντελεστής συσχέτισης είναι θετικός και λέμε ότι οι Χ, Υ είναι θετικά συσχετισμένες. Ανάλογα μπορούμε να δούμε ότι ο r παίρνει αρνητικές τιμές όταν σε μεγάλες τιμές της μιας μεταβλητής αντιστοιχούν μικρές τιμές της άλλης, οπότε λέμε ότι οι μεταβλητές αυτές είναι αρνητικά συσχετισμένες.

Με βάση τον παρακάτω πίνακα  και τον τύπο (1) υπολογίζουμε το συντελεστή
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γραμμικής συσχέτισης  για τα δεδομένα του πρώτου παραδείγματος

�EMBED Equation.3���.

Με ανάλογο τρόπο υπολογίζουμε και το συντελεστή γραμμικής συσχέτισης για τα δεδομένα του δεύτερου παραδείγματος όπου βρίσκουμε �EMBED Equation.3���.

Συγκρίνοντας τους δύο συντελεστές συσχέτισης βλέπουμε ότι �EMBED Equation.3���. Αυτό δηλώνει ότι οι μεταβλητές Χ, Υ του πρώτου παραδείγματος είναι περισσότερο γραμμικά συσχετισμένες παρά οι μεταβλητές �EMBED Equation.3��� του δεύτερου παραδείγματος.



Ο συντελεστής συσχέτισης είναι καθαρός αριθμός, δηλαδή δεν εκφράζεται σε συγκεκριμένες μονάδες μέτρησης, επομένως είναι ανεξάρτητος των χρησιμοποιούμενων μονάδων μέτρησης των μεταβλητών Χ και Υ. Επί πλέον ισχύει πάντοτε ότι:

 �EMBED Equation.3���.   

Πιο συγκεκριμένα όταν:



( �EMBED Equation.3���,	τότε οι Χ, Υ είναι θετικά γραμμικά συσχετισμένες (σχήμα 19(γ), �			(ε))



( �EMBED Equation.3���,	τότε οι Χ, Υ είναι αρνητικά γραμμικά συσχετισμένες (σχήμα � 			19(δ), (στ))



( �EMBED Equation.3���,		τότε έχουμε τέλεια θετική γραμμική συσχέτιση και όλα τα � 			σημεία βρίσκονται πάνω σε μια ευθεία με θετική κλίση (σχήμα � 			19(α)), δηλαδή �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���



( �EMBED Equation.3���,		τότε έχουμε τέλεια αρνητική γραμμική συσχέτιση και όλα τα � 			σημεία βρίσκονται πάνω σε μια ευθεία με αρνητική κλίση (σχήμα � 			19(β)), δηλαδή �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���



( �EMBED Equation.3���,		τότε δεν υπάρχει γραμμική συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών. � 			Οι μεταβλητές δηλαδή Χ, Υ είναι γραμμικά ασυσχέτιστες (σχήμα  � 			19(ζ)).



�
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Διαγράμματα διασποράς και συντελεστές συσχέτισης για διάφορα ζεύγη παρατηρήσεων �EMBED Equation.3���.
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Αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης  r  δίνεται ισοδύναμα και από τον παρακάτω τύπο, η χρήση του οποίου διευκολύνει συχνά τους υπολογισμούς κυρίως στην περίπτωση που οι �EMBED Equation.3��� δεν είναι ακέραιοι:

(2)

�EMBED Equation.3���

Συσχέτιση και Παλινδρόμηση



Η παλινδρόμηση και η συσχέτιση, όπως τις εξετάσαμε έως τώρα, είναι δύο διαδικασίες μελέτης διμεταβλητών πληθυσμών. Η παλινδρόμηση προσδιορίζει τη σχέση εξάρτησης μεταξύ δύο μεταβλητών, ενώ ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης δίνει ένα μέτρο του μεγέθους της γραμμικής συσχέτισης μεταξύ δύο μεταβλητών. Επομένως, οι δύο διαδικασίες δεν είναι άσχετες μεταξύ τους.

Όταν δεν έχουμε πειραματικά δεδομένα, να προκαθορίζονται δηλαδή οι τιμές

της μιας μεταβλητής, τότε μπορεί να μελετηθεί είτε η εξάρτηση της Υ από τη Χ είτε η εξάρτηση της Χ από την Υ. Το πόσο έντονη είναι η σχέση εξάρτησης μεταξύ των δύο μεταβλητών μας το δίνει ο συντελεστής συσχέτισης. Όσο το r πλησιάζει στο � EMBED Equation.3  ��� τόσο τα σημεία του διαγράμματος διασποράς τείνουν να βρίσκονται σε μια ευθεία με συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ���. Όσο το r πλησιάζει στο � EMBED Equation.3  ��� τόσο τα σημεία τείνουν να βρίσκονται σε μια ευθεία με � EMBED Equation.3  ���. Όταν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���. Συνήθως στις εφαρμογές εξετάζεται η συσχέτιση και η παλινδρόμηση μαζί, οπότε έχουμε πληρέστερη και πιο ολοκληρωμένη εξέταση των δύο μεταβλητών.



ΕΦΑΡΜΟΓΗ



Να υπολογιστεί και να ερμηνευτεί ο συντελεστής συσχέτισης r μεταξύ των μεταβλητών  Χ  και  Υ  με βάση τις παρακάτω τιμές:

x�10�13�17�21�25�28�30��y�21�24�29�25�36�33�40��ΛΥΣΗ

Για τον υπολογισμό του συντελεστή συσχέτισης μεταξύ των Χ και Υ διευκολύνει ο παρακάτω πίνακας:
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