Συντελεστής Mεταβολής (CV)



Έστω ότι από ένα δείγμα είκοσι μαθητών της Α΄ Γυμνασίου βρήκαμε μέσο βάρος � EMBED Equation.3  ��� και τυπική απόκλιση � EMBED Equation.3  ���, ενώ από ένα δεύτερο δείγμα τριάντα μαθητών της Γ΄ Λυκείου βρήκαμε μέσο βάρος � EMBED Equation.3  ��� και τυπική απόκλιση � EMBED Equation.3  ���. Όπως αντιλαμβανόμαστε, είναι λάθος να πούμε ότι το βάρος των μαθητών του Λυκείου έχει τον ίδιο βαθμό μεταβλητότητας με το βάρος των μαθητών του Γυμνασίου, καθόσον η βαρύτητα που έχουν τα 6 kgr στο μέσο βάρος των 40 kgr είναι διαφορετική από αυτήν που έχουν στο μέσο βάρος των 75 kgr.

Ακόμη, ας υποθέσουμε ότι ο μέσος μισθός των υπαλλήλων μιας εταιρείας Α είναι � EMBED Equation.3  ��� δρχ. με τυπική απόκλιση � EMBED Equation.3  ��� δρχ., ενώ για τους υπαλλήλους μιας εταιρείας Β είναι � EMBED Equation.3  ��� με τυπική απόκλιση � EMBED Equation.3  ���. Στην περίπτωση αυτή έχουμε διαφορετικές μονάδες μέτρησης του μισθού, επομένως οι διασπορές των παρατηρήσεων δεν είναι άμεσα συγκρίσιμες.

Ένα μέτρο με το οποίο μπορούμε να ξεπεράσουμε τις παραπάνω δυσκολίες και το οποίο μας βοηθά στη σύγκριση ομάδων τιμών, που είτε εκφράζονται σε διαφορετικές μονάδες μέτρησης είτε εκφράζονται στην ίδια μονάδα μέτρησης, αλλά έχουν σημαντικά διαφορετικές μέσες τιμές, είναι ο συντελεστής μεταβολής ή συντελεστής μεταβλητότητας (coefficient of variation), ο οποίος ορίζεται από το λόγο:

� EMBED Equation.3  ���.

Ο συντελεστής μεταβολής εκφράζεται επί τοις εκατό, είναι συνεπώς ανεξάρτητος από τις μονάδες μέτρησης και παριστάνει ένα μέτρο σχετικής διασποράς των τιμών  και όχι της απόλυτης διασποράς, όπως έχουμε δει έως τώρα. Εκφράζει, δηλαδή, τη μεταβλητότητα των δεδομένων απαλλαγμένη από την επίδραση της μέσης τιμής. Για το πρώτο παράδειγμα του βάρους έχουμε συντελεστή μεταβολής για τις δύο ομάδες μαθητών:

			      � EMBED Equation.3  ���   και

			      � EMBED Equation.3  ���

δηλαδή, ο βαθμός διασποράς του βάρους των μαθητών Γυμνασίου είναι μεγαλύτερος από το βαθμό διασποράς του βάρους των μαθητών Λυκείου (για τα συγκεκριμένα δείγματα).

Ανάλογα συμπεράσματα βγάζουμε και για το δεύτερο παράδειγμα, όπου βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Παρ’όλο που η τυπική απόκλιση των μισθών στην εταιρεία Α είναι μεγαλύτερη από την τυπική απόκλιση στην εταιρεία Β, ο συντελεστής μεταβολής δίνει μεγαλύτερη σχετική διασπορά στην εταιρεία Β. Αυτό μεταφράζεται στο να λέμε ότι έχουμε μεγαλύτερη ομοιογένεια μισθών στην εταιρεία Α παρά στη Β.

Γενικά δεχόμαστε ότι ένα δείγμα τιμών μιας μεταβλητής θα είναι ομοιογενές, εάν ο συντελεστής μεταβολής δεν ξεπερνά το 10%.



ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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  6��1. Ο διπλανός πίνακας συχνοτήτων δίνει την κατανομή του χρόνου Χ (σε sec) 60 μαθητών που χρειάστηκαν, για να τρέξουν μια δεδομένη απόσταση. Να υπολογιστούν:

α)	ο μέσος, ο διάμεσος και ο επικρατέστερος χρόνος για την �	κάλυψη της συγκεκριμένης απόστασης,

β)	η τυπική απόκλιση,

γ)	σε πόσο χρόνο από της στιγμή της εκκίνησης �	κάλυψε την απόσταση το 25% των μαθητών.



ΛΥΣΗ

α) ( Για τον υπολογισμό της μέσης τιμής συμπληρώνουμε τις τρεις πρώτες στήλες του παρακάτω πίνακα:
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38400��Σύνολο�ν=60�Σ� EMBED Equation.3  ���=4000�Σ� EMBED Equation.3  ���=270900��Επομένως, ο μέσος χρόνος για την κάλυψη της συγκεκριμένης απόστασης είναι:

� EMBED Equation.3  ���sec.

Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά, άρα η διάμεσος είναι ο μέσος όρος της 30ής και 31ης παρατήρησης, δηλαδή ο μέσος όρος των παρατηρήσεων 65 και 70, άρα � EMBED Equation.3  ���.

( Η επικρατούσα τιμή είναι η τιμή με τη μεγαλύτερη συχνότητα, άρα � EMBED Equation.3  ���.

β) Για τον υπολογισμό της τυπικής απόκλισης είναι προτιμότερο να εφαρμόσουμε τη σχέση (4), μιας και η μέση τιμή δεν είναι ακέραιος αριθμός. Με βάση τον παραπάνω πίνακα η διακύμανση της μεταβλητής Χ είναι:

� EMBED Equation.3  ���

και η τυπική απόκλιση    � EMBED Equation.3  ���.

γ) Θέλουμε να υπολογίσουμε το πρώτο τεταρτημόριο, � EMBED Equation.3  ���. Αριστερά της διαμέσου � EMBED Equation.3  ��� έχουμε 30 παρατηρήσεις. Η διάμεσος αυτών των 30 πρώτων παρατηρήσεων είναι το ημιάθροισμα της 15ης και 16ης παρατήρησης, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���. Δηλαδή, ύστερα από μία ώρα από τη στιγμή της εκκίνησης το 25% των μαθητών κάλυψαν τη συγκεκριμένη απόσταση.



2. Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση

� EMBED Equation.3  ���

γίνεται ελάχιστη, όταν � EMBED Equation.3  ���.



ΛΥΣΗ

Λαμβάνοντας την πρώτη παράγωγο της � EMBED Equation.3  ���, βρίσκουμε

� EMBED Equation.3  ���.

Έχουμε διαδοχικά:

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���.

Η δεύτερη παράγωγος της � EMBED Equation.3  ��� είναι:

� EMBED Equation.3  ���

και επειδή � EMBED Equation.3  ��� συνεπάγεται ότι για � EMBED Equation.3  ��� η � EMBED Equation.3  ��� γίνεται ελάχιστη.

3. Έστω � EMBED Equation.3  ��� ν παρατηρήσεις με μέση τιμή � EMBED Equation.3  ��� και τυπική απόκλιση � EMBED Equation.3  ���.

α)	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν προσθέσουμε�	 σε καθεμιά από τις � EMBED Equation.3  ��� μια σταθερά c, να δειχτεί ότι:

	i) � EMBED Equation.3  ���,	ii) � EMBED Equation.3  ���

β)	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν πολλαπλασιά-�	σουμε τις � EMBED Equation.3  ��� επί μια σταθερά  c, να αποδειχτεί ότι:

	i) � EMBED Equation.3  ���,		ii) � EMBED Equation.3  ���



ΑΠΟΔΕΙΞΗ

α)	Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, επομένως:

	i)		� EMBED Equation.3  ���

			   � EMBED Equation.3  ���

	ii)	� EMBED Equation.3  ���

			     � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���.

Άρα και � EMBED Equation.3  ���.

β)	Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, επομένως:

	i)		� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

	ii)	� EMBED Equation.3  ���

			     � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���.

Άρα και � EMBED Equation.3  ���.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Έξι διαδοχικοί άρτιοι αριθμοί έχουν μέση τιμή 15. Να βρείτε τους αριθμούς και τη διάμεσό τους.



Έχουμε ένα δείγμα � EMBED Equation.3  ��� παρατηρήσεων, όπου κάθε παρατήρηση μπορεί να είναι 1, 2 ή 3. Είναι δυνατό η μέση τιμή να είναι	 α)  1    β)  4    γ)  1,8;



Ένας επενδυτής επένδυσε το ίδιο ποσό χρημάτων σε 8 διαφορετικές μετοχές στο χρηματιστήριο. Κατά τη διάρκεια του περασμένου έτους οι μετοχές είχαν τις παρακάτω εκατοστιαίες μεταβολές στην αξία τους:

		5,  16,  -10,  0,  27,  14,  -20,  34. Να βρεθεί η μέση εκατοστιαία απόδοση της επένδυσης.



Το μέσο ύψος 9 καλαθοσφαιριστών μιας ομάδας είναι 205 cm.

		α)	Για να “ψηλώσει” την ομάδα ο προπονητής πήρε έναν ακόμη παίκτη με �	ύψος 216 cm. Ποιο είναι το μέσο ύψος της ομάδας τώρα;

		β)	Εάν ήθελε να “ψηλώσει” την ομάδα στα 208 cm, πόσο ύψος έπρεπε να �	έχει ο καλαθοσφαιριστής που πήρε;



Η μέση ηλικία 18 αγοριών και 12 κοριτσιών μιας τάξης είναι 15,4 χρόνια. Εάν η μέση ηλικία των αγοριών είναι 15,8 χρόνια, να βρείτε τη μέση ηλικία των κοριτσιών.



Σε μια κάλπη υπάρχουν άσπρες, μαύρες, κόκκινες και πράσινες μπάλες σε αναλογία 10%, 20%, 30% και 40% αντίστοιχα. Μια άσπρη μπάλα έχει βάρος 10 gr., μια μαύρη 11 gr, μια κόκκινη 12 gr και μια πράσινη 13 gr Nα βρείτε τη μέση τιμή, τη διάμεσο και την επικρατούσα τιμή του βάρους όλων των μπαλών, αν ξέρουμε ότι στην κάλπη υπάρχουν α) 10 μπάλες,     β) 20 μπάλες γ) δε γνωρίζουμε πόσες μπάλες υπάρχουν στην κάλπη.



7.	Η επίδοση ενός μαθητή σε πέντε μαθήματα είναι 12, 10, 16, 18, 14.

α)	Να βρείτε τη μέση επίδοση.

β)	Αν τα μαθήματα είχαν συντελεστές στάθμισης 2, 3, 1, 1 και 3, ποια θα �	ήταν η μέση επίδοση; Σε ποια μαθήματα έπρεπε να δώσει ιδιαίτερη �	προσοχή ο μαθητής;



8.	Ένα εργοστάσιο απασχολεί 5 υπαλλήλους στο Τμήμα Α με μέσο (μηνιαίο) μισθό 249 χιλ. δρχ., 6 υπαλλήλους στο Τμήμα Β με μέσο μισθό 280 χιλ. δρχ. και 4 υπαλλήλους στο Τμήμα Γ με μέσο μισθό 360 χιλ. δρχ. Ποιος είναι ο μέσος μισθός όλων των υπαλλήλων;



9.	Η μέση τιμή και η διάμεσος πέντε αριθμών είναι 6. Οι τρεις από αυτούς είναι οι 5, 8, 9. Να βρείτε τους άλλους δύο.
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1��10.	Στο διπλανό πίνακα δίνονται οι τιμές μιας μεταβλητής Χ με τις αντίστοιχες συχνότητές τους. Η πέμπτη συχνότητα χάθηκε! Μπορείτε να την “ανακαλύψετε”, εάν γνωρίζετε ότι

		α) η μέση τιμή είναι 4,4,

		β) η διάμεσος είναι το 4,5,

		γ) υπάρχουν δύο επικρατούσες τιμές; 



11.		Για την κατανομή του βαθμού των Μαθηματικών της Β΄ τάξης των 40 μαθητών και μαθητριών της Γ΄ Λυκείου του πίνακα 4 να βρείτε:

		α)	τη μέση τιμή,

		β)	τη διάμεσο,

		γ)	την επικρατούσα τιμή,

		δ)	το πρώτο και το τρίτο τεταρτημόριο και να ερμηνεύσετε τα �	αποτελέσματα.



12.	Ο παρακάτω πίνακας δίνει τον αριθμό των επισκέψεων 40 μαθητών σε διάφορα μουσεία της χώρας κατά τη διάρκεια ενός έτους.

Επισκέψεις�Συχνότητα��[0-2)

2-4

4-6

6-8

8-10�8

12

10

6

4��	Να υπολογιστούν:

	α) η μέση τιμή,

	β) η επικρατούσα τιμή,

	γ) η διάμεσος,

	δ) το πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο.



13. Το μέσο ύψος των 30 μαθητών και μαθητριών μιας τάξης είναι 170 cm. Ποιο θα είναι το μέσο ύψος της τάξης:

		α) αν φύγει ένας μαθητής με ύψος 180 cm,

		β) αν έρθει μια νέα μαθήτρια με ύψος 170 cm,

		γ) αν φύγει ένας μαθητής με ύψος 180 cm και έλθει μια μαθήτρια με ύψος �    170 cm;



14.	Καθεμία από τις παρακάτω λίστες δεδομένων έχουν μέση τιμή 50.

	α)	Σε ποια λίστα υπάρχει (i) μεγαλύτερη (ii) μικρότερη διασπορά �		παρατηρήσεων; (Να μη γίνουν πράξεις).

0,   20,   40,   50,   60,   80,   100

0,   48,   49,   50,   51,   52,   100

 0,     1,     2,   50,   98,   99,   100.

	β)	Μπορεί να χρησιμοποιηθεί για σύγκριση των δεδομένων αυτών το �			εύρος;



15.	Η βαθμολογία δέκα μαθητών σε ένα διαγώνισμα ήταν:   7, 11, 10, 13, 15, 3, 12, 11, 4, 14.  Να υπολογίσετε:

α)	τη μέση τιμή, την επικρατούσα τιμή και τη διάμεσο,

β)	τα � EMBED Equation.3  ���,

γ)	το εύρος, την τυπική απόκλιση και το συντελεστή μεταβολής.



16.	Να υπολογιστεί η τυπική απόκλιση των δεδομένων της άσκησης 12.



Ο μέσος χρόνος που χρειάζονται οι μαθητές ενός σχολείου να πάνε το πρωί από το σπίτι τους μέχρι το σχολείο είναι 10 λεπτά με τυπική απόκλιση 2 λεπτά. Υποθέτοντας ότι έχουμε περίπου κανονική κατανομή, να βρείτε κατά προσέγγιση το ποσοστό των μαθητών που χρειάζονται:

	α) κάτω από 8 λεπτά 		γ) το πολύ 10 λεπτά

	β) πάνω από 14 λεπτά		δ) από 6 έως 12 λεπτά 

		για να πάνε στο σχολείο τους.



18.	Να υπολογίσετε τη μέση τιμή και τη διάμεσο για τα παρακάτω δείγματα δεδομένων και να σχολιάσετε τα αποτελέσματα:

		α)    1    2    6	      β)     2    4   12

		γ)  11  12  16	      δ)   12  14   22.



19.	Να υπολογίσετε τη διακύμανση και την τυπική απόκλιση για καθεμιά από τις παρακάτω λίστες δεδομένων. Συγκρίνοντας τα δεδομένα και τα αποτελέσματα τι συμπέρασμα βγάζετε;

	α) 1,  3,  4,   5,   7			β)  3,   9,  12,  15,  21

	γ) 6,  8,  9, 10,  12			δ) -1,  -3,  -4,   -5,  -7.



20.	Οι μαθητές του Γ2 ξόδεψαν σε μια μέρα κατά μέσο όρο 625 δρχ. αγοράζοντας διάφορα τρόφιμα από το κυλικείο του σχολείου. Εάν ο συντελεστής μεταβολής είναι 27,2%, να βρείτε την τυπική απόκλιση. Εάν επιπλέον γνωρίζετε ότι το � EMBED Equation.3  ���, πόσοι είναι οι μαθητές του Γ2;





Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



Η βαθμολογία 50 μαθητών στην Ιστορία κυμαίνεται από 10 μέχρι 20 (κανένας δεν είναι κάτω από τη βάση). Γνωρίζουμε επίσης ότι πέντε μαθητές έχουν βαθμό κάτω από 12, δεκαπέντε κάτω από 14, πέντε μεγαλύτερο ή ίσο του 18 και δεκαπέντε μεγαλύτερο ή ίσο του 16.

		α) Να παρασταθούν τα δεδομένα σε έναν πίνακα συχνοτήτων.

		β) Να υπολογίσετε: i) τη μέση τιμή, ii) τη διάμεσο.

		γ) Εάν στο 5% των μαθητών με την καλύτερη επίδοση δοθεί έπαινος, πόσο �    βαθμό πρέπει να έχει κάποιος μαθητής για να πάρει έπαινο;



2.	Η μέση τιμή και η διακύμανση των 5 τιμών ενός δείγματος είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αντίστοιχα. Εάν, για τις τέσσερις τιμές ισχύει � EMBED Equation.3  ���, να βρεθεί η πέμπτη τιμή.



Ένας μαθητής αγόρασε 10 βιβλία που κόστιζαν χωρίς ΦΠΑ 5, 3, 2, 6, 7, 2, 3, 9, 3, 4 χιλ. δρχ., αντίστοιχα.

		α)	Ποια είναι η μέση, η διάμεση και η επικρατούσα αξία (τιμή) των �   	βιβλίων;

		β)	Πώς μεταβάλλονται τα ευρήματα του ερωτηματος (α), αν προσθέσουμε �	και το ΦΠΑ, που είναι 18%;

		γ)	Αν ο μαθητής πληρώσει επί πλέον 100 δρχ. (χωρίς ΦΠΑ) για κάθε βιβλίο � 	που θα “ντύσει”, πώς διαμορφώνονται τώρα τα ευρήματα του � 	ερωτήματος (β);



4.   Να δείξετε ότι εάν από όλες τις τιμές 0, 2, 4, 6, 8, 10 και 12 ενός δείγματος αφαιρέσουμε τη μέση τιμή τους και διαιρέσουμε με την τυπική τους απόκλιση, τότε εκείνες μετασχηματίζονται σε άλλες τιμές με μέση τιμή 0 και διασπορά 1. Να δείξετε ότι η ιδιότητα αυτή ισχύει για όλα τα δυνατά δείγματα.



� EMBED Word.Picture.6  ���

Στο διπλανό σχήμα φαίνονται τα ύψη των πωλήσεων σε εκατομμύρια δρχ. που έγιναν από τους πωλητές μιας εταιρείας κατά τη διάρκεια ενός έτους.

		α)	Πόσοι είναι οι πωλητές;

		β)	Πόσοι πωλητές έκαναν πωλήσεις � 	πάνω από 5 εκατομμύρια δρχ.;

		γ)	Να βρεθεί η επικρατούσα τιμή �	των πωλήσεων.

		δ)	Να κατασκευάσετε τον πίνακα � 	συχνοτήτων και να υπολογίσετε � 	τη μέση τιμή και τη διακύμανση.

		ε)	Από το πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων να εκτιμήσετε τα � 	τρία τεταρτημόρια � EMBED Equation.3  ���.
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  4��Στο διπλανό πίνακα δίνεται η κατανομή της ηλικίας των ατόμων μιας πόλης. Να υπολογίσετε:

	α)	Την τυπική απόκλιση και το συντελεστή �   	μεταβολής.

	β)	Το ενδοτεταρτημοριακό εύρος.
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195��Από τη Στατιστική της Φυσικής Κίνησης Πληθυσμού της Ελλάδας οι θάνατοι λόγω υπερτασικής νόσου το 1995 δίνονται στον διπλανό πίνακα (ΕΣΥΕ):

	Να κατασκευάσετε στο ίδιο σχήμα τα πολύγωνα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων για την ηλικία ανδρών και γυναικών, αντίστοιχα, που πέθαναν από υπερτασική νόσο το 1995, και στη συνέχεια να τα συγκρίνετε.



2.4	ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ





Εισαγωγή



Στα διάφορα προβλήματα που εξετάσαμε έως τώρα στη Στατιστική ασχοληθήκαμε κάθε φορά με μία μόνο μεταβλητή (ξεχωριστά), π.χ. με το βάρος, με το ύψος, με την επίδοση μαθητών κτλ. Για καθεμιά μεμονωμένη μεταβλητή αρκεστήκαμε στη μελέτη της κατανομής συχνοτήτων, στον υπολογισμό διάφορων μέτρων όπως μέση τιμή, διάμεσος, διακύμανση κτλ. Σε αρκετές όμως περιπτώσεις εξίσου ενδιαφέρουσα είναι και η ταυτόχρονη μελέτη δύο ή περισσότερων μεταβλητών, για να προσδιορίσουμε με ποιο τρόπο οι μεταβλητές αυτές σχετίζονται μεταξύ τους. Για παράδειγμα:

α) Η ηλικία και το βάρος ενός παιδιού έχουν κάποια θετική εξάρτηση (συσχέτιση) μεταξύ τους με την έννοια ότι όσο πιο μεγάλο είναι το παιδί τόσο μεγαλύτερο βάρος θα έχει.

β) Η διάρκεια ζωής των ζώντων οργανισμών σε μια περιοχή και το ποσοστό μόλυνσης της περιοχής έχουν αρνητική εξάρτηση μεταξύ τους, με την έννοια ότι όσο πιο μεγάλο είναι το ποσοστό μόλυνσης της περιοχής τόσο μικρότερη είναι η διάρκεια ζωής των οργανισμών που ζουν στην περιοχή.

γ) Όσο μεγαλύτερη (μέχρι ένα ανώτερο όριο) είναι η περιεκτικότητα σε φθόριο στο πόσιμο νερό, τόσο μικρότερες είναι οι περιπτώσεις στη φθορά των δοντιών των μικρών παιδιών.

δ) Η συνολική παραγωγή καλαμποκιού εξαρτάται από τη θέση του χωραφιού, από την ποσότητα λιπάσματος, από την επίδραση της θερμοκρασίας, της υγρασίας κτλ.

ε) Το ύψος των αποδοχών των υπαλλήλων μιας εταιρείας δεν εξαρτάται από το βάρος τους.

Έτσι λοιπόν είναι ενδιαφέρον να εξεταστούν οι επιδράσεις που κάποιες μεταβλητές ασκούν σε κάποιες άλλες μεταβλητές. Η ύπαρξη μιας συναρτησιακής σχέσης (εξίσωσης) μεταξύ των μεταβλητών μπορεί να είναι εξαιρετικά πολύτιμη για την πρόβλεψη των τιμών μιας μεταβλητής από τις γνώσεις που διαθέτουμε για τις άλλες μεταβλητές, όταν ισχύουν κάποιες συγκεκριμένες συνθήκες.

Ο κλάδος της Στατιστικής που εξετάζει τη σχέση μεταξύ δύο ή περισσότερων μεταβλητών με απώτερο σκοπό την πρόβλεψη μιας απ’αυτές μέσω των άλλων χαρακτηρίζεται με την ονομασία ανάλυση παλινδρόμησης (regression analysis). Ιστορικά, ο όρος “regression” χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Άγγλο ανθρωπολόγο Galton (1822-1911) το 1885. Με τη μελέτη του ύψους των παιδιών σε σχέση με το ύψος των γονέων διαπιστώθηκε ότι παιδιά ψηλών γονέων τείνουν, κατά μέσο όρο, να είναι κοντύτερα των γονιών τους, ενώ παιδιά κοντών γονέων τείνουν, κατά μέσο όρο, να γίνονται ψηλότερα των γονιών τους.





Απλή  Γραμμική  Παλινδρόμηση



Η απλούστερη περίπτωση παλινδρόμησης είναι η απλή γραμμική παλινδρόμηση (simple linear regression), κατά την οποία υπάρχει μόνο μια ανεξάρτητη μεταβλητή X (independent or input variable), και η εξαρτημένη μεταβλητή Y (dependent or response variable), η οποία μπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από μία γραμμική συνάρτηση του X. Η περίπτωση αυτή εμφανίζεται τόσο σε πειραματικές όσο και σε μη πειραματικές μελέτες. Στις πειραματικές μελέτες ο ερευνητής καθορίζει, για παράδειγμα, από πριν τις δόσεις ενός φαρμάκου (ανεξάρτητη μεταβλητή) που δίνει στα πειραματόζωα και μετρά τις αντιδράσεις τους (εξαρτημένη μεταβλητή). Με την παλινδρόμηση ενδιαφέρεται να προσδιορίσει μία σχέση δόσης-αντίδρασης για το συγκεκριμένο φάρμακο. Στις μη πειραματικές μελέτες ή δειγματοληψίες, γίνονται μετρήσεις σε δύο χαρακτηριστικά (μεταβλητές) για κάθε άτομο (μονάδα) του δείγματος. Σε ένα δείγμα 10 μαθητών μετράμε, για παράδειγμα, το βάρος και το ύψος τους. Η διάκριση εδώ μεταξύ ανεξάρτητης και εξαρτημένης μεταβλητής είναι δύσκολη. Αν αυτό που μας ενδιαφέρει είναι το “τι συμβαίνει με το βάρος των παιδιών όταν αλλάζει το ύψος τους”, τότε θεωρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή X το ύψος και ως εξαρτημένη μεταβλητή Y το βάρος. Οπότε, ενδιαφερόμαστε για την παλινδρόμηση του βάρους (Y) πάνω στο ύψος (X). Αντίθετα, αν μας ενδιαφέρει το “τι συμβαίνει με το ύψος των παιδιών όταν αλλάζει το βάρος τους”, τότε θεωρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή Χ το βάρος και ως εξαρτημένη μεταβλητή Υ το ύψος. Τότε έχουμε παλινδρόμηση του ύψους (Υ) πάνω στο βάρος (Χ).





Διάγραμμα Διασποράς



Ο παρακάτω πίνακας 10 δίνει τα ύψη X (σε cm) και τα βάρη Y (σε kg) των 18 αγοριών της Γ΄ Λυκείου του πίνακα 4. Οι τιμές του ύψους δίνονται σε αύξουσα σειρά.



Πίνακας 10

Λίστα υψών (σε cm) και βαρών (σε kg) των 18 αγοριών του πίνακα 4.
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Στο παράδειγμα αυτό έχουμε την περίπτωση όπου σε κάθε άτομο (μαθητή) γίνονται δύο μετρήσεις. Δηλαδή το δείγμα αποτελείται από τα ζεύγη τιμών των συνεχών μεταβλητών X (ύψος) και Y (βάρος).

Αν παραστήσουμε τα ζεύγη � EMBED Equation.3  ��� των παρατηρήσεων σε ένα σύστημα ορθογώνιων αξόνων, παρατηρούμε ότι προκύπτει μία “διασπορά” των σημείων που αντιστοιχούν στους μαθητές που εξετάζουμε. Η παράσταση αυτή των σημείων καλείται διάγραμμα διασποράς  (scatter diagram), βλέπε σχήμα 16.

�� EMBED Word.Picture.6  ���

Διάγραμμα διασποράς και ευθεία προσαρμοσμένη “με το μάτι”

�για τα δεδομένα του πίνακα 10 .

Η προσεκτική παρατήρηση ενός διαγράμματος διασποράς μπορεί να μας δώσει σημαντικές πληροφορίες για τη σχέση εξάρτησης που ενδεχομένως υπάρχει μεταξύ των μεταβλητών τις οποίες εξετάζουμε. Η πείρα μας λέει ότι υπάρχει κάποια σχέση μεταξύ του ύψους και του βάρους κάθε μαθητή. Στο παράδειγμα αυτό το διάγραμμα διασποράς δείχνει, γενικά, ότι οι ψηλοί μαθητές είναι συνήθως και πιο βαρείς. Για παράδειγμα, ο Ν είναι ψηλότερος και βαρύτερος από τον Κ, ο Π είναι ψηλότερος και βαρύτερος από τον  Κ, αλλά υπάρχουν και εξαιρέσεις, όπως ο Π είναι ψηλότερος από τον  Ν  αλλά ο  Ν  είναι βαρύτερος από τον  Π.





Ευθεία  Παλινδρόμησης



Από το διάγραμμα διασποράς του προηγούμενου παραδείγματος φαίνεται καθαρά ότι υπάρχει μία σχέση ανάμεσα στο ύψος Χ και το βάρος Υ των 18 αγοριών της Γ΄ Λυκείου. Τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� είναι συγκεντρωμένα περίπου γύρω από μία ευθεία, δηλαδή η σχέση μεταξύ των X και Y είναι κατά προσέγγιση γραμμική. Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, μπορούμε να θεωρήσουμε τη μία μεταβλητή ως ανεξάρτητη μεταβλητή και την άλλη ως εξαρτημένη. Εδώ θεωρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή το ύψος X και ως εξαρτημένη μεταβλητή το βάρος Y, οπότε η ευθεία που θα προσαρμόζεται καλύτερα στα σημεία αυτά καλείται ευθεία παλινδρόμησης της Y πάνω στη X.

Όπως γνωρίζουμε, η εξίσωση μιας ευθείας δίνεται από τη σχέση:

					   � EMBED Equation.3  ���				      (1)

όπου α και β είναι παράμετροι τις οποίες θέλουμε να υπολογίσουμε ή, όπως λέμε, να “εκτιμήσουμε”, έτσι ώστε η ευθεία που θα προκύψει να μας δίνει όσο το δυνατόν την καλύτερη περιγραφή της σχέσης (εξάρτησης) που υπάρχει μεταξύ των μεταβλητών X και Y. Η παράμετρος  α  μας δίνει το σημείο � EMBED Equation.3  ���, όπου η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ���, ενώ η παράμετρος β παριστάνει το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας.

Ο πιο εύκολος τρόπος χάραξης της ευθείας είναι αυτός που γίνεται “με το μάτι”. Μια τέτοια ευθεία έχουμε φέρει και στο διάγραμμα διασποράς του σχήματος 16. Για να βρούμε τα  α  και  β, εργαζόμαστε ως εξής:

Επιλέγουμε δύο σημεία, έστω τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� πάνω στην ευθεία που φέραμε “με το μάτι”.

Αντικαθιστούμε τις συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� των σημείων αυτών στην (1), οπότε προκύπτει το σύστημα:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

Επιλύοντας το σύστημα αυτό βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� οπότε η εξίσωση της ευθείας (1) γίνεται:

				           � EMBED Equation.3  ���.			      (2)

Επομένως, η ευθεία που κατά τη γνώμη μας προσαρμόζεται καλύτερα στα σημεία του διαγράμματος διασποράς διέρχεται από το σημείο (0 , -115,6) και έχει συντελεστή διεύθυνσης 1,06.





Μέθοδος  των  Ελαχίστων  Τετραγώνων



Είδαμε ότι η πιο απλή διαδικασία προσαρμογής μιας ευθείας γραμμής σε ένα διάγραμμα διασποράς είναι “με το μάτι”. Αυτή όμως έχει πολλά μειονεκτήματα παρά την απλότητά της. Το κυριότερο είναι η έλλειψη αντικειμενικότητας, αφού διάφορα άτομα μπορούν να χαράξουν διαφορετικές μεταξύ τους ευθείες. Ακόμα και το ίδιο άτομο μπορεί να χαράζει διαφορετικές ευθείες κάθε φορά. Χρειαζόμαστε λοιπόν μια ακριβέστερη μέθοδο για την προσαρμογή μιας ευθείας γραμμής σε τέτοιου είδους δεδομένα.

Μιά μέθοδος που χρησιμοποιείται για την εκτίμηση των παραμέτρων α και β, άρα και για την εύρεση της εξίσωσης της καλύτερης ευθείας που προσαρμόζεται στα δεδομένα, είναι η “μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων”.

Η πρώτη αναφορά με ολοκληρωμένη ανάπτυξη της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων εμφανίζεται το 1805 σε μια εργασία του Γάλλου μαθηματικού Legendre, (1752-1833) και αμέσως μετά από το Γερμανό μαθηματικό Gauss, (1777-1855) στην αστρονομική του πραγματεία “Theoria Motus” για τον προσδιορισμό της τροχιάς του μικρού πλανήτη Δήμητρα. Μάλιστα εδώ ο Gauss αναφέρει ότι χρησιμοποίησε την αρχή των ελαχίστων τετραγώνων πριν από το 1794 (σε ηλικία μόλις 17 ετών), έτσι ώστε να προηγείται του Legendre ως προς την ανακάλυψη αυτής της μεθόδου.

Ας δούμε ξανά το διάγραμμα διασποράς στο σχήμα 17 του προηγούμενου παραδείγματος για τα ύψη Χ και τα βάρη Υ των 18 μαθητών του πίνακα 10. Στο διάγραμμα αυτό έχουμε φέρει και μία ευθεία � EMBED Equation.3  ���, που πιστεύουμε ότι προσαρμόζεται καλύτερα στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� για τις � EMBED Equation.3  ��� συνολικά μετρήσεις των μεταβλητών Χ και Υ.

�

� EMBED Word.Picture.6  ���

�Προσαρμογή ευθείας ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραμμα διασποράς του δεδομένων του πίνακα 10 .

Έτσι, για παράδειγμα, για το μαθητή Β, σημείο � EMBED Equation.3  ���, με ύψος � EMBED Equation.3  ���cm έχουμε βρει, όπως φαίνεται στον πίνακα 10, βάρος � EMBED Equation.3  ���, ενώ, σύμφωνα με την ευθεία που φέραμε, το βάρος του αναμένεται να είναι (περίπου) 64kg, έχουμε δηλαδή ένα σφάλμα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή βάρος 4kg λιγότερο από το αναμενόμενο. Ομοίως για το μαθητή Ζ, σημείο � EMBED Equation.3  ���, το βάρος του που μετρήθηκε ήταν � EMBED Equation.3  ���, ενώ το αναμενόμενο βάρος του σύμφωνα με την ευθεία που φέραμε είναι 71kg, έχουμε δηλαδή ένα σφάλμα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή βάρος 10kg περισσότερο από το αναμενόμενο. Ανάλογα σφάλματα υπολογίζονται και για τους άλλους μαθητές. Θα θέλαμε λοιπόν να βρούμε με κάποια μέθοδο εκείνη την ευθεία � EMBED Equation.3  ���, έτσι ώστε τα σφάλματα που προκύπτουν να είναι όσο το δυνατόν μικρότερα.

Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων συνίσταται στον προσδιορισμό των παραμέτρων α, β, έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροισμα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σημείων � EMBED Equation.3  ��� από την ευθεία � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή το

				     � EMBED Equation.3  ���			      (4)

να γίνεται ελάχιστο.

Οι τιμές των παραμέτρων α και β, που ελαχιστοποιούν την (4), καλούνται εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων (least square estimators), συμβολίζονται με � EMBED Equation.3  ��� (“α καπέλο”) και � EMBED Equation.3  ��� (“β καπέλο”), αντιστοίχως, και αποδεικνύεται (η απόδειξη εδώ παραλείπεται) ότι δίνονται από τις σχέσεις:



(5)

� EMBED Equation.3  ���

όπου   � EMBED Equation.3  ���.

Η ευθεία

					    � EMBED Equation.3  ���				      (6)

καλείται ευθεία ελαχίστων τετραγώνων ή ευθεία παλινδρόμησης της Υ (πάνω) στη  Χ. Αντικαθιστώντας το � EMBED Equation.3  ��� στη σχέση (6) βρίσκουμε την

� EMBED Equation.3  ���,

η οποία φανερώνει ότι η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ��� διέρχεται από το σημείο με συντεταγμένες  � EMBED Equation.3  ��� και έχει συντελεστή διεύθυνσης το � EMBED Equation.3  ���.

Αντικαθιστώντας τις τιμές � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� από τον πίνακα 10 στις σχέσεις (5) βρίσκουμε:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

οπότε η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που προσαρμόζεται καλύτερα στα δεδομένα είναι από τη σχέση (6), η

� EMBED Equation.3  ���.

Παρατηρούμε ότι υπάρχει σημαντική διαφορά από την ευθεία � EMBED Equation.3  ��� που προσαρμόσαμε “με το μάτι” στο σχήμα 16.

Ερμηνεία  των  � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���



Στην εξίσωση ελαχίστων τετραγώνων � EMBED Equation.3  ��� η τιμή της εκτιμήτριας � EMBED Equation.3  ��� της παραμέτρου  α  παριστάνει την τεταγμένη του σημείου στο οποίο η ευθεία τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή την τιμή της εξαρτημένης μεταβλητής  Υ  όταν � EMBED Equation.3  ���. Όταν το � EMBED Equation.3  ��� τότε η ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Έστω τώρα δυο τιμές � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� της ανεξάρτητης μεταβλητής. Τότε λαμβάνοντας τη διαφορά των αντίστοιχων προβλεπόμενων τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής βρίσκουμε

� EMBED Equation.3  ���

δηλαδή � EMBED Equation.3  ���. Συνεπώς ο συντελεστής διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ��� της ευθείας � EMBED Equation.3  ��� παριστά τη μεταβολή της εξαρτημένης μεταβλητής Υ όταν το Χ μεταβληθεί κατά μια μονάδα. Έτσι, όταν το x αυξηθεί κατά μια μονάδα τότε το � EMBED Equation.3  ��� αυξάνεται κατά � EMBED Equation.3  ��� μονάδες όταν � EMBED Equation.3  ��� ή ελαττώνεται κατά � EMBED Equation.3  ��� μονάδες όταν � EMBED Equation.3  ���.



ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ



1.	Ένας ερευνητής, για να εξετάσει την επίδραση ενός αναισθητικού, εμβολίασε 10 ποντίκια με διαφορετική δόση κάθε φορά. Οι χρόνοι που μεσολάβησαν ώσπου τα ποντίκια να χάσουν τις αισθήσεις τους (λιποθυμήσουν) καταγράφονται στον παρακάτω πίνακα.

Δόση (σε mgr)�0,30�0,35�0,40�0,45�0,55�0,60�0,65�0,70�0,75�0,80��Χρόνος λιποθυμίας (sec)�12,5�11,5�11�8,5�7�6�5�4�2,5�2��α)	Να γίνει το διάγραμμα διασποράς

β)	Να επιλεγούν δύο πιθανά σημεία από τα οποία διέρχεται η �	προσαρμοσμένη ευθεία παλινδρόμησης και με βάση αυτά να βρεθεί η �	εξίσωση της ευθείας.

γ)	Ύστερα από πόσο χρόνο αναμένεται να λιποθυμήσει ένα ποντίκι, εάν �	του γίνει ένεση (εμβολιαστεί) με 0,  0,5,  1  mgr αναισθητικού, �	αντίστοιχα; Να σχολιαστούν τα αποτελέσματα.
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