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1.4
ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΗ
Είδαμε ότι όταν ο δειγματικός χώρος Ω ενός πειράματος τύχης έχει πεπερασμένο πλήθος απλών ενδεχομένων και τα απλά αυτά ενδεχόμενα είναι ισοπίθανα, τότε η πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α είναι:



.

Επομένως, όταν έχουμε ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα, ο υπολογισμός της 

 ανάγεται στην απαρίθμηση των στοιχείων των συνόλων  Ω  και  Α.

Σε πολλά προβλήματα όμως, η απευθείας απαρίθμηση των στοιχείων του δειγματικού χώρου και των ενδεχομένων που μας ενδιαφέρουν είναι δύσκολη ή και πρακτικά αδύνατη. Στις περιπτώσεις αυτές η απαρίθμηση διευκολύνεται με τις επόμενες μεθόδους της Συνδυαστικής η οποία είναι ένας από τους βασικούς κλάδους των Μαθηματικών.

Βασική  Αρχή  Απαρίθμησης
Ας υποθέσουμε ότι κάποιος επιθυμεί να ταξιδέψει από τη Θεσσαλονίκη, μέσω Αθηνών, στο Ηράκλειο Κρήτης χωρίς να χρησιμοποιήσει το ΙΧ αυτοκίνητό του. Από τη Θεσσαλονίκη μπορεί να ταξιδέψει στην Αθήνα με τρένο (Τ) ή λεωφορείο (Λ) ή αεροπλάνο (Α) ή πλοίο (Π) και από την Αθήνα στο Ηράκλειο με πλοίο ή αεροπλάνο. Ενδιαφερόμαστε για τους διαφορετικούς τρόπους ως προς το ταξιδιωτικό μέσο με τους οποίους μπορεί να πάει κάποιος από τη Θεσσαλονίκη στο Ηράκλειο.




Το ταξίδι λοιπόν γίνεται σε δύο φάσεις. Η πρώτη φάση είναι η μετάβαση από τη Θεσσαλονίκη στην Αθήνα και η δεύτερη από την Αθήνα στο Ηράκλειο. Η πρώτη φάση του ταξιδιού μπορεί να γίνει με 4 τρόπους και η δεύτερη με 2 τρόπους. Σε κάθε τρόπο της πρώτης φάσης αντιστοιχούν οι δύο τρόποι της δεύτερης φάσης. Άρα το ταξίδι Θεσσαλονίκη-Ηράκλειο μπορεί να γίνει με 

 διαφορετικούς τρόπους. 

Τα παραπάνω φαίνονται παραστατικά στο επόμενο δεντροδιάγραμμα:

Γενικά ισχύει η επόμενη βασική αρχή απαρίθμησης:

Έστω ότι μια διαδικασία μπορεί να πραγματοποιηθεί σε ν διαδοχικές φάσεις 

. Αν η φάση 

 μπορεί να πραγματοποιηθεί με 

 τρόπους και για καθέναν από αυτούς η φάση 

 μπορεί να πραγματοποιηθεί με 

 τρόπους ,…, και για καθέναν από όλους αυτούς τους τρόπους η φάση 

 μπορεί να πραγματοποιηθεί με 

 τρόπους, τότε η διαδικασία αυτή μπορεί να πραγματοποιηθεί με 

 τρόπους.

Επομένως, αν με μια διαδικασία η οποία πραγματοποιείται όπως ορίστηκε προηγουμένως, στην πρώτη φάση συμπληρώνεται το πρώτο στοιχείο μιας διατεταγμένης ν-άδας με 

 τρόπους, στη δεύτερη φάση το δεύτερο στοιχείο με 

 τρόπους ,…, στη ν-οστή φάση το ν-στό στοιχείο με 

, τότε σύμφωνα με τη βασική αρχή απαρίθμησης μπορούν να σχηματισθούν 

 διαφορετικές διατεταγμένες ν-άδες.

Διατάξεις



Ας υποθέσουμε ότι μία επιτροπή με 5 μαθητές συνεδριάζει για να εκλέξει πρόεδρο, γραμματέα, και ταμία. Αν θέλουμε να βρούμε το πλήθος των διαφορετικών τριάδων που θα εκλεγούν για τις τρεις θέσεις σκεπτόμαστε ως εξής:

Η διαδικασία εκλογής μπορεί να χωριστεί σε τρεις φάσεις: 1η φάση εκλογή προέδρου, 2η φάση εκλογή γραμματέα και 3η φάση εκλογή ταμία. Η 1η φάση μπορεί να γίνει με 5 τρόπους, όσα είναι και τα μέλη της επιτροπής. Η 2η φάση μπορεί να γίνει με 4 τρόπους, όσα είναι και τα μέλη της επιτροπής που απέμειναν ύστερα από την εκλογή του προέδρου. Η 3η φάση μπορεί να γίνει με 3 τρόπους, όσα είναι και τα μέλη της επιτροπής που απέμειναν ύστερα και από την εκλογή του ταμία. Επομένως, σύμφωνα με τη βασική αρχή απαρίθμησης, το πλήθος των διαφορετικών δυνατών τριάδων είναι 

.

Καθεμιά από τις παραπάνω τριάδες λέγεται διάταξη των 5 ανά 3.

Γενικά:

Διάταξη των ν στοιχείων ενός συνόλου Α ανά κ, με κ(ν, λέγεται καθένας από τους διαφορετικούς τρόπους με τους οποίους μπορούμε να πάρουμε κ διαφορετικά στοιχεία του Α και να τα βάλουμε σε μια σειρά.
Το πλήθος των διατάξεων των  ν ανά κ συμβολίζεται με 

 και αν εργαστούμε όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, βρίσκουμε ότι:




(1)

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό δύο διατάξεις των ν ανά κ είναι διαφορετικές αν διαφέρουν ως προς ένα τουλάχιστον στοιχείο ή ως προς τη θέση που κατέχουν τα στοιχεία. Για παράδειγμα, οι διατάξεις (1, 2, 3), (1, 4, 3) και (3, 2, 1) είναι διαφορετικές μεταξύ τους.

Στην περίπτωση που πάρουμε και τα  ν  στοιχεία ενός συνόλου  Α και τα βάλουμε σε μια σειρά, τότε έχουμε μια διάταξη των  ν  στοιχείων ανά  ν  η οποία λέγεται μετάθεση των  ν  στοιχείων. Το πλήθος 

 των μεταθέσεων των ν στοιχείων συμβολίζεται με 

 και σύμφωνα με τον τύπο (1) είναι



.

Το γινόμενο 

 συμβολίζεται με ν! και διαβάζεται ν παραγοντικό. Επομένως




(2)

Έτσι, αν στο προηγούμενο παράδειγμα θέλουμε να βάλουμε τους 5 μαθητές σε μια σειρά, τότε υπάρχουν 

 διαφορετικοί τρόποι με τους οποίους μπορούμε να τους τοποθετήσουμε

Αν χρησιμοποιήσουμε το σύμβολο του παραγοντικού για να εκφράσουμε το πλήθος των διατάξεων των  ν  ανά  κ  με 

 έχουμε:




           






    






    

.

Επομένως




(3)

Αν τώρα θέλουμε ο τύπος (3) να ισχύει και για 

, επειδή 

, πρέπει 

. Είναι λοιπόν λογικό να ορίσουμε 0!=1.

Συνδυασμοί
Ας υποθέσουμε ότι από 5 άτομα  Α, Β, Γ, Δ  και  Ε  θέλουμε να επιλέξουμε μια ομάδα 3 ατόμων, χωρίς να μας ενδιαφέρει η κατάταξη μέσα σ’αυτήν την ομάδα. Αν x είναι ο αριθμός των διαφορετικών ομάδων που μπορούμε να επιλέξουμε, τότε από κάθε τέτοια ομάδα μπορούν να προκύψουν 3! διατεταγμένες ομάδες. Επομένως, ο συνολικός αριθμός των διατεταγμένων ομάδων θα είναι 3!x. Ο αριθμός αυτός όμως είναι το πλήθος των διατάξεων 

. Επομένως, θα είναι 

, οπότε 

.

Πιο συγκεκριμένα οι ομάδες αυτές θα είναι:



 

 

 

 

, 

 

 

, 

, και 

. Κάθε τέτοια επιλογή λέγεται συνδυασμός των 5 ανά 3.

Γενικά:

Συνδυασμός των ν στοιχείων ενός συνόλου Α ανά  κ λέγεται κάθε υποσύνολο του  Α  με  κ  στοιχεία.
Το πλήθος των συνδυασμών των  ν  στοιχείων ανά  κ  συμβολίζεται με 

 και αν εργαστούμε όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, βρίσκουμε ότι 



.

Επομένως,



.

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό δύο συνδυασμοί των ν ανά κ είναι διαφορετικοί αν διαφέρουν κατά ένα τουλάχιστον στοιχείο.
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Στο τυχερό παιχνίδι του ΠΡΟΠΟ συμπληρώνουμε καθεμιά από τις 13 θέσεις με ένα από τα στοιχεία 1, 2, Χ που αντιστοιχούν σε πρόβλεψη: νίκης της γηπεδούχου ομάδας (1), νίκης της φιλοξενούμενης ομάδας (2), ισοπαλίας (Χ).

i)  Να προσδιοριστεί το πλήθος των διαφορετικών στηλών που μπορούμε να συμπληρώσουμε.

ii)  Αν συμπληρώσουμε τυχαία μια στήλη ΠΡΟΠΟ, να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων  Α: “να πιάσουμε ακριβώς 12 αγώνες”.






      Β: “να πιάσουμε ακριβώς 11 αγώνες”.
ΛΥΣΗ
i) Μια στήλη ΠΡΟΠΟ είναι μια 13-άδα, στην οποία κάθε θέση μπορεί να συμπληρωθεί με τρεις διαφορετικούς τρόπους. Επομένως, σύμφωνα με τη βασική αρχή απαρίθμησης, υπάρχουν συνολικά 

 διαφορετικές στήλες.

ii) (
Ευνοϊκή περίπτωση για το Α είναι κάθε στήλη στην οποία καθεμιά από τις 12 θέσεις συμπληρώνεται με το σωστό αποτέλεσμα και η εναπομένουσα θέση συμπληρώνεται με λαθεμένη πρόβλεψη. Υπάρχουν 

 τρόποι για να επιλέξουμε τους 12 αγώνες που συμπληρώνονται με το σωστό αποτέλεσμα, και 2 τρόποι για να συμπληρώσουμε τον αγώνα που απομένει με λάθος πρόβλεψη. Επομένως, το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων για το Α είναι 

. Άρα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι ίση με



.

(
Ευνοϊκή περίπτωση για το Β είναι κάθε στήλη στην οποία καθεμιά από τις 11 θέσεις συμπληρώνεται με το σωστό αποτέλεσμα και καθεμιά από τις υπόλοιπες 2 θέσεις συμπληρώνεται με μια λαθεμένη πρόβλεψη. Υπάρχουν 

 τρόποι για να επιλέξουμε τις 11 θέσεις με το σωστό αποτέλεσμα και 2 τρόποι για να συμπληρώσουμε καθεμιά από τις υπόλοιπες 2 θέσεις με λαθεμένη πρόβλεψη. Επομένως, το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων για το Β είναι 

. Άρα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι ίση με



.

2. Στο τυχερό παιχνίδι του ΛΟΤΤΟ “6 από 49”, αν παίξουμε μια στήλη, ποια είναι η πιθανότητα του ενδεχομένου Α: “να πετύχουμε 4 ακριβώς σωστά νούμερα”;

ΛΥΣΗ
Επειδή τελικά δεν έχει σημασία η σειρά κλήρωσης του κάθε αριθμού, οι δυνατές περιπτώσεις του πειράματος είναι τόσες όσοι και οι συνδυασμοί των 49 ανά 6, δηλαδή 

.

Για να βρούμε το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων σκεφτόμαστε ως εξής: Υπάρχουν 

 τρόποι για να επιλέξουμε 4 σωστά νούμερα από τα 6 που κληρώθηκαν. Στη συνέχεια μένουν 

 τρόποι για να επιλέξουμε τα 2 λάθος νούμερα. Επομένως, το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων είναι 

. Άρα


 ή 1%ο περίπου.

3. Ποια είναι η πιθανότητα μεταξύ κ μαθητών (κ

) δύο τουλάχιστον να έχουν γενέθλια την ίδια μέρα; (Ο χρόνος υπολογίζεται με 365 μέρες).

ΛΥΣΗ
Αν Α είναι το ενδεχόμενο “δύο τουλάχιστον μαθητές να έχουν γενέθλια την ίδια μέρα”, τότε 

 είναι το ενδεχόμενο “οι κ μαθητές να έχουν γενέθλια σε διαφορετικές μέρες” και ισχύει 

. Επομένως ο υπολογισμός της 

 ανάγεται στον υπολογισμό της 

. Το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων του πειράματος είναι 

, αφού ένας μαθητής μπορεί να έχει γεννηθεί σε μια από τις 365 μέρες του έτους. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις για το 

είναι 

, αφού οι κ μαθητές πρέπει να έχουν γεννηθεί σε διαφορετικές μέρες του έτους. Επομένως,



.

Άρα





.

Οι τιμές του 

 για μερικές τιμές του  κ  δίνονται στον επόμενο πίνακα:

	κ
	10
	20
	23
	30
	60
	70

	P(A)
	0,117
	0,411
	0,507
	0,706
	0,994
	0,999


Παρατηρούμε ότι ήδη μεταξύ 23 ατόμων η πιθανότητα δύο άτομα να έχουν γενέθλια την ίδια μέρα είναι μεγαλύτερη από 50%, ενώ μεταξύ 70 ατόμων το ενδεχόμενο αυτό είναι σχεδόν βέβαιο.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Á´ ÏÌÁÄÁÓ

1.  Αν κάποιος διαθέτει 3 σακάκια, 4 παντελόνια, 5 πουκάμισα, 10 ζευγάρια κάλτσες και 2 ζευγάρια παπούτσια, με πόσους τρόπους μπορεί να ντυθεί, φορώντας από όλα τα είδη; Ποια είναι η πιθανότητα να φοράει ένα ορισμένο σακάκι;

2.  Πόσες πινακίδες κυκλοφορίας μπορούμε να κατασκευάσουμε που να περιέχουν στη σειρά τρία κεφαλαία γράμματα του ελληνικού αλφαβήτου ακολουθούμενα από έναν τετραψήφιο αριθμό; Ποια είναι η πιθανότητα μια τέτοια πινακίδα να αρχίζει με φωνήεν και να τελειώνει σε άρτιο ψηφίο;

3.  Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούν να καθίσουν 4 άτομα σε 6 θέσεις μιας σειράς; Ποιά είναι η πιθανότητα η τελευταία θέση να μείνει κενή;

4.  Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούν να μπουν σε μια σειρά 4 αγόρια και 3 κορίτσια; Ποια είναι η πιθανότητα να είναι όλα μαζί τα αγόρια και όλα μαζί τα κορίτσια;

5.  Να αποδείξετε ότι 

.

6.  Σε έναν κύκλο δίνονται 8 σημεία 

. Πόσα ευθύγραμμα τμήματα ορίζουν τα σημεία αυτά; Ποια είναι η πιθανότητα ένα από τα παραπάνω τμήματα που επιλέγεται τυχαία να μη διέρχεται από το σημείο 

;

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Με τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5 φτιάχνουμε τετραψήφιους αριθμούς στους οποίους το κάθε ψηφίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί περισσότερο από μια φορά. Αν πάρουμε τυχαία έναν τέτοιο αριθμό, ποια είναι η πιθανότητα να έχει όλα τα ψηφία του διαφορετικά;

2.
Από το σύνολο των μεταθέσεων των στοιχείων 1, 2, 3, …, ν επιλέγουμε τυχαίως μία. Να βρείτε ποια είναι η πιθανότητα να μην αρχίζει από 1.

3.
Δέκα φίλοι, μεταξύ των οποίων ο Κώστας και ο Νίκος, θα καθίσουν τυχαία ο ένας δίπλα στον άλλον. Ποια είναι η πιθανότητα ο Κώστας και ο Νίκος να καθίσουν σε διπλανές θέσεις; Ποια η πιθανότητα να παρεμβάλλονται άλλοι ανάμεσά τους;

4.
Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου τέσσερα άτομα να έχουν γεννηθεί σε τέσσερις διαφορετικές εποχές του έτους.

5.
Από ένα σύλλογο καθηγητών με 7 άνδρες και 6 γυναίκες επιλέγουμε τυχαίως 4 άτομα. Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:


i)   τα άτομα να είναι γυναίκες     ii) ένα τουλάχιστον να είναι άνδρας


iii) να υπάρχει μία μόνο γυναίκα.

6.
Ένα κουτί περιέχει 20 ηλεκτρικές ασφάλειες, από τις οποίες οι 5 είναι ελαττωματικές. Επιλέγουμε τυχαίως 4 ασφάλειες και τις δοκιμάζουμε. Αν βρεθούν περισσότερες από μία ελαττωματικές, το κουτί επιστρέφεται ως απαράδεκτο. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου το κουτί να γίνει αποδεκτό.

7.
Δίνονται δύο παράλληλες ευθείες 

 και 

. Στην 

 ορίζουμε 10 σημεία και στην 

 20 σημεία. Πόσα τρίγωνα ορίζουν τα σημεία αυτά; Αν επιλέξουμε τυχαίως ένα τέτοιο τρίγωνο, ποια είναι η πιθανότητα να έχει μία πλευρά του στην 

;

8.
Ρίχνουμε ένα νόμισμα ν φορές. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου να μη φέρουμε σε δύο διαδοχικές ρίψεις ίδιο αποτέλεσμα.

9.
Ο υπάλληλος ενός χώρου στάθμευσης δίνει τυχαία τα τρία κλειδιά αυτοκινήτων στους τρεις κατόχους των αυτοκινήτων αυτών. Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:


Α: “Κάθε οδηγός να πάρει το δικό του κλειδί”


Β: “Μόνο ένας οδηγός να πάρει το δικό του κλειδί”


Γ: “Κανένας οδηγός να μην πάρει το δικό του κλειδί”.

10.
Από μια τάξη στην οποία φοιτούν 10 κορίτσια και 12 αγόρια επιλέγονται στην τύχη τρία άτομα για να εκπροσωπήσουν την τάξη. Να υπολογίσετε την πιθανότητα τα επιλεγμένα άτομα να είναι του ίδιου φύλου.

11.
Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου να φέρουμε τουλάχιστον ένα “έξι” σε 4 ρίψεις ενός ζαριού και να τη συγκρίνετε με την πιθανότητα να φέρουμε τουλάχιστον μια φορά “εξάρες” σε 24 ρίψεις δύο ζαριών.

1.5

ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΗ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ - ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΑ

ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ
Δεσμευμένη  Πιθανότητα
Για το διοικητικό συμβούλιο μιας επιχείρησης θα εκλεγεί ένας αντιπρόσωπος. Υποψήφιοι είναι 7 άνδρες και 8 γυναίκες. Από τους υποψηφίους 3 άνδρες και 6 γυναίκες είναι διοικητικοί υπάλληλοι, ενώ 4 άνδρες και 2 γυναίκες είναι τεχνικοί υπάλληλοι. Σύμφωνα με αυτά τα δεδομένα οι υποψήφιοι μπορούν να ταξινομηθούν στον ακόλουθο πίνακα ως εξής:

	
	Διοικητικός
	Τεχνικός
	Άθροισμα γραμμής

	Άνδρας
	3
	4
	7

	Γυναίκα
	6
	2
	8

	Άθροισμα στήλης
	9
	6
	15


Θεωρούμε τα ενδεχόμενα:


Α: “Να εκλεγεί διοικητικός”


Β: “Να εκλεγεί γυναίκα”.

Με την παραδοχή ότι τα 15 στοιχεία του δειγματικού χώρου είναι ισοπίθανα, έχουμε 

 και 

.

Ύστερα από την εκλογή και πριν από την ανακοίνωση του αποτελέσματος έγινε γνωστό ότι εκλέγεται γυναίκα. Αυτό συνεπάγεται ότι ο αντιπρόσωπος θα είναι μία από τις 8 γυναίκες και επομένως η πιθανότητα να εκλεγεί διοικητικός γίνεται 

. Αυτή λοιπόν είναι η πιθανότητα του ενδεχομένου: “Να εκλεγεί διοικητικός με δεδομένο ότι έχει ήδη εκλεγεί γυναίκα”. Το ενδεχόμενο αυτό συμβολίζεται με 

 και η πιθανότητα του 

 λέγεται δεσμευμένη πιθανότητα του Α με δεδομένο το Β, δηλαδή 

. Ομοίως βρίσκουμε ότι 

.




Γενικά, έστω Α και Β δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω με 

. Ας υποθέσουμε ότι ζητάμε την πιθανότητα του Α με δεδομένο ότι το Β έχει ήδη πραγματοποιηθεί.

Αφού έχει πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Β, η απλή λογική μας λέει ότι πρέπει να περιοριστούμε στα στοιχεία του Β και από αυτά να βρούμε ποια είναι τα ευνοϊκά για το Α. Με άλλα λόγια η πληροφορία για την πραγματοποίηση του Β περιορίζει το δειγματικό χώρο Ω στο Β και το ενδεχόμενο Α στο 

. Επομένως, αν υποθέσουμε ότι ο δειγματικός χώρος Ω αποτελείται από ισοπίθανα αποτελέσματα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι:



.

Η πιθανότητα αυτή λέγεται δεσμευμένη πιθανότητα του  Α με δεδομένο το Β. 

Γενικά:

Αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός πειράματος και 

, τότε ο λόγος 

 λέγεται δεσμευμένη πιθανότητα του Α με δεδομένο το  Β  και συμβολίζεται με 

. Δηλαδή:



.

Ομοίως, αν 

, τότε 

.

Έτσι στο προηγούμενο παράδειγμα η πιθανότητα να εκλεγεί διοικητικός με δεδομένο ότι έχει εκλεγεί γυναίκα είναι:



     και     

.

Άμεση συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι ότι



.
Οι παραπάνω ισότητες εκφράζουν τον πολλαπλασιαστικό νόμο των πιθανοτήτων.

Ανεξάρτητα  Ενδεχόμενα
Στο προηγούμενο παράδειγμα διαπιστώσαμε ότι η πιθανότητα πραγματοποίησης του ενδεχομένου Α, με δεδομένο ότι το ενδεχόμενο Β έχει ήδη πραγματοποιηθεί, είναι 

, ενώ 

. Δηλαδή, 

. Με άλλα λόγια η πραγματοποίηση του Β επηρέασε την πιθανότητα πραγματοποίησης του  Α.

Υπάρχουν όμως και ενδεχόμενα στα οποία η πληροφορία για την πραγματοποίηση του ενός δεν επηρεάζει την πιθανότητα πραγματοποίησης του άλλου. Για παράδειγμα, αν στο πείραμα της ρίψης δύο ζαριών θεωρήσουμε τα ενδεχόμενα  Α: “Το πρώτο ζάρι να φέρει 1” και  Β: “Το δεύτερο ζάρι να φέρει άρτιο”, έχουμε:



,   

   και   

.

Επομένως, 


   και   

.

Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι 

 και 

. Γι’αυτό λέμε ότι τα ενδεχόμενα  Α  και  Β  είναι ανεξάρτητα. Γενικά:

Δύο ενδεχόμενα Α και Β με 

 και 

 λέγονται ανεξάρτητα, αν και μόνον αν 

 και 

.

Λαμβάνοντες υπόψη τον πολλαπλασιαστικό νόμο των πιθανοτήτων συμπεραίνουμε ότι για δύο ανεξάρτητα ενδεχόμενα έχουμε 

. Η ισότητα αυτή χρησιμοποιείται και ως ορισμός των ανεξάρτητων ενδεχομένων, χωρίς μάλιστα τον περιορισμό 

 και 

. Δηλαδή:
Δύο ενδεχόμενα  Α  και  Β λέγονται ανεξάρτητα, αν




Δύο ενδεχόμενα που δεν είναι ανεξάρτητα λέγονται εξαρτημένα.

ΣΧΟΛΙΟ
Με την ισότητα 

 μπορούμε να διαπιστώσουμε αν δύο ενδεχόμενα  Α  και  Β  είναι ανεξάρτητα. Στην πράξη, όμως, η ανεξαρτησία δύο ενδεχομένων ή ισχύει από μόνη της, λόγω της φύσης του πειράματος ή έχει περιληφθεί στις υποθέσεις κατασκευής του μοντέλου που περιγράφει κάποια φαινόμενα.

Για παράδειγμα, είναι εύλογο να δεχτούμε ότι είναι ανεξάρτητα τα ενδεχόμενα  Α: “ο συμπλέκτης του αυτοκινήτου είναι σε καλή κατάσταση” και Β: “η μπαταρία του αυτοκινήτου είναι σε καλή κατάσταση”.

Αντιθέτως, είναι λάθος να δεχτούμε ως ανεξάρτητα τα ενδεχόμενα

Α: “Ένα άτομο είναι μανιώδης καπνιστής” και  Β: “Ένα άτομο θα προσβληθεί από ασθένεια των πνευμόνων”.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Για την ασφαλή πτήση ενός αεροπλάνου με δύο κινητήρες, πρέπει να δουλεύει ο ένας τουλάχιστον κινητήρας. Οι κινητήρες δουλεύουν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον. Αν υποθέσουμε ότι η πιθανότητα να πάθει κάποιος κινητήρας βλάβη είναι 0,003, να βρεθεί η πιθανότητα για μια ασφαλή πτήση.

ΛΥΣΗ
Το αεροπλάνο δεν εκτελεί ασφαλή πτήση, όταν πάθουν βλάβη και οι δύο κινητήρες. Επειδή οι κινητήρες λειτουργούν ανεξαρτήτως ο ένας από τον άλλον, η πιθανότητα να πάθουν βλάβη και οι δύο συγχρόνως είναι ίση με 

. Άρα, η πιθανότητα μιας ασφαλούς πτήσης είναι ίση με



   δηλαδή   

.

2. Από τρεις όμοιες μηχανές ενός εργοστασίου η πρώτη (Ι) παράγει το 20%, η δεύτερη (ΙΙ) το 30% και η τρίτη (ΙΙΙ) το 50% της συνολικής παραγωγής ενός εξαρτήματος. Επιπλέον, το 5% της παραγωγής της μηχανής Ι, το 4% της ΙΙ και το 2% της ΙΙΙ είναι ελαττωματικά εξαρτήματα. Δύο ερωτήσεις του λεγόμενου ποιοτικού ελέγχου είναι οι εξής:

i)  Αν επιλέξουμε τυχαίως ένα εξάρτημα σε ένα κατάστημα πωλήσεων ποια είναι η πιθανότητα να είναι ελαττωματικό;

ii)  Αν ένα εξάρτημα που επιλέχθηκε τυχαία είναι ελαττωματικό, ποια είναι η πιθανότητα να προέρχεται από τη μηχανή Ι;



ΛΥΣΗ
Αν 

 και 

 είναι τα ενδεχόμενα το επιλεγμένο εξάρτημα να προέρχεται από τις μηχανές Ι, ΙΙ και ΙΙΙ αντιστοίχως, τότε 

, 

 και 

. Τα 

 και 

 είναι ανά δύο ξένα μεταξύ τους και επιπλέον 

.

Αν  Α  είναι το ενδεχόμενο το επιλεγμένο εξάρτημα να είναι ελαττωματικό, τότε




και

  

.

      (1)

Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε 

, 

 και 

. Επομένως:

i)  Από την (1) και τον πολλαπλασιαστικό νόμο των πιθανοτήτων έχουμε:





         

.

ii)  Ζητάμε την πιθανότητα 

. Έχουμε



,
δηλαδή,   

.

Η λύση προβλημάτων όπως το προηγούμενο, διευκολύνεται με τη βοήθεια ενός δεντροδιαγράμματος, όπως φαίνεται στο σχήμα:




Οι  κλάδοι  

 και 

 αντιστοιχούν στα ενδεχόμενα προέλευσης του εξαρτήματος από τις μηχανές Ι, ΙΙ και ΙΙΙ αντιστοίχως, και οι αντίστοιχες πιθανότητες των ενδεχομένων αυτών είναι γραμμένες πάνω στους κλάδους. Από το τέλος κάθε τέτοιου κλάδου ξεκινούν δύο άλλοι κλάδοι, που αντιστοιχούν στα ενδεχόμενα το εξάρτημα να είναι ελαττωματικό ή μη ελαττωματικό με γραμμένες πάλι επάνω τους τις αντίστοιχες πιθανότητες.

Για να απαντήσουμε στο ερώτημα (i) επισημαίνουμε πρώτα τις  διαδρομές  που οδηγούν σε ελαττωματικό εξάρτημα.

Οι διαδρομές αυτές είναι οι 

 και 

 και αντιστοιχούν στα ενδεχόμενα 

 και 

.

Στη συνέχεια με εφαρμογή του πολλαπλασιαστικού νόμου των πιθανοτήτων υπολογίζουμε τις πιθανότητες των ενδεχομένων αυτών. Έχουμε 

, 

 και 

.

Τέλος, επειδή τα ενδεχόμενα που παριστάνουν οι διαδρομές είναι ασυμβίβαστα, προσθέτουμε τις παραπάνω πιθανότητες και βρίσκουμε την πιθανότητα του ενδεχομένου  Α. Επομένως



.

ΣΧΟΛΙΟ
Στο δεύτερο ερώτημα της παραπάνω εφαρμογής γνωρίζουμε το αποτέλεσμα του πειράματος και ζητάμε την πιθανότητα να προέρχεται το εξάρτημα από τη μηχανή Ι. Η πιθανότητα αυτή 

 λέγεται “εκ των υστέρων (a posteriori) πιθανότητα”, ενώ η 

 λέγεται “εκ των προτέρων (a priori) πιθανότητα”.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Á´ ÏÌÁÄÁÓ

1. Ρίχνει κάποιος ένα ζάρι και αναγγέλλει ότι έφερε ζυγό αριθμό. Ποια είναι η πιθανότητα να έχει φέρει 6;

2.  Από μια τράπουλα με 52 φύλλα παίρνει κάποιος τυχαία ένα φύλλο και λέει ότι είναι “σπαθί”. Ποια είναι η πιθανότητα το φύλλο να είναι φιγούρα;

3.  Για δύο ενδεχόμενα  Α  και  Β του ίδιου δειγματικού χώρου ισχύουν 

, 

 και 

. Να υπολογίσετε τις πιθανότητες 

, 

 και 

.

4.  Αν 

, 

 και 

, να βρείτε την 

.

5.  Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου να φέρουμε 6 στην πρώτη ρίψη και περιττό αριθμό στη δεύτερη ρίψη.

6.  Ένα κουτί περιέχει 6 κόκκινες και 8 μαύρες μπάλες. Παίρνουμε από το κουτί τυχαίως μια μπάλα, σημειώνουμε το χρώμα της και την επανατοποθετούμε στο κουτί. Στη συνέχεια παίρνουμε μια δεύτερη μπάλα. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου η πρώτη μπάλα να είναι μαύρη και η δεύτερη κόκκινη.

7.  Τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα και ισχύουν 

 και 

. Να βρείτε τις 

 και 

.

8.  Για δύο ενδεχόμενα Α και Β του ίδιου δειγματικού χώρου ισχύουν 

, 

 και 

.


i)
Είναι τα Α και Β ανεξάρτητα;   ii) Είναι τα Α και Β ξένα μεταξύ τους;


iii)
Να υπολογίσετε την 

.

9.
Για δύο ενδεχόμενα Α και Β του δειγματικού χώρου Ω να αποδείξετε ότι




10.
Σε ένα Γυμνάσιο στις εξετάσεις του Ιουνίου το 25% έγραψε στα Μαθηματικά κάτω από τη βάση, το 15% έγραψε στη Φυσική κάτω από τη βάση και το 10% των μαθητών έγραψε και στα δύο μαθήματα κάτω από τη βάση. Επιλέγουμε τυχαίως ένα μαθητή του Γυμνασίου αυτού.

i)  Αν έχει αποτύχει στη Φυσική, ποια είναι η πιθανότητα να έχει αποτύχει και στα Μαθηματικά;

ii)  Αν έχει αποτύχει στα Μαθηματικά ποια είναι η πιθανότητα να έχει αποτύχει και στη Φυσική;

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.
Στο διπλανό κύκλωμα “εν παραλλήλω” η πιθανότητα κάθε διακόπτης να είναι κλειστός (δηλαδή να επιτρέπει τη διέλευση ρεύματος) είναι 0,8. Οι διακόπτες λειτουργούν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχο-μένου να διέρχεται ρεύμα από το Α στο Β.

2.  Η πιθανότητα να πάθει βλάβη μέσα στον πρώτο χρόνο λειτουργίας της μια μηχανή ορισμένου τύπου είναι 10%. Αν μια βιομηχανία έχει δύο τέτοιες μηχανές, οι οποίες άρχισαν να λειτουργούν συγχρόνως και ανεξάρτητα η μια από την άλλη, να βρείτε την πιθανότητα η μία μόνο να πάθει βλάβη μέσα στον πρώτο χρόνο λειτουργία τους.

3.  Σε ένα νησί φτάνουν καθημερινά πλοία, που αναχωρούν από Πειραιά και Ραφήνα και σε ποσοστά 60% και 40% αντιστοίχως. Το 10% των πλοίων από Πειραιά και το 5% των πλοίων από Ραφήνα φθάνουν με καθυστέρηση στο νησί. Αν μια μέρα επιλέξουμε τυχαία ένα πλοίο που φτάνει στο νησί, να βρεθούν οι πιθανότητες:


i) Να φτάσει με καθυστέρηση   ii) Αν φτάσει με καθυστέρηση, να έρχεται από Πειραιά.

4. Σε ένα εργοστάσιο το 60% των εργαζομένων είναι άνδρες και το 40% είναι γυναίκες. Από τους άνδρες καπνίζει το 50% και από τις γυναίκες το 30%. Αν επιλέξουμε τυχαία ένα άτομο που καπνίζει, ποια η πιθανότητα να είναι γυναίκα;

5. Μια κληρωτίδα περιέχει ν λαχνούς από τους οποίους κερδίζει μόνο ένας. Δύο άτομα παίρνουν το ένα μετά το άλλο από την κληρωτίδα ένα ακριβώς λαχνό χωρίς επανατοποθέτηση. Κάποιος υποστηρίζει ότι το πρώτο άτομο έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να κερδίσει από το δεύτερο. Να εξετάσετε αν έχει δίκιο.

6.
Δύο κτήματα έχουν χωριστεί σε 9 και 12 οικόπεδα, όπως φαίνεται παρακάτω:



    



Επιλέγουμε τυχαίως και ανεξάρτητα το ένα από το άλλο ένα οικόπεδο από κάθε κτήμα.


i)
Ποια είναι η πιθανότητα και τα δύο οικόπεδα να είναι γωνιακά;


ii)
Ποια είναι η πιθανότητα κανένα από τα οικόπεδα να  μην είναι 


γωνιακό;


iii)
Ποια είναι η πιθανότητα ένα τουλάχιστον από τα οικόπεδα να είναι 
 

γωνιακό;

6. Το 1‰ ενός πληθυσμού πάσχει από μια σοβαρή ασθένεια. Ένα καινούργιο τεστ διάγνωσης της ασθένειας έχει πιθανότητα θετικού σφάλματος (θετικό τεστ, ενώ το άτομο είναι υγιές) 1% και πιθανότητα αρνητικού σφάλματος (αρνητικό τεστ, ενώ το άτομο πάσχει από την ασθένεια) 5%. Για ένα τυχαίο άτομο από τον πληθυσμό αυτό το τεστ είναι θετικό. Να βρείτε την πιθανότητα το άτομο να πάσχει πράγματι από την ασθένεια αυτή.

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Έστω ο δειγματικός χώρος 

. Δίνονται και οι πιθανότητες 

, 

. Να υπολογίσετε την πιθανότητα 

.

2.
Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων και Α, Β υποσύνολα του Ω. Υποθέτουμε ότι 

 και 

. Να αποδείξετε ότι   i) 

 και   ii) 

.

3.
Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται οι θέσεις 9 δέντρων τα οποία θα φυτευθούν κατά μήκος των πλευρών ενός δρόμου, 5 στην ανατολική πλευρά και 4 στη δυτική πλευρά.


i)
Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους μπορεί 
 

να γίνει αυτό αν όλα τα δέντρα είναι διαφορετικά μεταξύ τους.


ii)
Σε ένα τυχαίο φύτεμα των δέντρων ποια είναι η πιθανότητα δύο 
 

ορισμένα δέντρα να βρεθούν στην ίδια πλευρά του δρόμου και σε 


διπλανές θέσεις;




4.
Ένα κουτί περιέχει μπάλες όμοιες σε σχήμα και σε μέγεθος, αλλά οι κ από αυτές είναι άσπρες και οι υπόλοιπες λ είναι μαύρες. Παίρνουμε δύο μπάλες τη μια κατόπιν της άλλης και χωρίς επανατοποθέτηση της πρώτης μπάλας. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου η 2η μπάλα να είναι μαύρη. Αν επανατοποθετήσουμε την 1η μπάλα, ποια είναι τότε η πιθανότητα η 2η μπάλα να είναι μαύρη; Τι παρατηρείτε;

5.
Αν τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, να αποδείξετε ότι είναι ανεξάρτητα και τα ενδεχόμενα:  i) 

 και Β   ii) Α και 

, iii) 

 και 

.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
1.
Αν ρίξουμε δύο νομίσματα τα αποτελέσματα μπορεί να είναι δύο “κεφαλές”, μια “κεφαλή” και μια “γράμματα”, η δύο “γράμματα”, και επομένως, καθένα από αυτά τα ενδεχόμενα έχει πιθανότητα 

. Τι είναι λάθος στο επιχείρημα αυτό; Ποιο είναι το σωστό;

2.
Ένα νόμισμα ρίχνεται 5 φορές και έρχεται κάθε φορά “κεφαλή”. Επομένως, η πιθανότητα να φέρουμε “κεφαλή” σε μια ρίψη του νομίσματος είναι 

. Να σχολιάσετε το αποτέλεσμα αυτό.

3.
Τρία συνηθισμένα ζάρια, ένα άσπρο, ένα μαύρο και ένα κόκκινο, τοποθετούνται σε ένα κουτί. Ένα πείραμα συνίσταται στην τυχαία επιλογή ενός ζαριού από το κουτί, στη ρίψη του ζαριού αυτού και στην παρατήρηση του χρώματος και της ένδειξης της άνω έδρας του.


(α)
Τι σημαίνει εδώ η λέξη “τυχαία”;


(β)
Το πλήθος των στοιχείων του δειγματικού χώρου του πειράματος είναι

(i) 

     (ii) 

     (iii) 

     (iv) 

     (v) 

.




(Να βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση)

(Σε καθεμιά από τις ερωτήσεις 4-7 μία μόνο από τις συνοδευτικές απαντήσεις είναι σωστή. Να βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση).

4.
Αν η πιθανότητα πραγματοποίησης ενός ενδεχομένου είναι 0,4, ποια είναι η πιθανότητα της μη πραγματοποίησης του ενδεχομένου αυτού;


(α) 0,2     (β) 0,8     (γ) 0,6     (δ) 1,4.

5.
Αν τα ενδεχόμενα Α και Β είναι τέτοια ώστε 

, 

, 

, ποια είναι η 

;


(α) 1     (β) 

     (γ) 

     (δ) 

     (ε) τίποτα από τα προηγούμενα.




6.
Ποιο ενδεχόμενο παριστάνει στο διπλανό διάγραμμα Venn το σκιασμένο εμβαδόν;


(α) Β     (β) 

     (γ) 

     (δ) 

.

7.
Ποιος είναι ο αριθμός των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους μπορούμε να επιλέξουμε 2 αγόρια και 3 κορίτσια από 10 αγόρια και 8 κορίτσια;


(α) 



(β) 


     (γ) 

    
(δ) 


(Καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις 8-13 είναι σωστή ή λάθος. Αν είναι σωστή, κυκλώστε το Σ, αν είναι λάθος, κυκλώστε το Λ).

8.
Δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα είναι ξένα μεταξύ τους.
Σ
Λ

9.
Δύο ενδεχόμενα ξένα μεταξύ τους είναι αντίθετα.

Σ
Λ

10.
Αν δύο ενδεχόμενα Α και Β είναι ξένα μεταξύ τους, τότε και τα συμπληρωματικά τους 

 και 

 είναι ξένα μεταξύ τους.
Σ
Λ

11.
Δύο ενδεχόμενα ξένα μεταξύ τους είναι και ανεξάρτητα.
Σ
Λ

12.
Δύο ανεξάρτητα ενδεχόμενα είναι ξένα μεταξύ τους.

Σ
Λ

13.
Αν δύο ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε και τα αντίθετά τους είναι ανεξάρτητα.





Σ
Λ

14.
Υποθέτουμε ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, με 

 και 

. Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Ι στο ίσο του της στήλης ΙΙ.





Στήλη  Ι


Στήλη  ΙΙ









     0,8
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15.
Υποθέτουμε ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, με 

 και 

. Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Ι στο ίσο του της στήλης ΙΙ.
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16.
Αν τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ξένα μεταξύ τους, μπορεί να ισχύει 

;


-Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

17.
Να γράψετε με τη βοήθεια των πράξεων των συνόλων το ενδεχόμενο που παριστάνει το σκιασμένο εμβαδόν σε καθένα από τα παρακάτω διαγράμματα Venn:

i) 

          ii) 




      iii) 

          iv) 
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