ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
(Από τον συνάδελφο Κώστα Μυλωνάκη)

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ – ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

Ορισμός παραγώγου συνάρτησης σε σημείο
Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 

 του πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει το  
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 και είναι πραγματικός αριθμός.

Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο 

 και συμβολίζεται με 

. Δηλαδή:
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Αν  στην ισότητα 

 θέσουμε 

, τότε έχουμε



.

Αν το 

 είναι εσωτερικό σημείο ενός διαστήματος Δ του πεδίου ορισμού της  f, τότε:

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

, αν και μόνο αν υπάρχουν τα όρια

                         

,    

  και είναι ίσα.

Πρόβλημα εφαπτομένης
( Έστω f  μία συνάρτηση και 

 ένα σημείο της γραφικής της παράστασης.
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Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο 

, 

, της γραφικής παράστασης της  f  και την ευθεία ΑΜ που ορίζουν τα σημεία Α και M, παρατηρούμε ότι:

Καθώς το x τείνει στο 

 με 

, η τέμνουσα ΑΜ  παίρνει μια οριακή θέση ε (Σχ. α).Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και όταν το x τείνει στο 

 με 

(Σχ. β).Την οριακή θέση της ΑΜ την ονομάζουμε εφαπτομένη της γραφ.  παράστασης της  f  στο Α. 

Επειδή η κλίση της τέμνουσας ΑΜ είναι ίση με  

, η εφαπτομένη της 

 στο σημείο 

 θα έχει κλίση το  λ=
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ΟΡΙΣΜΟΣ
Έστω  f  μια συνάρτηση και 

 ένα σημείο της 

. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0, τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της 

 στο σημείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης 
                                              λ= 
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Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο 

 είναι:
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Κατακόρυφη εφαπτομένη
Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 

 και ισχύει μια από τις παρακάτω συνθήκες:

α)
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τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της 

 στο σημείο 

 την κατακόρυφη ευθεία 

.

( Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

 και δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του παραπάνω ορισμού, τότε δεν ορίζουμε εφαπτομένη της 

 στο σημείο 

.

Παράγωγος και συνέχεια

ΘΕΩΡΗΜΑ
Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 

, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.

ΣΧΟΛΙΟ

Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σ’ ένα σημείο 

, τότε, σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, δεν μπορεί να είναι παραγωγίσιμη στο 

.

Παράγωγος συνάρτησης 

( Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι:

( H f είναι παραγωγίσιμη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

.

( Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα 
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 του πεδίου ορισμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

.

( Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα 
[image: image13.wmf]]
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 του πεδίου ορισμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη στο 

 και επιπλέον ισχύει
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( Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 

 τo σύνολο των σημείων του Α στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιμη.

 Αντιστοιχίζοντας κάθε 

 στο 

, ορίζουμε τη συνάρτηση 
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η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της  f. 

H πρώτη παράγωγος της  f  συμβολίζεται και με 

 που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρακτικούς λόγους την παράγωγο συνάρτηση 

 θα τη συμβολίζουμε και με 

.

Αν υποθέσουμε ότι το 

 είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος της 

, αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται με 

.

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με 

, και συμβολίζεται με 

. Δηλαδή
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Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων

(  Η συνάρτηση

 ,c(R  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση 

  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση 

, 
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 f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση  

 είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει 

, δηλαδή

	




Προσοχή !  Η 
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(  Η συνάρτηση 
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( Η συνάρτηση 
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(  Αποδεικνύεται ότι η  

  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Αποδεικνύεται ότι η

 είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει 

,     δηλαδή

	




ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ

Παράγωγος αθροίσματος
Αν οι συναρτήσεις 

 είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 

 ισχύει:



.

Τα παραπάνω ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Δηλαδή, αν 

, είναι παραγωγίσιμες στο Δ, τότε



.

Παράγωγος γινομένου

Αν οι συναρτήσεις 

 είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 

 ισχύει:



.

Αν  f  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση σ’ ένα διάστημα Δ και 
[image: image22.wmf]Î
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R, επειδή 

, σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε:

	




Παράγωγος πηλίκου

Αν οι συναρτήσεις 

 είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ και για κάθε 

 ισχύει 

, τότε για κάθε 

 έχουμε:



.

Από τους παραπάνω κανόνες παραγώγισης προκύπτουν τα παρακάτω

( Η συνάρτηση  

,ν(Ν*  είναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση 

  είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση  

  είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και ισχύει 

, δηλαδή

	




Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης

Αν μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

, τότε η συνάρτηση 

 είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει



.

Δηλαδή, αν 

, τότε:  


Με το συμβολισμό του Leibniz, αν 

 και 

, έχουμε τον τύπο: 


που είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας.

Από τα παραπάνω προκύπτουν τα εξής:

( Η συνάρτηση 

, α(R-Z είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει 

, δηλαδή

	

 


Αποδεικνύεται ότι, για 

 η  f  είναι παραγωγίσιμη και στο σημείο 

 και η παράγωγός της είναι ίση με 0, επομένως δίνεται από τον ίδιο τύπο.

( Η συνάρτηση 

, 

 είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

, δηλαδή

	




( Η συνάρτηση 

, x(R* είναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει:

	




ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ( ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ

1) Να βρείτε ,όπου ορίζεται την παράγωγο των συναρτήσεων
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2) Τo ίδιο για τις συναρτήσεις
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3) Αν f,g είναι παραγωγίσιμες στο χ0=0 και f ΄(0)= -1, g΄(0)=2, f(0)= -1, g(0)= -2 να αποδείξετε ότι: 
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4) Αν g(x)= 
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όπου f παρ/μη συνάρτηση στο x0=0 μεf(0)=f ΄(0)=0

να αποδείξετε ότι g´(0)=0.

5) Aν η συνάρτηση f είναι παρ/μη στο σημείο χ0=0 και για κάθε χ(R ισχύει 

      (f(x))3-x(f(x))2+x2f(x)=x2ημx, να αποδείξετε ότι : f ΄(0)=1

6) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο χ0=1 και ισχύει : 
[image: image31.wmf].
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Να αποδείξετε ότι : I) f(1)=0   ii)η συνάρτηση g(x)= 
[image: image32.wmf]3
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 είναι παρ/μη στο σημείο χ0=1 και να βρείτε το g΄(1).

7) Έστω f,g συναρτήσεις ορισμένες στο R και παρ/μες στο σημείο χ0=0. Αν (χ(R ισχύει f(x)(g(x) και f(0)=g(0), να αποδείξετε ότι f ΄(0)=g´(0).

8) Έστω δύο συναρτήσεις παρ/μες στο R οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 
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9) Αν f(x)=4x-x2 και g(x)= 
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, να βρείτε την εξίσωση της εφ/νης της cf στο σημείο της Α(1,f(1)) και να αποδείξετε ότι εφάπτεται και της cg.

ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ

Ορισμός 

Αν δύο μεγέθη χ και y συνδέονται με τη σχέση y=f(x) και f  είναι συνάρτηση παρ/μη στο χ0, τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς χ στο χ0 την παράγωγο f΄(χ0).

Παρατηρήσεις

1)Όταν ζητούμε τον ρυθμό μεταβολής μιας μεταβλητής y ως προς την t, η t είναι η μεταβλητή παρ/σης έστω και αν αυτή είναι συνάρτηση.

2) Όταν μας δίνουν ένα μέγεθος y:

  α) αν αυξάνεται σταθερά κατά κ μονάδες /sec, τότε ο ρυθμός μεταβολής του y ως προς t σε κάθε t0 είναι :dy/dt= κ

  β) αν μειώνεται σταθερά κ μονάδες /sec,είναι ομοίως: dy/dt= -κ.

3) Αν ο ρυθμός μεταβολής είναι θετικός σημαίνει <<τάση>> για αύξηση, ενώ αν είναι αρνητικός σημαίνει <<τάση>> για ελάττωση.

4) Οι μονάδες του ρυθμού μεταβολής  είναι το πηλίκο των μονάδων μέτρησης του μεγέθους y προς τις μονάδες του μεγέθους χ.

Παραδείγματα

( Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κινείται κατά μήκος ενός άξονα και ας υποθέσουμε ότι 

 είναι η τετμημένη του σώματος αυτού τη χρονική στιμή t. H συνάρτηση S καθορίζει τη θέση του σώματος τη χρονική στιγμή t και ονομάζεται συνάρτηση θέσης του κινητού.

Ο ρυθμός μεταβολής της S ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

είναι η παράγωγος 
[image: image36.wmf])

t

(

S

0

′

, της S ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

. Η παράγωγος  
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λέγεται στιγμιαία ταχύτητα του κινητού τη χρονική στιγμή 

 και συμβολίζεται με 
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(Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

είναι η παράγωγος 

, της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

. Η παράγωγος 

 λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή 

 και συμβολίζεται με 

. Είναι δηλαδή



.

(Στην οικονομία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος 

 παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν 

 και λέγεται οριακό κόστος στο 

. 

Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 

 και οριακό κέρδος στο 

.
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ
Πρόβλημα 

Ο όγκος V ενός μπαλονιού που φουσκώνει αυξάνει με ρυθμό 100cm3/sec.Με ποιο ρυθμό αυξάνει η ακτίνα του r τη χρονική στιγμή που αυτή είναι ίση με 9cm;

	1) Προσδιορίζουμε και συμβολίζουμε όλα τα μεταβλητά μεγέθη συναρτήσει της ανεξάρτητης μεταβλητής χ και συμβολίζουμε χ0 το κρίσιμο σημείο στο οποίο ζητούμε τον ρυθμό μεταβολής. τον οποίο και γράφουμε με μορφή παραγώγου.


	Έστω V(t) ο όγκος του μπαλονιού την χρονική στιγμή t οπότε η ακτίνα του είναι r(t).

Έστω t0 η χρονική στιγμή που μας ενδιαφέρει οπότε r(t0)=9cm και ο όγκος του τότε θα είναι V(t0).

 O ζητούμενος ρυθμός μεταβολής είναι r΄(t0).

Δίνονται: V΄(t)=100cm3/sec, r(t0)=9cm.

	2) Βρίσκουμε εξίσωση (1) που συνδέει τις παραπάνω μεταβλητές


	V(t)=4/3 π r3(t)       (1)

	3) Παραγωγίζουμε τα μέλη της εξίσωσης (1) και βρίσκουμε εξίσωση (2) για χ=χ0.


	V´(t)=4π r2(t) r΄(t) οπότε για t=t0έχω

V΄(t0)=4π r2(t0) r´(t0)    (2)

	4) Υπολογίζουμε τις τιμές των       μεταβλητών και βρίσκουμε το ζητούμενο ρυθμό μεταβολής αντικαθιστώντας στην εξίσωση (2) 


	Αντικαθιστώντας στη (2) έχω   

  100cm3/sec=4π (9cm)2 r΄(t0)

(25cm3/sec=81π cm2 r΄(t0)

(r´(t0)=
[image: image40.wmf]π
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ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ-ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Μια ευθεία κινείται γύρω από το σημείο Κ(1,2) και τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οχ σ’ ένα σημείο Α. Αν το σημείο Α κινείται με σταθερή ταχύτητα 2 cm/sec,να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ =ΟΚΑ ως προς το χρόνο t κατά τη χρονική στιγμή t0 που το σημείο Α βρίσκεται στη θέση Α0(5/3, 0).

2. Ένα σημείο κινείται πάνω στον κύκλο χ2+ψ2=6 με σταθερή ταχύτητα 2cm/sec ξεκινώντας από το σημείο Α(
[image: image41.wmf]6

  ,0).Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του μήκους της χορδής ΑΒ ως προς το χρόνο t κατά τη χρονική στιγμή t0 που η γωνία θ=(ΟΑ,ΟΒ) είναι ίση με π/3.

3. Η ακτίνα ενός κύκλου δίνεται από τον τύπο  r(t)=3-t, t([0,3], r σε m και t σε sec. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού και του μήκους του ως προς το χρόνο t.

4. Δύο σημεία Α,Β κινούνται στους ημιάξονες Οχ,Οψ αντίστοιχα ξεκινώντας ταυτόχρονα από το σημείο Ο με ταχύτητες υΑ=20 m/sec,υB=15 m/sec.Να βρεθούν: 

Α) ο ρυθμός μεταβολής της μεταξύ τους απόστασης 6sec αργότερα.

Β) ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ την ίδια χρονική στιγμή.

5. Ένα σημείο M κινείται πάνω στην υπερβολή με εξίσωση 3χ2-ψ2=12. Η ταχύτητα της    τεταγμένης του είναι 6 m/sec. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του τη χρονική στιγμή t0 που είναι χ=4cm.

6. Αντλούμε νερό από μια δεξαμενή σχήματος κώνου με ακτίνα βάσης 5m και βάθους 12m με σταθερό ρυθμό μεταβολής 5 m3/η  Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του βάθους του νερού, όταν η γενέτειρα του κώνου που σχηματίζει το νερό της δεξαμενής είναι 6m.

7. Ένας προβολέας βρίσκεται σε ύψος  15m ψηλότερα από το έδαφος. Ένας άνθρωπος που έχει ύψος 1,8m απομακρύνεται από το σημείο που βρίσκεται κάτω από τον προβολέα με ταχύτητα 6m/sec. Αν ο προβολέας είναι στραμμένος πάνω του, να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του μήκους της σκιάς του ανθρώπου.

8. Ο όγκος μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό π cm3/sec.

i) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειας της σφαίρας ως προς τον χρόνο t τη χρονική στιγμή t0 που η ακτίνα της είναι r=1/4 cm.

ii) Ποια είναι η ακτίνα της σφαίρας τη χρονική στιγμή που ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού της είναι 2 cm2/sec.

9. Δύο πουλιά Α και Β πετούν στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο σε ευθύγραμμες οριζόντιες    τροχιές με υψομετρική διαφορά 3m έχοντας μέση σταθερή ταχύτητα υ=10m/sec και με αντίθετη φορά. Κατά τη χρονική στιγμή 0 τα πουλιά βρίσκονται στην ίδια κατακόρυφο. Πόσο θα απέχουν τα πουλιά , όταν ο ρυθμός μεταβολής της απόστασής τους είναι 10;

10. Χρωματιστό υγρό πέφτει σε ρούχο και απλώνεται σχηματίζοντας κυκλική κηλίδα της οπoίας το εμβαδό αυξάνει με ρυθμό μεταβολής 5cm2/min. Nα βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της ακτίνας κατά τη χρονική στιγμή κατά την οπoία το εμβαδό της κηλίδας είναι 36πcm2.
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