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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  1 

 υ σ τ ή μ α τ α 

1. Γραμμικϊ υςτόματα 

 

 

 

 

 

 

1. Γραμμικό Εξύςωςη 

█ Κϊθε εξύςωςη 1ου βαθμού με 2 αγνώςτουσ ονομϊζεται γραμμικό.                                                                           

█ Η γενικό τησ μορφό εύναι  αx + βy = γ  με :                                                                                                               

Σα  x και  y  εύναι οι ϊγνωςτοι τησ εξύςωςησ                                                                                                                            

Οι πραγματικού αριθμού  α  και  β  λϋγονται ςυντελεςτϋσ των αγνώςτων                                                                 

Ο πραγματικόσ αριθμόσ  γ  λϋγεται ςταθερόσ όροσ   

█ Κϊθε ζεύγοσ αριθμών   x0 , y0  που ϋχει την ιδιότητα να επαληθεύει την εξύςωςη  αx + βy = γ  λϋγεται         

λύςη τησ γραμμικόσ εξύςωςησ .                                                                                                                                                       

▶ Μια γραμμικό εξύςωςη ϋχει ϊπειρεσ λύςεισ ό εύναι αδύνατη.                                                                                        

▶ Για να βρούμε μερικϋσ από αυτϋσ, θϋτουμε τυχαύεσ τιμϋσ ςτη μεταβλητό x κι αφού εκτελϋςουμε όλεσ 

τισ δυνατϋσ πρϊξεισ βρύςκουμε μιαν αντύςτοιχη τιμό για τη μεταβλητό y.                                                                        

▶ Επειδό δεν εύναι δυνατόν να υπολογύςουμε όλεσ από τισ ϊπειρεσ αυτϋσ λύςεισ, αρκεύ να ςημειώνουμε 

τη μορφό που θα ϋχουν, ώςτε να μπορεύ κανεύσ να υπολογύςει όςεσ θϋλει, ανϊ πϊςα ώρα και ςτιγμό. 

 

█ Η γραμμικό εξύςωςη  αx + βy = γ  με  α ≠ 0 ό  β ≠ 0  παριςτϊνει μια ευθεύα γραμμό.                                    

Διακρύνουμε τισ περιπτώςεισ :                                                                                                                                                 

α  Αν α ≠ 0 και  β ≠ 0  τότε η εξύςωςη γύνεται : 

 αx + βy = γ ⟺ βy = −αx + γ ⟺ y = −
α
β

x +
γ
β

                            

Η εξύςωςη αυτό παριςτϊνει ευθεύα η οπούα :                                             

▶ ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ   λ = −
α
β

                                                        

▶ τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο ςημεύο  0 ,
γ
β

                                 

▶ τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο  
γ
α

, 0  
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β  Αν α = 0 και  β ≠ 0  τότε η εξύςωςη γύνεται : 

 0x + βy = γ ⟺ βy = γ ⟺ y =
γ
β

                                                                           

Η εξύςωςη αυτό παριςτϊνει ευθεύα η οπούα :                                             

▶ ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ   λ = 0                                                        

▶ τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο ςημεύο  0 ,
γ
β

                                      

▶ εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x  

 

γ  Αν α ≠ 0 και  β = 0  τότε η εξύςωςη γύνεται : 

 αx + 0y = γ ⟺ αx = γ ⟺ x =
γ
α

                                                                           

Η εξύςωςη αυτό παριςτϊνει ευθεύα η οπούα :                                             

▶ δεν ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ                                                        

▶ εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα  y’y                                                               

▶ τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο  
γ
α

, 0  

 

 

2.  Γραμμικό  ύςτημα  2x2 

█ Δύο γραμμικϋσ εξιςώςεισ με δύο αγνώςτουσ  x και y :   
αx + βy = γ

α′x + β′y = γ′
   λϋγεται γραμμικό ςύςτημα δύο 

εξιςώςεων με δύο αγνώςτουσ ό πιο απλϊ γραμμικό ςύςτημα  2x2 .                                                                          

ε ϋνα γραμμικό ςύςτημα 2x2 :                                                                                                                                               

▶ ονομϊζουμε λύςη κϊθε ζεύγοσ αριθμών  x , y  που επαληθεύει ταυτόχρονα και τισ δύο εξιςώςεισ του.  

▶ επύλυςη ονομϊζουμε την διαδικαςύα που ακολουθούμε να βρούμε τισ λύςεισ του.  Για την επύλυςη  

ενόσ γραμμικού ςυςτόματοσ, χρηςιμοποιούμε μια από τισ παρακϊτω μεθόδουσ :  

α  Μϋθοδοσ τησ αντικατϊςταςησ                                                                                                                                             

Λύνουμε μύα από τισ 2 εξιςώςεισ ωσ προσ τον ϋναν ϊγνωςτο  όποιον επιθυμούμε, ϊρα όποιον μασ 

ςυμφϋρει  και αντικαθιςτούμε το αποτϋλεςμα ςτην 2η εξύςωςη. Ϊτςι προκύπτει μύα εξύςωςη με ϋνα 

μόνον ϊγνωςτο.   

β  Μϋθοδοσ των Αντύθετων υντελεςτών                                                                                                                               

Πολλαπλαςιϊζουμε και τισ 2 εξιςώςεισ με κατϊλληλο αριθμό, ώςτε να προκύψουν αντύθετοι 

ςυντελεςτϋσ μπροςτϊ από κϊποιον ϊγνωςτο  πϊλι επιλϋγουμε αυθαύρετα όποιον μασ ςυμφϋρει . τη 

ςυνϋχεια, προςθϋτουμε τισ 2 εξιςώςεισ κατϊ μϋλη. Ϊτςι προκύπτει και πϊλι μύα εξύςωςη με ϋνα μόνον 

ϊγνωςτο.           

γ  Γραφικό Επύλυςη                                                                                                                                                                             

χεδιϊζουμε τισ δύο ευθεύεσ που παριςτϊνουν οι εξιςώςεισ του ςυςτόματοσ ςε ϋνα καρτεςιανό ςύςτημα 

ςυντεταγμϋνων και βρύςκουμε το κοινό τουσ ςημεύο. 
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δ  Μϋθοδοσ των Οριζουςών                                                                                                                                                                  

το γραμμικό ςύςτημα   
αx + βy = γ

α′x + β′y = γ′
    αντιςτοιχύζουμε τρεισ ορύζουςεσ :                                                                                   

D =  
α β

α′ β′
 = α ∙ β′ − β ∙ α′    ,   Dx =  

γ β

γ′ β′
 = γ ∙ β′ − β ∙ γ′    ,  Dy =  

α γ

α′ γ′ = α ∙ γ′ − γ ∙ α′                          

Ιςχύουν τα παρακϊτω :                                                                                                                                                                

1  Αν  𝐃 ≠ 𝟎 , το ςύςτημα ϋχει μοναδικό λύςη, τη :  𝐱 = 
𝐃𝐱

𝐃
  και  𝐲 = 

𝐃𝐲

𝐃
                                                         

2  Αν  𝐃 = 𝟎  και  𝐃𝐱 ≠ 𝟎   ό  𝐃𝐲 ≠ 𝟎   τότε το ςύςτημα εύναι αδύνατο. 

3  Αν  𝐃 = 𝟎  και  𝐃𝐱 = 𝐃𝐲 = 𝟎   τότε το ςύςτημα  ϋχει ϊπειρεσ λύςεισ. 

 

3.  Γραμμικό  ύςτημα  3x3 

█ Μια εξύςωςη τησ μορφόσ  αx + βy + γz = 0  με ϋναν τουλϊχιςτον από τουσ ςυντελεςτϋσ των  x , y , z        

διϊφορο του μηδενόσ λϋγεται  γραμμικό εξύςωςη με τρεισ αγνώςτουσ . 

▶  Λύςη μιασ γραμμικόσ εξύςωςησ με τρεισ αγνώςτουσ λϋγεται κϊθε τριϊδα αριθμών                                                           

που την επαληθεύει 

▶  Όταν ϋχουμε τρεισ γραμμικϋσ εξιςώςεισ με τρεισ αγνώςτουσ και ζητϊμε τισ κοινϋσ λύςεισ τουσ, τότε           

λϋμε ότι ϋχουμε να λύςουμε ϋνα γραμμικό ςύςτημα τριών εξιςώςεων με τρεισ αγνώςτουσ ,                                             

δηλαδό ϋνα γραμμικό ςύςτημα 3x3 :    

α1x + β1y + γ1z = δ1

α2x + β2y + γ2z = δ2

α3x + β3y + γ3z = δ3

            

▶  Για την επύλυςη ενόσ γραμμικού ςυςτόματοσ 3x3 χρηςιμοποιούμε την μϋθοδο τησ αντικατϊςταςησ            

ό την μϋθοδο τησ απαλοιφόσ . 

▶  ε ϋνα γραμμικό ςύςτημα 3x3 μπορεύ να ιςχύει μια μόνο από τισ περιπτώςεισ :                                                          

α  να ϋχει μοναδικό λύςη                                                                                                                                                               

β  να εύναι αδύνατο                                                                                                                                                                                

γ  να ϋχει ϊπειρεσ λύςεισ. 
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

 1.1 Δύνεται η γραμμικό εξύςωςη  3x + 4y = −10 . Να εξετϊςετε ποιο από τα ζεύγη   −1 , 3  , (2 , −4)                

εύναι λύςη τησ γραμμικόσ εξύςωςησ . 

1.2 Δύνεται η γραμμικό εξύςωςη  3x − 5y = −16 . Να βρεύτε τον αριθμό μ , ώςτε το ζεύγοσ (μ , μ + 2)  να          

εύναι λύςη τησ εξύςωςησ. τη ςυνϋχεια να λύςετε την εξύςωςη. 

1.3 Να βρεύτε τον ςυντελεςτό διεύθυνςησ και να ςχεδιϊςετε τισ παρακϊτω ευθεύεσ:                                              

α  3x − y + 6 = 0              β  6x + 2y + 1 = 0             γ  2x − 6 = 0              δ  −3y + 12 = 0 

1.4 Δύνεται η γραμμικό εξύςωςη  αx +  α − 5 y = 6 . Αν το ζεύγοσ  (6 , 2) εύναι λύςη τησ εξύςωςησ :                         

α  να βρεύτε τον αριθμό α                                                                                                                                                                           

β  να ςχεδιϊςετε την ευθεύα που παριςτϊνει η εξύςωςη 

1.5 Να λύςετε γραφικϊ τα ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
x + 2y = 6 
x − y = 3 

                   β   
x + y = 2 

2x + 2y = 9 
              γ   

−x + 2y = 4 
2x − 4y = −8 

  

1.6 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: 2x + 4y = 3  και  ε2: x + 2y = α  με  α ∈ ℝ                                                                            

α  Να βρεύτε τουσ ςυντελεςτϋσ διεύθυνςησ των ε1 , ε2                                                                                                    

β  Τπϊρχουν τιμϋσ τησ παραμϋτρου  α  για τισ οπούεσ οι ευθεύεσ τϋμνονται ;                                                                                   

γ  Για ποιεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου  α  οι ευθεύεσ τϋμνονται;          χολικό    

********************************************************************************************************** 

1.7 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
7x + 2y = 24 
4x + y = 15 

                   β   
4x − 2y = 5 

−2x + y = −3 
                γ   

−4x + 2y = −2 
6x − 3y = 3 

    

1.8 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
x − 3y = 2     
2x + 4y = 14 

                   β   
3x − 2y = 5    
2x + 3y = −1 

                γ   
3x + 2y = −1   
−3x + 5y = −6  

  

1.9 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
−8x + 5y = 0 
4x + 3y = 0 

                   β   
4x + 7y = 2      
6x + 7y = −10 

                γ   
2x + 3y = 11    
5x − 2y = −20 

  

1.10 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: 2x + y = 5 ,  ε2: −2x + 3y = 0  και ε3: 3x + 2y = 7 . Να βρεύτε :                                  

α  τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου τομόσ των ε1, ε2                                                                                                                                               

β  τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου τομόσ των ε1 , ε3                                                                                                               

γ  Με τη βοόθεια των προηγούμενων ερωτημϊτων, να αποδεύξετε ότι το κοινό ςημεύο των  ε2, ε3                                  

εύναι ςημεύο τησ  ε1 
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1.11 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
−3 x + 1 + y = −2 
5x − 2y = −4           

                   β   
2 4 − x − 5 y + 2 = −3 
6x + 7y = −10                     

                γ   

x
3

−  
y
2

= −4 

y −
x
6

= 5      
  

1.12 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
 
x
7

=  
y
8

         

x + y = 45 
             β   

x − 1
3

=  
y − 2

4
 

4x + 3y = 8 

            γ   
x − 3y = 3 
x
3

− y = −2 
            δ   

2y = x + 2       
x
2

− y + 1 = 0 
      χολικό   

1.13 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
3 − 2 x − 3y = y − x 
x − (2y − 1) = y − 6 

                   β   
 x + 1 2 +  3y − 1 2 = x2 + 9y2

 x − 1 3 + 3x2 + 5y = x3 − 2     
  

1.14 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
x + y − 5

2
−  

y − x
3

= 0                    

3 x − y − 7 + 2 x + y − 2 = 0 

                   β   
3 x − y − 2 x − 2y = 2                    

3y −  x + 4  x − 4 = 3 −  x − 1 2 
  

1.15 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   

x − 5
2

+  
2y + 1

7
+ 2 = 0

x + 6
3

−  
y − 6

2
= 8         

                    β   

2x − 1
3

= 4 −  
y + 2

4
x + 3

2
− 3 =  

x − y
3

 

              χολικό   

1.16 Δύνεται ϋνα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μόκοσ  x  cm, πλϊτοσ  y  cm , περύμετρο ύςη με 38 cm    

και με την ακόλουθη ιδιότητα:                                                                                                                                                     

Αν αυξόςουμε το μόκοσ του κατϊ 2 cm και μειώςουμε το πλϊτοσ του κατϊ 4 cm, θα προκύψει ϋνα 

ορθογώνιο με εμβαδόν ύςο με το εμβαδόν του αρχικού. Να βρεύτε τα  x , y .   

********************************************************************************************************* 

1.17 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: 2x + y = 6  και  ε2: x − 2y = −3                                                                                                   

α  Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου τομόσ Μ των ε1, ε2                                                                                                         

β  Να βρεύτε για ποια τιμό του α η ευθεύα  3x + αy = α + 5 διϋρχεται από το Μ    

1.18 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α 4 , 7   και Β(1 , −2) 

1.19 Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από τα ςημεύα  Α 1 , 2   και Β(2 , −1) 

1.20 α  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών  ε1, ε2  του 

διπλανού ςχόματοσ                                                                           

β  Ποιο ςύςτημα ορύζουν οι  ε1, ε2  και ποια η λύςη του 

ςυςτόματοσ;   χολικό   
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1.21 Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α  και  β  ώςτε το ςύςτημα   
 α − 3 x −  β + 1 y = 1 

βx +  2α + 1 y = 7        
   να ϋχει λύςη                              

το ζεύγοσ   x , y = (2 , −3) 

1.22 Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α  και  β  ώςτε το ςύςτημα   
 α − 1 x + βy = α + 3              

αx +  2β − 1 y = 3β + 5        
 να ϋχει λύςη                              

το ζεύγοσ   x , y = (3 , 2) 

1.23 Να βρεύτε τουσ αριθμούσ λ και μ ώςτε τα ςυςτόματα   
x − 2y = 2      
−2x + 5y = 1  

                                                                                           

και   
 λ + 1 x +  2μ − 1 y = 1 

2λx +  μ + 4 y = 53        
   να ϋχουν κοινό λύςη . 

********************************************************************************************************** 

1.24  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                               

α     
x + 1 1

6 x
 = 0                β   

x + 2 3x − 2
2x − 3 1

 = 3x − 1                γ)  
2x x + 2
4 x − 1

 =  
x − 4 x − 6

3 x + 4
  

1.25 Να λύςετε με τη μϋθοδο των οριζουςών τα ςυςτόματα:                                                                                      

α   
2x + y = 7     
3x − 5y = 4  

                       β   
2y = 3x − 8       
x + 3y + 1 = 0 

                  χολικό   

1.26  Να λύςετε με τη μϋθοδο των οριζουςών τα ςυςτόματα:                                                                                      

α   
2x − y = 3                 
−3x + 5y = −2          

                       β   
x − 7y = 3                    
2x − 10y = −4            

     γ   
7x − 13y = 1                    
3x + 5y = 11                   

  

1.27  Να λύςετε με τη μϋθοδο των οριζουςών τα ςυςτόματα:                                                                                      

α   
2x − 3y = −13     
4x + 5y = 7          

                       β   
2x − y = 3                  
−4x + 2y = 6            

             γ   
−4x + 2y = 5 
6x − 3y = −2

   

1.28 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
  3 − 1 x + 2y = −2          

x +   3 + 1 y = −1 −  3 
                   β   

  3 + 1 x + 4y = 7    

1
2

x +   3 − 1 y = 1 
         χολικό   

1.29  Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   
  2 − 1  x + 2 2 y = −2          

 2 x +   2 + 1 y =  2 − 1    
                   β   

 2 −  3 x + y = −1          

x +  2 +  3 y = −2 −  3 
     

1.30 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: 2x − y = −1  και  ε2:  λ − 1 x − y = 6   με  λ ∈ ℝ                                                     

α  Να βρεύτε την τιμό του   λ ∈ ℝ  για την οπούα οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ                                                                          

β  Να παραςτόςετε γραφικϊ τισ  ε1, ε2   για  λ = 3                                                                                                               

γ  Τπϊρχει τιμό του λ ∈ ℝ  ώςτε οι ευθεύεσ  ε1, ε2  να ταυτύζονται; Να δικαιολογόςετε την απϊντηςό ςασ.  
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1.31 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: x + λy = 2  και  ε2: λx + 9y = 2   με  λ ∈ ℝ. Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ                                     

του  λ ∈ ℝ  οι δύο ευθεύεσ τϋμνονται 

1.32 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: 2x + λ2y = 4  και  ε2: x + λy = λ + 2   με  λ ∈ ℝ . Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ                           

του  λ ∈ ℝ  οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ 

1.33 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: x +  λ + 2 y = 3  και  ε2:  λ − 2 x + 5y = 3   με  λ ∈ ℝ                                                     

α  Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη των δύο ευθειών για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του   λ ∈ ℝ                                                                                         

β  την περύπτωςη που οι ευθεύεσ  ε1, ε2   τϋμνονται, να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τουσ Α                                               

γ  Να βρεύτε την τιμό του   λ ∈ ℝ  για την οπούα το Α ανόκει ςτην ευθεύα με εξύςωςη  x + 2y = 3        

1.34 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: λx + y = 1  και  ε2: x + λy = λ2   με  λ ∈ ℝ                                                                                               

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  οι δύο ευθεύεσ τϋμνονται και να γρϊψετε τισ ςυντεταγμϋνεσ του   

κοινού τουσ ςημεύου ςυναρτόςει του λ                                                                                                                                            

β  Για ποια τιμό του  λ  οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ ;                                                                                                                

γ  Αν οι ευθεύεσ  ε1 , ε2  ταυτύζονται , να αποδεύξετε ότι οι ευθεύεσ  λx + λ2y = λ3 και  2x + 2λy = λ2 − 1      

εύναι παρϊλληλεσ.                                            

********************************************************************************************************** 

1.35 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   

3x − 2y − ω = 11     
2x − 5y − 2ω = 3     
5x + y − 2ω = 33    

                  β   
5x − y + 3ω = 4      
x − 3y + ω = 2       
3x − 2y + 2ω = 2    

          χολικό    

1.36 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                                         

α   

x − y + ω = −1       
x + y + 3ω = 5        
x + 2y + 4ω = 8     

                  β   

x + 2y − ω = 1       
x + y − 2ω = 0       
−2x − y + ω = 1     
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2. Μη Γραμμικϊ υςτόματα 

 

Ασκήσεις 

 

 

 

█  Όταν ςε ϋνα ςύςτημα εξιςώςεων υπϊρχουν εξιςώςεισ που δεν εύναι γραμμικϋσ, τότε το ςύςτημα                

λϋγεται  μη γραμμικό ςύςτημα . 

 

 

 

 

 

2.1 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                              

α   
x2 + y2 + xy = 3
x + y = 1              

                 β   
x2 + y2 = 5
x ∙ y = 2      

                       γ   
2xy − y2 − 5y = 0

y = x2 − 4x + 3  
              χολικό   

2.2 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                              

α   
2x2 + y2 = 1       
x + y = 1              

                 β   
3x2 − y2 = 3
2x − y = 1    

                     γ   
x2 + y2 = 13
x ∙ y = 6         

  

2.3 Να λύςετε τα παρακϊτω ςυςτόματα :                                                                                                                              

α   
x ∙ y = 8                  
x + y = −6              

              β  

3
x

−  
4
y

= −5 

2
x

+  
6
y

= 1     

                     γ   
 y − 2x  x + y = 0
x − 2y = 3                

  

2.4 Σο εμβαδόν ενόσ ορθογωνύου παραλληλογρϊμμου εύναι 12 cm2 . Να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ του 

ορθογωνύου όταν η περύμετρόσ του εύναι  14 cm. 

2.5 Ϊνα ορθογώνιο τρύγωνο ϋχει υποτεύνουςα 5 cm και εμβαδόν του 6 cm2 . Να βρεύτε τισ κϊθετεσ 

πλευρϋσ του τριγώνου  

2.6 Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ παραβολόσ  y2 = 3x2  και τησ ευθεύασ  2x − y = −1 

2.7 Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ ευθεύασ με εξύςωςη  x + y = 2 και του κύκλου με κϋντρο Ο 0,0                      

και ακτύνα  ρ =  2 

2.8 Δύνεται ϋνα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μόκοσ  x  cm, πλϊτοσ  y  cm , περύμετρο ύςη με 24 cm    

και με την ακόλουθη ιδιότητα:                                                                                                                                                     

Αν αυξόςουμε το μόκοσ του κατϊ 3 cm και μειώςουμε το πλϊτοσ του κατϊ 2 cm, θα προκύψει ϋνα 

ορθογώνιο με εμβαδόν διπλϊςιο του εμβαδού του αρχικού. Να βρεύτε τα  x , y .   
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3.1 Δύνεται το ςύςτημα   
5x + 2y = 7 − λ

8x + 3y = 2λ + 1
                                                                                                                                  

α  Να υπολογύςετε τισ ορύζουςεσ  D , Dx  , Dy                                                                                                                         

β  Να δεύξετε ότι το ςύςτημα ϋχει μοναδικό λύςη   x0 , y0   η οπούα και να βρεθεύ .                                                                                   

γ  Για ποιεσ τιμϋσ του λ ιςχύει ότι  x0 −  y0 = 5               ΓΕΛ  2013   

3.2 Δύνεται το ςύςτημα   
λx + 4y = −1

5x +  λ + 1 y = 1
      όπου  λ ∈ ℝ. Ϊςτω ότι  x , y =  α , β   εύναι η λύςη του 

ςυςτόματοσ για  λ = 2                                                                                                                                                                              

α  Να λύςετε το ςύςτημα για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ                                                                                                                               

β  Να αποδεύξετε ότι   α , β =   
1
2

, −
1
2
                                                                                                                                                                                               

γ  Να εξετϊςετε αν υπϊρχει γωνύα φ τϋτοια ώςτε  ημφ = α  και  ςυνφ = β                                                              

δ  Να λύςετε την ανύςωςη  αe2x − βex − 3 ≥ 0                                                                                                                 

ε  Να λύςετε την εξύςωςη  αςυνt = β + ημ2t    ,   t ∈  0 , π     ( 7o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

********************************************************************************************************** 

3.3  Δύνεται το ςύςτημα   
 λ − 2 x + 5y = 5

x +  λ + 2 y = 5
                                                                                                                                  

α  Να υπολογύςετε τισ ορύζουςεσ  D , Dx  , Dy                                                                                                                         

β  Να λύςετε το ςύςτημα .                                                                                                                                                                                        

γ  Αν  Α x0 , y0  η μοναδικό λύςη του ςυςτόματοσ, να δεύξετε ότι το Α ανόκει ςτην ευθεύα  y = x                  

  ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

3.4  α  Ϊνα ςύςτημα δύο γραμμικών εξιςώςεων με αγνώςτουσ x  και y  ϋχει μοναδικό λύςη ,                            

τη   x0 , y0 =  α + 1 , 3  . Αν επιπλϋον ιςχύει  2Dx − α Dy = 3D  , να αποδεύξετε ότι  α = −1                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη   ςυνx − 2 2 = ημ2x + ςυνx    ςτο διϊςτημα [0 , 2π)                                                   

  ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2014   

********************************************************************************************************** 

3.5  Δύνεται το ςύςτημα   
κ3x + y = κ − 5

−x + κy = 17 − 3κ
                                                                                                                                  

α  Να αποδεύξετε ότι το ςύςτημα ϋχει ακριβώσ μια λύςη για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού κ                                  

β  Να βρεθεύ η λύςη του ςυςτόματοσ για  κ = 2                                                                                                                     

γ  Να βρεθούν, αν υπϊρχουν, οι τιμϋσ του κ για τισ οπούεσ το ςύςτημα ϋχει λύςη   x0 , y0 =  3 , 7               

( ΓΕΛ ΖΑΚΤΝΘΟΤ  2016   

 

3. Ενδοσχολικά Θέματα 

Εξετάσεων στα  υστήματα 
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3.6  α  Να λύςετε το ςύςτημα   
x2 + y2 = 2 xy + 2 

x + y = 6
                                                                                                                                                                        

β  Ϊςτω ότι η γωνύα  α ∈  0 ,
π
2

    για την οπούα ιςχύει  εφ2α = − 
4

 3 
                                                                                                       

β1  Να αποδεύξετε ότι  εφα = 2                                                                                                                                                                                

β2  Να δεύξετε ότι  ημα = 
2

  5 
  και  ςυνα = 

1

  5 
                                                                                                               

β3  Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  ημ2α  και  ςυν2α        ( ΓΕΛ ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ  2016   

3.7  Δύνεται το ςύςτημα    
x − λy = λ
λx + y = 1

      όπου  λ ∈ ℝ                                                                                                                                         

α  Να υπολογύςετε τισ ορύζουςεσ  D , Dx  , Dy                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι το ςύςτημα  ϋχει μοναδικό λύςη    x0 , y0   την οπούα να υπολογύςετε .                                                                                                                                                                                    

γ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη    ημx + ςυνx = 2 x0
2 + y0

2   εύναι αδύνατη ςτο  ℝ                                                          

( 1o ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ  2016   
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  2 

Ιδιότητες  υναρτήσεων 

4. Μονοτονύα υνϊρτηςησ 

 

Μια ςυνϊρτηςη f  λϋγεται  γνηςύωσ αύξουςα  ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμού τησ ,                                                                         
όταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2  ιςχύει :   f x1 < 𝑓 x2   . 

 

Μια ςυνϊρτηςη f  λϋγεται  γνηςύωσ φθύνουςα  ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμού τησ ,                                                                         
όταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2  ιςχύει :   f x1 > 𝑓 x2   . 

 

 

 

 

  

  

Παρατηρόςεισ 

1) Για να δηλώςουμε ότι μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ ,  γρϊφουμε                                          

 

2) Για να δηλώςουμε ότι μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ ,  γρϊφουμε      

                                     

3) Μια ςυνϊρτηςη  f  που εύναι γνηςύωσ αύξουςα ό γνηςύωσ φθύνουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ λϋγεται               
γνηςύωσ μονότονη  ςτο Δ 

4) Η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ x + β  , α > 0  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ  

5) Η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ x + β  , α < 0  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ 
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

4.1 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ ςτα οπούα καθεμιϊ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι 
γνηςύωσ αύξουςεσ ό γνηςύωσ φθύνουςεσ                   Ωςκηςη 1/Α/ςελ. 38  

 

 

 

 

 

4.2  Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ ςτα οπούα καθεμιϊ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι 

γνηςύωσ αύξουςεσ ό γνηςύωσ φθύνουςεσ  

                  

4.3 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 4x + 5                       β  f x = 6 − 3x                γ  f x = −x + 7        

4.4 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 
3x + 4

5
                         β  f x = 

4 − 5x

3
                   γ  f x = −

3−7x

6
        

4.5 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 3 +  2x − 4               β  f x = 2 −  x − 5                  γ  f x = 4 −  9 − 3x       

4.6 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 5 +  3x − 9               β  f x = 6 − 5 2x − 8                  γ  f x = 4 − 3 4 − 2x   

4.7 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x =  12 − 4x − 3x           β  f x = 21 −  7 − x +  x + 13           γ  f x =  12 − 3x − 4x −  x + 6  
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4.8 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x =  5 − x                       β  f x = 3 − 2 x + 1                  γ  f x = 
5

 x 
                   

4.9 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 2 +  6 − x               β  f x = 2x3 + 5                            γ  f x = −4x3 − 2x + 1 

4.10 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 1 − 2x3 − 5x                       β  f x = x3 −  3 − x + 4x   

4.11 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x =
3
 x 

− 2 x − 6x7                       β  f x =
3

 4 − x 
−  4 − x          

4.12  Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 2 4x − 8 + 2x               β  f x = 2x3 + 5x − 7                      γ  f x =
1

 x − 1 
− 3x   

4.13 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 4x6 + 2              β  f x = −2x2 + 3                            γ  f x = −4x4 + 1  

4.14 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = 3x8 + 5              β  f x = −4x6 + 2017                            γ  f x = −2x10 + 5  

4.15 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = x2 − 4x + 3            β  f x = −2x2 + 12x − 5                            γ  f x = 3 − x x + 8  

4.16 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x =  
2x −  4 − x  , x ≤ 4
3
 x 

− 4x  ,         x > 4
                         β  f x =  

2x − 3 ,        x ≥ 1
5 − 4x  ,        x < 1

                 

4.17 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                        

α  f x = x − 2 x − 3                   β  f x = 4x − 5 x − 3         

4.18 Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα :                                                                                                           

α  f x =  3λ − 9 x + 5              β  f x =  λ2 − 16 x + 3                        γ  f x =  λ2 − 4λ + 3 x − 7  

4.19 Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα :                                                                                                           

α  f x =  3 λ − 12 x + 4              β  f x =  8 − 4 λ  x + 1                  γ  f x =  −λ2 + λ + 2 x + 4 

4.20 Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα :                                                                                                           

α  f x =  12 − 4λ x + 5              β  f x =  λ2 + 6λ − 8 x + 7                    γ  f x =  7 −  3 − 2λ  x + 2017 

4.21 Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα :                                                                                                           

α  f x =  9 − λ2 x − 3              β  f x =  λ2 − 2λ − 3 x + 1                    γ  f x =   λ − 2 − 3 x + 2017 

4.22 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  ℝ . Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                        

α  f 3x + 2 > 𝑓 x − 4                            β  f x2 − 4x − f x − 6 < 0            
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4.23 Αν η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ  και η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Α −2 , −3  ,                                                                              

να λύςετε  την ανύςωςη   2 f  x2 −  3x +  6 ≤ 0   

4.24 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   

από τα  ςημεύα   A(5 , 2   και  Β 4 , 9 )  τότε :                                                                                                                                                                       

α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη   f 5 − 3x < 2                   

4.25 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   

από τα  ςημεύα   A(2 , 3   και  Β 4 , 5 )  τότε :                                                                                                                                                                       

α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον ϊξονα x’x  ςτο  −2 , να δεύξετε ότι   f 0 > 0                                               

4.26 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   

από τα  ςημεύα   A(2 , 1   και  Β 3 , 5 )  τότε :                                                                                                                                                                       

α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη   f  x − 3 ≥ 1                   

4.27 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   

από τα  ςημεύα   A(5 , 13   και  Β 7 , 11 )  τότε :                                                                                                                                                                       

α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη   f f x − 6 < 𝑓 7 + 2   

4.28 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν ιςχύει  f 2017 < 𝑓(2004) ,  τότε :                            

α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  να λύςετε την ανύςωςη   f 3x − 2 < 𝑓 8 − 2x            

4.29 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν ιςχύει  f  
 1 

3
 < 𝑓(

 2 

5
)  και η γραφικό τησ 

παρϊςταςη διϋρχεται από το ςημεύο  A(1 , 4  τότε :                                                                                                                

α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  να λύςετε την ανύςωςη   f  3x − 1  ≤ 4        

4.30 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη    f x = 4x3 + x − 5                                                                                                                   

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη   f 2x − 5 > 0         

4.31 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη    f x = 2x5 + 5x − 7                                                                                                                                   

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη   f 3x − 8 > 0                                                                                                                                

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   f x2 + 3x + 7 ≤ 0 
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4.32 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη     f x =  
1

 x 
  −  x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη    
1

2x2  + 3
−  

1

x2  + 2x + 6
   >  2x2 + 3 −   x2 + 2x + 6    

4.33 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                                                                                

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g x = f x − x  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ                                                   

β  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x2 − 2x − f 3x − 6 >  x2 − 5x + 6 

4.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = αx5 +  αx + 2 , α ∈ ℝ . Aν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Κ(−1 , 4)  :                                         

α  να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                             

β  να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   

γ  να λύςετε την ανύςωςη   f f x  > 2 

4.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  5 −  α − x , α ∈ ℝ . Aν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Κ(3 , 2)  :                                         

α  να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                             

β  να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                  

γ  να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα      

4.36 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ μονότονη ςτο ℝ , τότε να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                         

α  f x2 = f 6x − 8                             β  f  2x − 5  = f 7  

4.37 Αν η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ  και η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Α 3 , 5  ,                                                

να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α  f x2 − 4 − f 2x − 1 = 0                        β  f  2x − 1 − 4 = 5      

4.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  x − 2 + 
α

 x 
 ,  α ∈ ℝ . Aν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Κ(6 , 1)  :                  

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ και τον αριθμό  α                                                                             

β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                     

γ  Να λύςετε την εξύςωςη :   x − 2 = 
6

 x 
 −1 .           

4.39  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = αx2 + βx + α + 9 . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   

από τα  ςημεύα   A(−1 , −7   και  Β 2 , 5 )  τότε :                                                                                                                                                                       

α) Να βρεύτε τα  α , β                                                                                                                                                                        

β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα 
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 5. Ακρότατα υνϊρτηςησ 

 

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  xo   ολικό μϋγιςτο το  f x0                                                       
όταν  f(x) ≤ f(x0)  για κϊθε  x ∈ A 

. 

 Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  xo   ολικό ελϊχιςτο το  f x0                                                                
όταν  f(x) ≥ f(x0)  για κϊθε x ∈ A 

. 

 

 

 

  

  

 

Παρατηρόςεισ 

1) Σο  xo ∈ A λϋγεται θϋςη μεγύςτου, ενώ το f(x0) λϋγεται ολικό μϋγιςτο ό απλώσ μϋγιςτο τησ  f  και το    

ςυμβολύζουμε με  maxf(x) 

2) Σο  xo ∈ A λϋγεται θϋςη ελαχύςτου, ενώ το f(x0) λϋγεται ολικό ελϊχιςτο ό απλώσ ελϊχιςτο τησ  f  και 

το ςυμβολύζουμε με  minf(x)  

3) Σο  ολικό  μϋγιςτο και το  ολικό  ελϊχιςτο μιασ ςυνϊρτηςησ λϋγονται  ολικϊ  ακρότατα αυτόσ . 

4) Μια ςυνϊρτηςη μπορεύ να ϋχει και μϋγιςτο και ελϊχιςτο ό μόνο μϋγιςτο ό μόνο ελϊχιςτο ό να μην         

ϋχει ούτε μϋγιςτο ούτε ελϊχιςτο .  
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Ασκήσεις 

 

 

 

 

 

5.1 Να προςδιορύςετε τα ολικϊ ακρότατα των παρακϊτω ςυναρτόςεων, καθώσ και τισ θϋςεισ των 
ακροτϊτων αυτών .                           χολικό 2/Α/ςελ. 38  

 

 

 

 

 

5.2 Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                        

α  η ςυνϊρτηςη  f x = x2 − 6x + 10  παρουςιϊζει ελϊχιςτο για  x = 3                                                                    

β  η ςυνϊρτηςη  g x =  
2x

x2+ 1
   παρουςιϊζει μϋγιςτο για  x = 1              χολικό 3/Α/ςελ. 38    

5.3 Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                        

α  η ςυνϊρτηςη  f x = x2 − 6x + 4  παρουςιϊζει ελϊχιςτο το  f 3 = −5                                                                    

β  η ςυνϊρτηςη  g x =  
4x

x2+ 4
   παρουςιϊζει μϋγιςτο για  x = 2              

5.4 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 2 x − 3                                  β  f x = 6 − 5 x − 2   

5.5 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = x2 + 1                     β  f x = 2 x − 1 + 5                  γ  f x =  x + 2 2 − 1 

5.6 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 2 + x2                     β  f x = 5 − x4                              γ  f x = 1 −  x − 3 2 

5.7 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 5x2 − 2                     β  f x = 4 − 3 x + 2 6 

5.8 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 3x2 + 2                     β  f x = 4 x − 1 2 − 3                  γ  f x = x2018 +  x2 − x 2 + 1  

5.9 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 3x4 − 2                     β  f x = 2018 − 3 x − 2                γ  f x =  
1

x2+ 3
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5.10 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = 3 x − 4                            β  f x = 6 − 2 x − 2 

5.11 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x =  x2 + 4 + 2                    β  f x = 5 −  x2 + 9 

5.12 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = x2 + 8x                            β  f x = 2x2 − 4x + 7                     γ  f x = −x2 + 6x 

5.13 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = −3x2 + 18x − 5                            β  f x = 2 x − 3 2 − 3 x − 1 2                      

5.14 Να βρεύτε τα ακρότατα των ςυναρτόςεων :                                                                                                                  

α  f x = x4 − 8x2 + 16                               β  f x = −x2 + 4 x − 1                        

5.15 Να βρεύτε το ελϊχιςτο τησ ςυνϊρτηςησ  f x = 
x2− 5x + 1

x
   με  x > 0  . 

5.16 Να βρεύτε το μϋγιςτο τησ ςυνϊρτηςησ  f x = 
x2+ 3x + 1

x
   με  x < 0   

5.17 Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f x =  
4x

x2+ 4
   ϋχει ελϊχιςτη τιμό −1 και μϋγιςτη τιμό 1 . 

5.18 Αν η ςυνϊρτηςη  f x = 3x − 1 ϋχει πεδύο οριςμού το [2 , 5] , να βρεύτε τα ακρότατϊ τησ .    

5.19 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ f  αν η ςυνϊρτηςη  f x = 2x − 3 ϋχει πεδύο οριςμού                                              

α  Α = [−1 , 3]                     β  Α = [1 , 5)                       γ  Α = (−5 , −1] 

5.20 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη     f x =  6 − 2x − 3x                                                                                                                   

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ  f  

5.21  Δύνεται  η ςυνϊρτηςη     f x =  7 − x −  x + 2                                                                                                                   

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ  f   

5.22 Αν η ςυνϊρτηςη  f x = −x + α ϋχει πεδύο οριςμού το [1 , 4] , να βρεύτε τα ακρότατϊ τησ αν ξϋρετε        

ότι το μϋγιςτο εύναι μεγαλύτερο κατϊ 5 από το ελϊχιςτο .  

5.23 Ϊςτω ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμού το ℝ ώςτε να ιςχύει :  2f x ≤ f 1 + f 2  , ∀x ∈ ℝ                          

Να δεύξετε ότι :          α  f 1 = f 2                    β  η ςυνϊρτηςη  f  ϋχει ολικό μϋγιςτο . 
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 6. υμμετρύεσ υνϊρτηςησ 

 

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋγεται  ϊρτια  όταν για κϊθε x ∈ A ιςχύει :     

 −x ∈ A  και   f −x = f(x)   

. 

 

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋγεται  περιττό  όταν για κϊθε x ∈ A ιςχύει :     

 −x ∈ A  και   f −x = − f(x)   

 

 

 

  

 

 

  

 

 

Παρατηρόςεισ 

1) Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ϊρτιασ ςυνϊρτηςησ ϋχει ωσ ϊξονα ςυμμετρύασ τον ϊξονα  y’y 

2) Η γραφικό παρϊςταςη μιασ περιττόσ ςυνϊρτηςησ ϋχει κϋντρο ςυμμετρύασ την αρχό των αξόνων  

3) Όταν εξετϊζουμε μια ςυνϊρτηςη αν εύναι ϊρτια ό περιττό , λϋμε ότι εξετϊζουμε τη ςυνϊρτηςη                     

ωσ προσ τισ ςυμμετρύεσ . 
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Ασκήσεις 
 

                     

 

 

6.1 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x = 3x2 + 5x4                       β  f x = 3 x + 1                    γ   f x =  x + 1                                                        

δ  f x = x3 − 3x5                           ε  f x = 
x2

1 + x2                        ςτ  f x = 
2x

1 + x2      χολικό/4/Α/ςελ.38  

6.2 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x =  
1

 x 
                                   β  f x =  x − 2                      γ   f x =  x − 1 −  x + 1                                                        

δ  f x =   
x + 

1

x

x2+ 1
                        ε  f x =   x                          ςτ  f x =  1 − x2       χολικό/5/Α/ςελ.39)     

6.3 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω γραμμϋσ εύναι γραφικϋσ παραςτϊςεισ ϊρτιασ και ποιεσ  εύναι 

περιττόσ ςυνϊρτηςησ : 

 

 

 

 χολικό/6/Α/ςελ.39)    

6.4 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω γραμμϋσ εύναι γραφικϋσ παραςτϊςεισ ϊρτιασ και ποιεσ  εύναι 

περιττόσ ςυνϊρτηςησ : 

  

          

 

                                         

 χολικό/7/Α/ςελ.39)    

6.5 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω γραμμϋσ εύναι γραφικϋσ παραςτϊςεισ ϊρτιασ και ποιεσ  εύναι 

περιττόσ ςυνϊρτηςησ : 
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6.6 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x = x4 + 5x2                             β  f x = x3 + 2x                    γ   f x = 2x7 − 7x5    

6.7  Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x = x4 + 3x2 + 2                             β  f x = x5 − 2x3 + 4x                    γ   f x =  
x2

 x  −1
              

6.8  Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x = x4 − 5x3 + x − 4                       β  f x = 
3x

x − 5
                                    γ   f x =  9 − x2               

6.9 Να βρεύτε ποιεσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτιεσ και ποιεσ  εύναι περιττϋσ :                                 

α  f x =  
x3− 5x

 x 
                                         β  f x = 

−2x2

x − 3
                                     γ   f x =  

x2+ 4 x 

x5  – 5x
 

6.10 Να εξετϊςετε αν οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των παρακϊτω ςυναρτόςεων εύναι ςυμμετρικϋσ ωσ    

προσ τον ϊξονα y’y  ό  ωσ προσ την αρχό των αξόνων :                                                                                                   

α  f x =  
2 x − 3

 5− x 
                                        β  f x = 

−2x3

  x −3
                                 γ   f x =  

  x − 2

x2− 16
      

6.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = 
x3− 3x

x2+ α x 
  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται από το ςημεύο  

Μ(−1 , −2) . Να βρεύτε το α , το πεδύο οριςμού τησ f  και να εξετϊςετε αν εύναι ϊρτια ό περιττό. 

6.12 Για την ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ιςχύει ότι   f y − x = f y − f x  , ∀x , y ∈ ℝ .                                                 

α  Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                                                                                                   

β  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι περιττό . 

6.13  Για την ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ιςχύει ότι   f y − x + f(y + x) = 2f x − 2f y  , ∀x , y ∈ ℝ .                                                 

α  Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                                                                                                   

β  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι ϊρτια . 

6.14 Για την ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ιςχύει ότι   3f x − 2f −x = 5x3 − 5x , ∀x ∈ ℝ .                                            

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  και να αποδεύξετε ότι εύναι περιττό .   

6.15 Να βρεύτε τουσ αριθμούσ α , β  αν ιςχύει  α2 + β2 − 4 β − α − 2 = f −3 + f 0 + f 3   και  

γνωρύζετε επιπλϋον ότι η  f  εύναι περιττό .                                                     

6.16 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι περιττό και τα ςημεύα  Α 1 , 2   και  Β −1 , λ  ανόκουν ςτην γραφικό τησ 

παρϊςταςη , τότε να βρεύτε το λ . 

6.17 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ϊρτια και τα ςημεύα  Α 2017 , 2018   και  Β −2017 , λ  ανόκουν ςτην 

γραφικό τησ παρϊςταςη , τότε να βρεύτε το λ .   

6.18 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ για τον οπούο η  f ∶   λ − 4 , λ → ℝ  εύναι ϊρτια  

6.19 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ για τον οπούο η  f ∶   4λ − λ2 , 6 − 3λ → ℝ  εύναι περιττό 
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6.20 Αν η ςυνϊρτηςη  f ∶   λ , 3 → ℝ  εύναι περιττό , να λύςετε την εξύςωςη f 2 + f −2 + x = λ          

6.21  Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι περιττό ,  να λύςετε την εξύςωςη f x2016 − 1 + x = 2 − f 1 − x2016              

6.22  Αν η ςυνϊρτηςη f x = x2 − λx + 3 εύναι ϊρτια , τότε να βρεύτε τον λ .       

6.23 Δύνεται η περιττό ςυνϊρτηςη f x = αx2 +  α − 2 x3                                                                                             

α  Να βρεύτε τον αριθμό α                                                                                                                                                                                        

β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα  

6.24  Δύνεται η ϊρτια ςυνϊρτηςη f x = α x +  α + 3 x − α                                                                                             

α  Να βρεύτε τον αριθμό α                                                                                                                                                                                        

β  Να προςδιορύςετε τα ακρότατα τησ  f            

6.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = 
2x

x2+ 1
                                                                                                                                 

α  Να αποδεύξετε ότι   f x ≤ 1                                                                                                                                                

β  Εύναι το 1 η μϋγιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ ; Να αιτιολογόςετε την απϊντηςό ςασ .                                                            

γ  Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη εύναι ϊρτια ό περιττό . 

6.26 Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  f x = 
2

 x  − 1
  −3 α −  x      τϋμνει τον ϊξονα  y’y  ςτο 

ςημεύο με τεταγμϋνη  −8                                                                                                                                                                

α  Να βρεύτε τον αριθμό α                                                                                                                                                                                        

β  Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη εύναι ϊρτια ό περιττό                                                                                                

γ  Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ  A = f  3 + 2 − f  
1

 3 − 2
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7. Κατακόρυφη-Οριζόντια Μετατόπιςη Καμπύλησ 

 

Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f  με  𝐟 𝐱 = 𝛗 𝐱 + 𝐜  , 𝐜 > 0 

προκύπτει από μια κατακόρυφη μετατόπιςη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ φ 

κατϊ  c  μονϊδεσ προσ τα πϊνω .   

. 

 

Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f  με  𝐟 𝐱 = 𝛗 𝐱 − 𝐜  , 𝐜 > 0 

προκύπτει από μια κατακόρυφη μετατόπιςη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ φ 

κατϊ  c  μονϊδεσ προσ τα κϊτω .    

 

Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f  με  𝐟 𝐱 = 𝛗 𝐱 − 𝐜   , 𝐜 > 0 

προκύπτει από μια οριζόντια μετατόπιςη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ φ 

κατϊ  c  μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ .    

 

Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f  με  𝐟 𝐱 = 𝛗 𝐱 + 𝐜   , 𝐜 > 0 

προκύπτει από μια οριζόντια μετατόπιςη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ φ 

κατϊ  c  μονϊδεσ προσ τα αριςτερϊ .    
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

7.1 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x =  x                    β  f x =  x + 2               γ  g x =  x − 2        χολικό/1/Α/ςελ. 45  

7.2 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x =  x                    β  h x =  x + 2                γ  q x =  x − 2         χολικό/2/Α/ςελ. 45  

7.3 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x =  x                    β  F x =  x + 2 + 1            γ  G x =  x − 2 − 1        χολικό/3/Α/ςελ. 45  

7.4  το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x =  x                    β  f x =  x + 3                   γ  g x =  x − 1        

7.5 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x = x2                   β  f x =  x − 2 2               γ  g x =  x − 2 2 − 3        

7.6 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x = x3                   β  f x = x3 + 2                  γ  g x = x3 − 1        

7.7 το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                   

α  φ x = x3                   β  f x =  x + 2 3               γ  g x =  x − 1 3       

7.8 το διπλανό ςχόμα δύνεται η γραφικό παρϊςταςη μιασ 

ςυνϊρτηςησ  f . το ύδιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων να 

παραςτόςετε τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων :                  

α  g x = f x + 1      και        h x = f x − 1                                                           

β  g x = f x − 2       και        h x = f x + 2                                                           

γ  g x = f x − 2 + 1      και        h x = f x + 2 − 1 

 

7.9 Να βρεύτε ποιεσ μεταφορϋσ ϋχουν γύνει ςτη ςυνϊρτηςη  f  ώςτε να προκύψει η ςυνϊρτηςη   g  ςτισ 

παρακϊτω περιπτώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  g x = f x − 1 + 2                       β  g x = f x + 2 + 3            γ  g x = f x + 3 − 5 

7.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3 x + 1 . Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  h , τησ οπούασ η        

γραφικό παρϊςταςη προκύπτει κατϊ :                                                                                                                                                           

α   1 μονϊδα προσ τα αριςτερϊ και 2 μονϊδεσ προσ τα πϊνω                                                                                          

β   2 μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ και 3 μονϊδεσ προσ τα κϊτω                                                                                                  

γ   1 μονϊδα προσ τα δεξιϊ και 2 μονϊδεσ προσ τα κϊτω                                                                                                

δ   2 μονϊδεσ προσ τα αριςτερϊ και 3 μονϊδεσ προσ τα πϊνω . 
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7.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = x2 − 4x + 1 . Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  h , τησ οπούασ η 

γραφικό παρϊςταςη προκύπτει κατϊ :                                                                                                                                                           

α   1 μονϊδα προσ τα πϊνω                                                                                                                                                                                

β   2 μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ                                                                                                                                                                                         

γ   2 μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ και 1 μονϊδα προσ τα κϊτω                                                                                                

δ   3 μονϊδεσ προσ τα αριςτερϊ και 1 μονϊδα προσ τα πϊνω 

7.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = x2 + 4x . Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  h , τησ οπούασ η            

γραφικό παρϊςταςη προκύπτει κατϊ :                                                                                                                                                                  

α   2 μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ και 3 μονϊδεσ προσ τα πϊνω                                                                                          

β   4 μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ και 2 μονϊδεσ προσ τα κϊτω                                                                                                  

γ   3 μονϊδεσ προσ τα αριςτερϊ και 1 μονϊδα προσ τα πϊνω                                                                                                

δ   1 μονϊδα προσ τα αριςτερϊ και 5 μονϊδεσ προσ τα κϊτω     

7.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = x2 − 4x + 5 .                                                                                                                       

α  Να αποδεύξετε ότι  f x =  x − 2 2 + 1                                                                                                                           

β  Να παραςτόςετε γραφικϊ την  f  μετατοπύζοντασ παρϊλληλα την   y = x2       

7.14  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2x2 − 12x + 19 .                                                                                                                       

α  Να αποδεύξετε ότι  f x = 2 x − 3 2 + 1                                                                                                                           

β  Να παραςτόςετε γραφικϊ την  f  μετατοπύζοντασ παρϊλληλα την   g(x) = 2x2      

7.15  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ x + β                                                                                                                         

α  Αν η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  διϋρχεται από τα ςημεύα Α 1 , 2  και Β 5 , 8 , να βρεύτε τα α , β .              

β  Αν η  g(x)  εύναι η ςυνϊρτηςη που προκύπτει από την μετατόπιςη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f      

οριζόντια κατϊ 1 μονϊδα προσ τα αριςτερϊ και κατακόρυφα κατϊ 3 μονϊδεσ προσ τα κϊτω ,                                                    

να βρεύτε τον τύπο τησ  g                                                                                                                                                                              

γ  Αν  h x =
 3 
2

 x − 1   εύναι η ςυνϊρτηςη που προκύπτει από την μετατόπιςη τησ γραφικόσ 

παρϊςταςησ τησ  f   οριζόντια κατϊ  κ  μονϊδεσ προσ τα δεξιϊ και κατακόρυφα κατϊ   
 κ  

2
   μονϊδεσ                   

προσ τα κϊτω , να βρεύτε το  κ > 0 .                      

 

 

 

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 27 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 28 
 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ  3 

Σριγωνομετρία 

8. Σριγωνομετρικού Αριθμού Γωνύασ 

 

 

 

 

 

 

Α. Σριγωνομετρικού  Αριθμού  Οξεύασ  Γωνύασ  Ορθογωνύου  Σριγώνου 

Οι τριγωνομετρικού αριθμού μιασ οξεύασ γωνύασ ω ενόσ ορθογωνύου τριγώνου εύναι :                                                          

το  ημύτονο ημω  ,  το  ςυνημύτονο ςυνω  , η εφαπτομϋνη εφω   και η  ςυνεφαπτομϋνη ςφω  . 

 

ημω = 
απϋναντι  κϊθετη  πλευρϊ

υποτεύνουςα
                                ςυνω = 

προςκεύμενη  κϊθετη  πλευρϊ

υποτεύνουςα
     

εφω = 
απϋναντι  κϊθετη  πλευρϊ

προςκεύμενη  κϊθετη  πλευρϊ
                          ςφω = 

προςκεύμενη  κϊθετη  πλευρϊ

απϋναντι  κϊθετη  πλευρϊ
        

 

B. Σριγωνομετρικού  Αριθμού  Γωνύασ  ω , με   𝟎° ≤ 𝛚 ≤ 𝟑𝟔𝟎° 

ε ορθοκανονικό ςύςτημα xOy θεωρούμε την 

ημιευθεύα Οz και την γωνύα ω που παρϊγεται από 

την περιςτροφό τησ Οx κατϊ τη θετικό φορϊ ϋωσ 

ότου ςυμπϋςει με την Οz .                                                       

Ο θετικόσ ημιϊξονασ Οx λϋγεται αρχικό πλευρϊ τησ 

γωνύασ ω , ενώ η ημιευθεύα Οz λϋγεται τελικό πλευρϊ 

τησ γωνύασ ω .                                                                                        

Ϊςτω M(x , y) ςημεύο τησ τελικόσ πλευρϊσ Οz  το 

οπούο απϋχει απόςταςη ρ από την αρχό των αξόνων, 

δηλαδό :   OM =  x2 + y2 = ρ  
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𝛈𝛍𝛚 = 
 𝐲

 𝛒 
    ,    𝛔𝛖𝛎𝛚 = 

 𝐱

 𝛒 
      ,     𝛆𝛗𝛚 = 

 𝐲

 𝐱 
      ,   𝛔𝛗𝛚 = 

 𝐱

 𝐲 
        

𝛈𝛍 𝛋 ∙ 𝟑𝟔𝟎𝟎 + 𝛚 = 𝛈𝛍𝛚           ,        𝛔𝛖𝛎 𝛋 ∙ 𝟑𝟔𝟎𝟎 + 𝛚 = 𝛔𝛖𝛎𝛚     

𝛆𝛗 𝛋 ∙ 𝟑𝟔𝟎𝟎 + 𝛚 = 𝛆𝛗𝛚           ,        𝛔𝛗 𝛋 ∙ 𝟑𝟔𝟎𝟎 + 𝛚 = 𝛔𝛗𝛚     

                

 

την περύπτωςη αυτό, οι τριγωνομετρικού αριθμού τησ γωνύασ ω ορύζονται ωσ εξόσ : 

  

 

 

Γ. Σριγωνομετρικού  Αριθμού  Γωνύασ  μεγαλύτερων των 𝟑𝟔𝟎°𝛋𝛂𝛊 𝚨𝛒𝛎𝛈𝛕𝛊𝛋ώ𝛎 𝚪𝛚𝛎𝛊ώ𝛎 

− Αν ο θετικόσ ημιϊξονασ Οx κϊνει μια πλόρη περιςτροφό 

κατϊ την θετικό φορϊ  ό ν πλόρεισ περιςτροφϋσ ν ∈ ℕ∗) 

και διαγρϊψει επιπλϋον μια γωνύα ω , τότε η ςυνολικό 

γωνύα εύναι 3600 + ω ( ό   ν ∙ 3600 + ω)                                  

και ϋχει την ύδια τελικό πλευρϊ με την γωνύα ω ,                    

οπότε οποιοδόποτε ςημεύο τησ τελικόσ πλευρϊσ αν 

χρηςιμοποιόςουμε για να βρούμε τουσ τριγωνομετρικούσ 

αριθμούσ τησ γωνύασ ω  και                                                        

3600 + ω ( ό   ν ∙ 3600 + ω)  θα προκύψουν τα ύδια 

αποτελϋςματα και για τισ δύο γωνύεσ.   

 

− Αν ο θετικόσ ημιϊξονασ Οx κϊνει μια πλόρη περιςτροφό κατϊ την αρνητικό φορϊ                                                                

  ό ν πλόρεισ περιςτροφϋσ ν ∈ ℕ∗) και διαγρϊψει επιπλϋον μια γωνύα ω , τότε η ςυνολικό γωνύα                                    

εύναι  −3600 − ω = − 3600 + ω  ( ό  − ν ∙ 3600 − ω)  και ϋχει την ύδια τελικό πλευρϊ με την γωνύα ω ,                    

οπότε οποιοδόποτε ςημεύο τησ τελικόσ πλευρϊσ αν χρηςιμοποιόςουμε για να βρούμε τουσ 

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ ω  και  −3600 − ω ( ό  − ν ∙ 3600 − ω)  θα προκύψουν τα ύδια 

αποτελϋςματα και για τισ δύο γωνύεσ.                                                                                                                                               

Οι τριγωνομετρικού αριθμού των αρνητικών γωνιών ορύζονται όπωσ και των γωνιών από 00  ϋωσ 3600  

 

 υμπϋραςμα :   

Οι γωνύεσ   𝛋 ∙ 𝟑𝟔𝟎𝟎 + 𝛚 , 𝛋 ∈ ℤ  και  ω  , ϋχουν τουσ ύδιουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ . 
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𝛔𝛖𝛎𝛚 = 𝐱 = 𝛕𝛆𝛕𝛍𝛈𝛍ϋ𝛎𝛈 𝛕𝛐𝛖 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝚳        

𝛈𝛍𝛚 = 𝐲 = 𝛕𝛆𝛕𝛂𝛄𝛍ϋ𝛎𝛈 𝛕𝛐𝛖 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝚳        

     

                

−𝟏 ≤ 𝛈𝛍𝛚 ≤ 𝟏       𝛋𝛂𝛊       − 𝟏 ≤ 𝛔𝛖𝛎𝛚 ≤ 𝟏        

        

     

                

 

Δ. Σριγωνομετρικόσ  Κύκλοσ 

− Θεωρούμε ϋνα ορθοκανονικό ςύςτημα 

αξόνων Oxy. Αν με κϋντρο το Ο 0 , 0  

ςχεδιϊςουμε ϋναν κύκλο με ακτύνα ρ = 1 ,  τότε 

αυτόσ ο κύκλοσ ονομϊζεται                          

τριγωνομετρικόσ κύκλοσ .                                                 

Σον τριγωνομετρικό κύκλο τον χρηςιμοποιούμε 

για να υπολογύςουμε τουσ τριγωνομετρικούσ 

αριθμούσ μιασ γωνύασ. 

 

 

 

Ωξονεσ ημιτόνων και ςυνημιτόνων  

Ϊςτω μια γωνύα ω και M(x , y) το ςημεύο τομόσ τησ τελικόσ τησ πλευρϊσ με τον τριγωνομετρικό κύκλο. 

Σότε για την γωνύα ω ιςχύει :                                 

 ημω = 
 y

 ρ  
=

 y 

1
= y   και   ςυνω = 

 x

 ρ  
=

 x 

1
= x .   

Δηλαδό :    

 

 

 

 

− Ο αξόνασ x’x  λϋγεται ϊξονασ των ςυνημιτόνων  ,  ενώ ο ϊξονασ  y’y  λϋγεται ϊξονασ των ημιτόνων .               

– Για οποιοδόποτε ςημεύο  M(x , y)  του τριγωνομετρικού κύκλου ιςχύει  −1 ≤ x ≤ 1 , −1 ≤ y ≤ 1 .             

Ωρα για οποιαδόποτε γωνύα ω ιςχύουν : 
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𝛆𝛗𝛚 = 𝐲𝐄 = 𝛕𝛆𝛕𝛂𝛄𝛍ϋ𝛎𝛈 𝛕𝛐𝛖 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝚬        

𝛔𝛗𝛚 = 𝐱𝚺 = 𝛕𝛆𝛕𝛍𝛈𝛍ϋ𝛎𝛈 𝛕𝛐𝛖 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝚺        

     

                

 

Ωξονεσ εφαπτομϋνων και ςυνεφαπτομϋνων 

τα ςημεύα Α 1 , 0  και Β 0 , 1  ςχεδιϊζουμε δύο 

ευθεύεσ ε και ς αντύςτοιχα, ώςτε να εφϊπτονται 

ςτον τριγωνομετρικό κύκλο.                                                     

Η τελικό πλευρϊ τησ γωνύασ ω, αν προεκταθεύ 

τϋμνει την ευθεύα ε ςτο ςημεύο E 1 , yE   και την 

ευθεύα ς ςτο ςημεύο  x  , 1 . Ιςχύει ότι :                              

 

− Η ευθεύα ε λϋγεται ϊξονασ των εφαπτομϋνων , ενώ η ευθεύα ς  λϋγεται ϊξονασ των ςυνεφαπτομϋνων .     

– ε αντύθεςη με το ημύτονο και το ςυνημύτονο που παύρνουν τιμϋσ από −1 ϋωσ 1 , η εφαπτομϋνη και η 

ςυνεφαπτομϋνη μπορούν να πϊρουν ωσ τιμό οποιονδόποτε πραγματικό αριθμό . 

 

Πρόςημο Σριγωνομετρικών Αριθμών 

Σα πρόςημα των τριγωνομετρικών αριθμών 

μιασ γωνύασ ω , ανϊλογα που βρύςκεται η 

τελικό πλευρϊ τησ γωνύασ αυτόσ, φαύνονται 

ςτον παρακϊτω πύνακα: 

  

 

Για να θυμόμαςτε πιο εύκολα τα πρόςημα των τριγωνικών αριθμών , υπϊρχει ο μνημονικόσ κανόνασ        

του ΟΗΕ : 

− το 1ο τεταρτημόριο όλοι οι τριγωνομετρικού αριθμού εύναι θετικού , γι’αυτό ϋχουμε το γρϊμμα  Ο            

− το 2ο τεταρτημόριο μόνο το ημύτονο εύναι θετικό , γι’αυτό ϋχουμε το γρϊμμα  Η                                             

− το 3ο τεταρτημόριο η εφαπτομϋνη με την ςυνεφαπτομϋνη εύναι θετικϋσ, γι’αυτό το γρϊμμα  Ε                 

− το 4ο τεταρτημόριο μόνο το ςυνημύτονο εύναι θετικό , γι’αυτό το γρϊμμα   

 

  1ο   2ο   3ο   4ο 

ημω   +     +    −    − 

ςυνω   +     −    −    + 

εφω   +     −    +    − 

ςφω   +     −    +    − 
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𝛂

𝛑
=

𝛍𝛐

𝟏𝟖𝟎𝛐
 

 

Ε. Σο  Ακτύνιο 

Ϊνα τόξο ΑΒ ενόσ κύκλου  0 , ρ  λϋγεται τόξο                                                                 

ενόσ ακτινύου   ό 1 rad) , αν το τόξο αυτό ϋχει μόκοσ ύςο με την 

ακτύνα του κύκλου . 

Ακτύνιο   ό 1rad )  εύναι η γωνύα η οπούα , όταν γύνει επύκεντρη ςε 

ϋναν κύκλο , βαύνει ςε τόξο ενόσ ακτινύου   ό 1 rad)  

 

Επομϋνωσ το τόξο α ακτινύων ϋχει μόκοσ  𝐒 = 𝛂 ∙ 𝛒 

Σο ακτύνιο εύναι μονϊδα μϋτρηςησ γωνιών και από τον οριςμό προκύπτει και η ςχϋςη μούρασ                                          

και ακτινύου.                                                                                                                                                                                           

Ϊςτω μια γωνύα ω εύναι  μο  μούρεσ και α rad , τότε ο τύποσ που ςυνδϋει μούρεσ και ακτύνια εύναι : 

 

 

 

 

Σριγωνομετρικού Αριθμού Βαςικών Γωνιών 

   Μούρεσ       rad        ημω      ςυνω        εφω        ςφω 

        𝟎𝛐         0           0          1           0 Δεν ορύζεται 

      𝟑𝟎𝛐       π/6         1/2       𝟑/2       𝟑/3         𝟑 

      𝟒𝟓𝛐       π/4         𝟐/2       𝟐/2          1          1 

      𝟔𝟎𝛐       π/3       𝟑/2        1/2         𝟑       𝟑/3 

      𝟗𝟎𝛐       π/2           1          0 Δεν ορύζεται           0 

     𝟏𝟖𝟎𝛐         π           0       −𝟏          0 Δεν ορύζεται 

     𝟐𝟕𝟎𝛐     3π/2        −𝟏          0 Δεν ορύζεται           0 

     𝟑𝟔𝟎𝛐       2π           0          1           0 Δεν ορύζεται 
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

8.1 το διπλανό ςχόμα να υπολογύςετε τα μόκη  x , y                                         

καθώσ και την γωνύα ω                                                                                      

  χολικό/1/Α/ςελ. 58  

 

8.2 Να υπολογύςετε τισ πλευρϋσ του τριγώνου του                                    

διπλανού ςχόματοσ                                                                                                          

  χολικό/2/Α/ςελ. 58  

 

8.3 Να βρεύτε την περύμετρο και το εμβαδόν του τριγώνου ΑΓΔ               

του διπλανού ςχόματοσ                                                                                              

  χολικό/3/Β/ςελ. 59    

 

 

8.4 ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ Α = 90Ο  , ιςχύουν  ΑΓ = 3 και  ςυνΓ =  
3

 5 
  . Να βρεύτε :                                       

α  τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΒΓ                                                                                                                                                            

β  τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  τησ γωνύασ  Β  .  

8.5 ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ Α = 90Ο  , ιςχύουν  ΒΓ = 20 και  ημΒ =  
4

 5 
  . Να βρεύτε :                                       

α  τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΓ                                                                                                                                                            

β  τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  τησ γωνύασ  Γ  

8.6 ε ορθογώνιο τρύγωνο η μια κϊθετη πλευρϊ εύναι ύςη με το μιςό τησ ϊλλησ. Να βρεύτε τουσ 

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ των οξειών γωνιών του τριγώνου . 

8.7 ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ Α = 90Ο  , ιςχύουν  ημΒ =  
3

 5 
  και  ςυνΒ =  

4

 5 
 . Να υπολογύςετε τουσ 

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ Γ    

8.8 ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ Α = 90Ο  να αποδεύξετε ότι  β ∙ ςυνΓ + γ ∙ ςυνΒ = α  

8.9 ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ Α = 90Ο  να αποδεύξετε ότι  εφΒ + εφΓ = 
α2

  βγ   
   

8.10 Να εκφρϊςετε ςε rad τη γωνύα :        α  30ο            β  120ο          γ  1260ο         δ  −1845ο                                 

  χολικό/4/Α/ςελ. 58    
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8.11 Να μετατρϋψατε ςε μούρεσ την γωνύα :      α  
π

10
         β  

5π

6
         γ  

91π

3
          δ  100 rad                             

  χολικό/5/Α/ςελ. 58    

8.12 Μια επύκεντρη γωνύα ω βαύνει ςε τόξο  S = 6 cm. Να εκφρϊςετε τη γωνύα αυτό ςε ακτύνια , αν η 

ακτύνα του κύκλου εύναι :      α  ρ = 1 cm           β  ρ = 2 cm         γ  ρ = 3 cm       χολικό/3/Α/ςελ. 58    

8.13 Μια επύκεντρη γωνύα ω βαύνει ςε τόξο  S = 30 cm. Να εκφρϊςετε τη γωνύα αυτό ςε ακτύνια , αν η 

ακτύνα του κύκλου εύναι ρ = 0,2 cm 

8.14 Μια επύκεντρη γωνύα ω βαύνει ςε τόξο  S = 2 cm. Να εκφρϊςετε τη γωνύα αυτό ςε ακτύνια , αν η 

ακτύνα του κύκλου εύναι ρ = 10 cm 

8.15 Να βρεύτε το μόκοσ S ενόσ τόξου ςτο οπούο βαύνει γωνύα 15ο  , αν η ακτύνα του κύκλου                                                                                        

εύναι ρ = 4 cm 

8.16 Να εκφρϊςετε ςε rad τη γωνύα :        α  75ο            β  150ο          γ  240ο         δ  300ο                   

8.17  Να μετατρϋψατε ςε μούρεσ την γωνύα :      α  
π

 4 
         β  

7π

9
         γ  

5π

2
          δ  

9π

4
                                            

8.18 Η διαφορϊ δύο γωνιών εύναι 30ο  και το ϊθροιςμϊ τουσ  
 π  

3
 rad .                                                                            

α  Πόςα ακτύνια εύναι η κϊθε γωνύα ;                                                                                                                                  

β  Πόςεσ μούρεσ εύναι η κϊθε γωνύα ; 

8.19  Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                              

α   Α = 2ςυν
π
3
  +2ημ

π
6

+ 3ςφ
π
3

− 2ςυν
π
6
                β   Β = 3ημ2 π

3
+ 2ςυν2 π

3
− εφ2 π

3
                                                             

γ   Γ = ημ0 + ςυν
π
2

+ εφπ + ςφ
3π
2

                           δ   Δ = ςφ
π
6

 ∙ ςυν
π
3

+ εφ
π
4

− 2ημ
π
6

      

8.20 Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ      Α =  
2ημ 30ο + 2εφ30ο ∙ ημ 60ο +εφ45ο

2ςυν 60ο−2ςφ 30ο  ∙ ςυν 30ο +ςφ 45ο  

8.21 Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                              

α   Α =
3
2

 ςυν60ο + ημ260ο +  1 − 2εφ45ο 2018          β   Β = ημ2 π
4

+ ςυν2 π
3

+ εφ
π
6
∙ ςφ

π
6

 

8.22 Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                              

α  Α =  
2ημ 30ο +2εφ30ο ∙ ημ 60ο + εφ45ο

2ςυν 60ο−2ςφ 30ο ∙ ςυν 30ο + ςφ 45ο                    β   Β =  
2ημ

π

 6 
 +  2ςυν

π

 4 
 + 2ςυν

π

 3 

εφ
π

 4 
 + 3∙ ςφ

π

 3 
 + ςφ

π

 4 

 

8.23 Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                              

α   Α = ημ60ο ∙ ςφ30ο − ςυν60ο + εφ45ο                   β   Β = ημ
π
3

+ ςυν
π
6

− 3ςφ
π
3

+  2 ∙ ημ
π
4
                       

γ   Γ = ςυν
π
2

− ημπ − ςυνπ + ημ0                                δ   Δ = 2ημ2 π
6

+ ςυν2 π
4

+ 3ςφ2 π
3
                  

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 34 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 35 
 

 

8.24 ε ϋναν κύκλο ακτύνασ ρ μια επύκεντρη γωνύα  
π

2
  rad  βαύνει ςε τόξο μόκουσ 30cm και μια επύκεντρη 

γωνύα θ βαύνει ςε τόξο μόκουσ  
4π

3
  cm . Να βρεύτε :                                                                                                                         

α  την ακτύνα ρ του κύκλου                             β τη γωνύα θ ςε rad και ςε μούρεσ . 

8.25 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :                                                                               

α  1830ο                β  2940ο             γ  1980ο             δ  3600ο              ( χολικό/6/Α/ςελ. 58    

8.26 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :                                                                               

α  720ο                β  −13π            γ  1890ο             δ  
11π

2
          

8.27 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :                                                                               

α  1845ο                β   
91π

3
              γ  2790ο               δ  

61π

6
         

8.28 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :                                                                               

α  780ο                β   
−35π

6
              γ  4500ο               δ  

−39π

4
         

8.29 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :                                                                               

α  −675ο                β   
91π

3
              γ  −4590ο               δ  

61π

6
         

8.30 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α  1125ο        β  
25π

3
  

8.31 Να αποδεύξετε ότι :  
ημ 405ο− ημ 750ο

ςυν 1125ο + ςυν 1860ο   = 3 − 2 2    

8.32 Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ     Α =   
ςυν 60ο ∙ εφ1845ο ∙ ημ  −690ο  

ςφ 390ο ∙ ημ 2070ο       

8.33 Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                              

α   Α = ημ390ο + ημ780ο ∙ εφ1.140ο                   β   Β = ημ
49π

6
+ ςυν

37π
3

− εφ
17π

4
 

8.34 Να βρεύτε τα πρόςημα των τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών :                                                                    

α  50ο              β  290ο               γ  160ο               δ  
5π

8
              ε  

7π

4
 

8.35 Να βρεύτε τα πρόςημα των τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών :                                                                    

α  ημ770ο              β  ςυν1180ο               γ  εφ1640ο               δ ςφ 
34π

4
              ε ςυν 

291π

20
 

8.36 Να βρεύτε το πρόςημο των παραςτϊςεων:                                                                                                                                  

α  Α = εφ140ο ∙ ημ250ο ∙ ςυν300ο                        β  Β = ημ38ο − εφ100ο − ςυν250ο         
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8.37 Να βρεύτε το πρόςημο των παραςτϊςεων:                                                                                                                                  

α  Α = ςυν96ο ∙ ημ182ο − εφ300ο                        β  Β = ημ
6π
10

∙ ςυν
6π
10

+ ςφ
7π
8

 

8.38 Να βρεύτε το πρόςημο των παραςτϊςεων:                                                                                                                                  

α  Α = ςυν87ο ∙ ημ100ο ∙ ςφ280ο                        β  Β = ςφ125ο − εφ220ο − ςυν325ο         

8.39 Αν  
9π

2
 < 𝜔 < 

14π

3
  να αποδεύξετε ότι :  ημω − ςυνω > 𝜀𝜑𝜔 + 𝜎𝜑𝜔   

8.40 Αν  
5π

2
 < 𝜔 < 3𝜋   να αποδεύξετε ότι :  ημω − εφω > 𝜎𝜐𝜈ω + ςφω   

8.41 Αν  
π

2
 < 𝜔 < 𝜋   και   π < 𝜑 < 

 3π  

2
  να αποδεύξετε ότι :  ημω ∙ εφφ − ςφω > 0 

8.42 Αν  π < 𝜑 < 
 3π  

2
  , να βρεύτε τα πρόςημα των παραςτϊςεων :                                                                           

α  Α = ημφ ∙ ςυνφ + εφφ                             β  Β = ημφ ∙ εφφ + ςυνφ 

8.43 Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των παραςτϊςεων :                                                                       

α  Α = 5ημω             β  Β = −6ημω            γ  Γ = −3ςυνω + 6            δ  Δ = 3ημω + 4ςυνφ 

8.44 Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των παραςτϊςεων :                                                                       

α  Α = 5ημω − 3                β  Β = 3ημω + 10ςυνω + 2               γ  Γ = 4 + 3ημω − 2ςυνω         

8.45 Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των παραςτϊςεων :                                                                       

α  Α = 2 + 3ημ2ω              β  Β = 5 − 2ςυν
 ω 
2

                γ  Γ = 
1

2 − ημ
 ω  

3

  

8.46 Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των παραςτϊςεων :                                                                       

α  Α = 2ημω − 3ςυνφ                β  Β = 2 − ςυν2ω               γ  Γ = 
ημω  + 3

2 − ςυνφ
 

8.47 Να βρεύτε το εύροσ των τιμών των παραςτϊςεων :        α  Α = 3 + 2ημω            β  Β = 4 − ημ2ω  

8.48  Αν για μια γωνύα ω και ϋναν λ ∈ ℤ ιςχύει : ςυνω = 
 1− 3λ  

2
  , τότε να βρεύτε τισ δυνατϋσ τιμϋσ του λ  

8.49 Αν για μια γωνύα ω και ϋναν λ ∈ ℤ  ιςχύει : ημω = 
 3λ  − 2 

4
  , τότε να βρεύτε τισ δυνατϋσ τιμϋσ του λ  

8.50 Να αποδεύξετε ότι :     α   5ςυνω + 2ςυνθ ≤ 7             β)  2ημω + 3ςυνθ ≤ 5     

8.51 Να αποδεύξετε ότι :     α   2ημω − 3ςυνθ ≤ 7               β)  3ημω + ςυνθ ≤ 4     

8.52  Δύνεται η εξύςωςη  x2 − 2x + ημθ = 0                                                                                                                        

α  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη ϋχει πραγματικϋσ ρύζεσ για κϊθε τιμό του πραγματικού θ                                              

β  Αν  x1 , x2   οι ρύζεσ τησ εξύςωςησ , να αποδεύξετε ότι  2x1x2 ≤ x1 + x2    
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9. Βαςικϋσ Σριγωνομετρικϋσ  Σαυτότητεσ 

 

        

     

                

𝟏) 𝛈𝛍𝟐𝛚 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛚 = 𝟏 

2) 𝛆𝛗𝛚 =  
𝛈𝛍𝛚

𝛔𝛖𝛎𝛚
  

        

     

                

3) 𝛔𝛗𝛚 =  
𝛔𝛖𝛎𝛚

𝛈𝛍𝛚
  

        

     

                

 

 

Σριγωνομετρικό ταυτότητα ονομϊζεται κϊθε ιςότητα που περιϋχει τριγωνομετρικούσ αριθμούσ γωνιών 

και η οπούα ιςχύει για κϊθε τιμό των γωνιών.                                                                                                                    

Οι βαςικϋσ τριγωνομετρικϋσ ταυτότητεσ εύναι οι ακόλουθεσ : 

 

 

 

Ϊςτω M(x , y) το ςημεύο ςτο οπούο τϋμνει η τελικό πλευρϊ 

μιασ γωνύασ ω τον τριγωνομετρικό κύκλο .                                                         

Σότε θα εύναι :  ημω = y   ,   ςυνω = x .                                                     

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα ςτο τρύγωνο ΟΚΜ ϋχουμε :                           

 ΟΚ 2 +  ΚΜ 2 =  ΟΜ 2 ⇔  x 2 +  y 2 = 12                                          

⇔  x2 + y2 = 1 ⇔ ημ2ω + ςυν2ω = 1                   

 

 

   

 

Από τον οριςμό τησ εφαπτομϋνησ , ϋχουμε  εφω = 
 y 

x
  (1) .                                                                                       

Όμωσ εύναι :  ημω = y   ,   ςυνω = x   , ϊρα η   1 ⟹ εφω = 
ημω

ςυνω
          

 

 

 

 

Από τον οριςμό τησ ςυνεφαπτομϋνησ , ϋχουμε  ςφω = 
 x 

y
  (1) .                                                                                       

Όμωσ εύναι :  ημω = y   ,   ςυνω = x   , ϊρα η   1 ⟹ εφω = 
ςυνω

ημω
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𝟒)  𝛆𝛗𝛚 ∙ 𝛔𝛗𝛚 = 𝟏 

 

 

 

Παύρνουμε το πρώτο μϋλοσ :  εφω ∙ ςφω = 
ημω

ςυνω
∙

ςυνω

ημω
  = 1  .                                                                                   

− Από την ταυτότητα αυτό προκύπτουν οι ιςοδύναμεσ ςχϋςεισ :  εφω = 
1

ςφω
   και  ςφω = 

1

εφω
 

 

Σο ημημύτονο και το ςυνημύτονο ςυναρτόςει τησ εφαπτομϋνησ 

υνδυϊζοντασ τισ δύο πρώτεσ ταυτότητεσ προκύπτουν επιπλϋον δύο νϋεσ ταυτότητεσ :   

ςυν2ω = 
1

1 + εφ 2ω
              και             ημ2ω = 

εφ 2ω

1 + εφ 2ω
                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 38 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 39 
 

Ασκήσεις 
 

 

 

9.1 Αν  ημx = 
3

 5 
 rad  και  

π

 2 
 < 𝑥 < π , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad .           

  χολικό/1/Α/ς.63   

9.2 Αν  ςυνx = −
2
 3 

 rad  και   π < x < 
3π

 2 
, να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad .           

  χολικό/2/Α/ς.63   

9.3 Αν  εφx = −
 3
 3 

 rad  και  
3π

 2 
 < 𝑥 < 2π , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad .           

  χολικό/3/Α/ς.63   

9.4 Αν  ςφx = 
2 5

 5 
 rad  και   0 < 𝑥 < 

π

 2 
, να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad .           

  χολικό/4/Α/ς.63   

9.5 Αν  ςφx = −2  και  
3π

 2 
 < 𝑥 < 2π , να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ   

2ημ x ∙ ςυν x

1+ςυν x
                         

  χολικό/5/Α/ς.63   

9.6 Αν  ημx = 
4

 5 
 rad  και  

π

 2 
 < 𝑥 < π , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad 

9.7 Αν  ςυνx = −
12
 13 

 rad  και   
π

 2 
< 𝑥 < π, να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad 

9.8 Αν  εφx = 
3

 4 
 rad  και  

3π

 2 
 < 𝑥 < 2π , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x rad 

9.9 Αν εύναι  0 < 𝑥 < 
π

 2 
  και   2ςυνx + 1  5ςυνx − 4 = 0 , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ 

τησ γωνύασ x                                    

9.10 Αν εύναι  0 < 𝑥 < 
π

 2 
  και  εφx = 9ςφx , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ x 

9.11 Αν  6ημ2ω + ημω − 1 = 0 και  π < ω < 
3π

 2 
 , να βρεύτε το ςυνω . 

9.12 Αν  5ςυν2ω − ςυνω − 4 = 0 και  π < ω < 
3π

 2 
 , να βρεύτε το ςυνω και τουσ ϊλλουσ         

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  

9.13 Αν  6ημ2ω + ςυνω − 5 = 0 και  π < 𝜔 < 
3π

 2 
 , να βρεύτε το ςυνω και τουσ ϊλλουσ         

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ 
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9.14 Αν  4ημ2ω + 4ςυνω = 5 , να βρεύτε το ςυνω .  

9.15 Για την γωνύα ω ιςχύουν  ημω = 
3λ  + 1

 5λ
  και ςυνω = 

4λ− 1

 5λ
 , λ ≠ 0 . Να βρεύτε :                                                 

α  την τιμό του λ                       β  την εφω και ςφω  

9.16 Για την γωνύα ω ιςχύουν  ημω = 
 1− 4λ

 5λ
  και ςυνω = 

7− 3λ

 5λ
 , λ ≠ 0 . Να βρεύτε :                                                 

α  την τιμό του λ                       β  την εφω και ςφω  

9.17 Για την γωνύα ω ιςχύουν  ημω = 
3λ− 1

 5λ  + 3
  και ςυνω = 

4λ  + 4

 5λ  + 3
  . Να βρεύτε :                                                                                          

α  την τιμό του λ                       β  την εφω και ςφω 

9.18 Για την γωνύα ω ιςχύουν  ημω = 
λ  + 2

 λ  + 4
  και ςυνω = 

λ  

 λ  + 4
  . Να βρεύτε :                                                                                                     

α  την τιμό του λ                       β  την εφω και ςφω 

9.19 Για την γωνύα ω ιςχύουν  εφω = 
λ  

 λ  + 2
  και ςυνω = 

2λ  

 1 − λ  
  . Να βρεύτε την τιμό του λ . 

9.20 Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα M(x , y) του επιπϋδου με  x = 3ςυνθ  και  y = 3ημθ  εύναι ςημεύα του 

κύκλου με κϋντρο Ο 0 , 0  και ακτύνα  ρ = 3                         χολικό/7/Α/ς.63   

9.21 Αν ιςχύει  x = 2ςυνθ  και  y = 3ημθ  να αποδεύξετε ότι  9x2 + 4y2 = 36     χολικό/8/Α/ς.63   

9.22 Να υπολογύςετε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                          

α  Α = ημω ∙  1 − ςυν2ω − ςυνω ∙  1 − ημ2ω   αν  ω ∈  
π
 2 

 , π                                                                                  

β  Β =   1 − ημ2ω ∙  1 − ςυν2ω + ημω ∙   ςυνω  ,  αν  ω ∈  π ,
3π
 2 

     

9.23 Να απλοποιόςετε την παρϊςταςη  Α = 
ημ 3ω  ∙ ςυνω +ςυν 3ω  ∙ ημω

2εφω  ∙ ςυν 2ω
 

9.24 Να αποδεύξετε ότι :  α  
ημα

1+ςυνα
=

1− ςυνα

ημα
           β  ςυν4α − ημ4α = 2ςυν2α − 1       χολικό                                                                                                                                                                               

9.25 Να αποδεύξετε ότι :   α  
ημθ

1+ςυνθ
+

1+ ςυνθ

ημθ
=

2

ημθ
          β  

ςυν x

1−ημ x
+

 ςυν x

1+ημ x
=

2

ςυν x
      χολικό                                                                                                                                                                          

9.26 Να αποδεύξετε ότι :    α  
ςυνθ

1+ημθ
+

1+ ημθ

ςυνθ
=

2

ημθ
                β  

ημ x

1−ςυν x
+

 ημ x

1+ςυν x
=

2

ημ x
                                                                                                                                                                                

9.27 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                            

α  
ςυν 2ω

1− ημω
 = 1 + ημω                 β  

ημ 2ω

1− ςυνω
 = 1 + ςυνω            γ  ημω ∙  

1
ημω

− ημω = ςυν2ω 
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9.28 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                    

α  
εφα +ςφβ

εφβ +ςφα
=

εφα

εφβ
               β  εφ2α − ημ2α = εφ2α ∙  ημ2α                 χολικό/12/Α/ς.64 ) 

9.29 Να αποδεύξετε ότι :    α   
 1−ςυνω  ∙ 1+ςυνω  

ςυν 2ω
 = εφ2ω             β   εφ2ω ∙ ςυν2ω + ςυν2ω = 1                                                                                                                                                         

9.30 Να αποδεύξετε ότι :  
1− εφ 2ω

1+ εφ 2ω
 = ςυν2ω −  ημ2ω 

9.31 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                    

α   ςυνω + ημω 2 +  ημω − ςυνω 2 = 2                 β    3ςυνω − 4ημω 2 +  4ςυνω + 3ημω 2 = 25             

γ   εφ2ω + 1 ∙  ςυν2ω + 1 = εφ2ω + 2 

9.32 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                    

α  εφ2ω ∙ ςυν2ω + ςφ2ω ∙ ημ2ω = 1               β)  αςυνω + βημω 2 +  αημω − βςυνω 2 = α2 + β2 

9.33 Να αποδεύξετε ότι οι επόμενεσ παραςτϊςεισ ϋχουν ςταθερό τιμό :                                                                                                                                                                    

α  Α =
ημ2ω

1− ςυνω
+

ημ2ω
1 + ςυνω

                β  Β =
ημ4ω − ςυν4ω + ςυν2ω

1− ςυνω
+ ςυνω 

9.34 Να αποδεύξετε ότι οι παρακϊτω παραςτϊςεισ εύναι ανεξϊρτητεσ του ω :                                                            

α  Α = 1 − 2ημ2ω +  ςυνω − ημω 2 + 2ημω ∙  ςυνω + ημω                                                                                                        

β  Β = 
1 + ςυν 2ω

2 + εφ 2ω
+

1 + ημ 2ω

2 + ςφ 2ω
       

9.35  Να αποδεύξετε ότι :  ημα ∙ ςυνα ≤ 
1

 2 
          

9.36 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                    

α  ςυν2α − ημ2β ≤ 1 + 2ημα ∙ ημβ                     β   9ςυν2α + 6ημα ∙ ημβ + ςυν2β ≤ 10 

9.37 Δύνεται η εξύςωςη  4x2 +  5 − 3ημα x + ςυν2α = 0                                                                                                 

α  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη ϋχει πραγματικϋσ ρύζεσ για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού α                   

β  Αν  x1 , x2   οι ρύζεσ τησ εξύςωςησ και ιςχύει  
1

x1
+

1

x2
= −

9

2
  και  

 π  

2
 < 𝛼 < 𝜋 , να βρεύτε τουσ 

τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ α . 

9.38 Δύνεται η εξύςωςη   1 + ημω x2 −  1 + ημ2ω x +  1 − ημω ημω = 0  με  ημω ≠ −1 .                             

Αν  x1 , x2   οι ρύζεσ τησ εξύςωςησ , να αποδεύξετε ότι   x1 + x2 + x1 ∙ x2 = 1 
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10. Αναγωγό ςτο 1ο Σεταρτημόριο 

  

Ο υπολογιςμόσ των τριγωνομετρικών αριθμών γωνύασ από 0ο  ϋωσ 90ο  γύνεται με την βοόθεια πινϊκων 

που περιϋχουν τουσ τριγωνομετρικούσ αυτούσ αριθμούσ .                                                                                              

Αν η γωνύα όμωσ δεν ανόκει ςτο πρώτο τεταρτημόριο τότε για να βρούμε τουσ τριγωνομετρικούσ τησ 

αριθμούσ θα αξιοποιόςουμε τισ ςυμμετρύεσ που προςφϋρει το καρτεςιανό ςύςτημα . 

Γωνύεσ του 2ου Σεταρτημορύου 

Οι παραπληρωματικϋσ γωνύεσ ϋχουν το ύδιο ημύτονο και αντύθετουσ τουσ ϊλλουσ τριγωνομετρικούσ 

αριθμούσ . 

            𝛈𝛍 𝟏𝟖𝟎𝛐 − 𝛚 = 𝛈𝛍𝛚              𝛔𝛖𝛎 𝟏𝟖𝟎𝛐 − 𝛚 = −𝛔𝛖𝛎𝛚 

            𝛆𝛗 𝟏𝟖𝟎𝛐 − 𝛚 = −𝛆𝛗𝛚               𝛔𝛗 𝟏𝟖𝟎𝛐 − 𝛚 = −𝛔𝛗𝛚 

 

Γωνύεσ του 3ου Σεταρτημορύου 

Οι γωνύεσ που διαφϋρουν κατϊ  180ο  , ϋχουν αντύθετο ημύτονο και  ςυνημύτονο, ενώ ϋχουν την ύδια 

εφαπτομϋνη και ςυνεφαπτομϋνη .   

            𝛈𝛍 𝟏𝟖𝟎𝛐 + 𝛚 = −𝛈𝛍𝛚              𝛔𝛖𝛎 𝟏𝟖𝟎𝛐 + 𝛚 = −𝛔𝛖𝛎𝛚 

            𝛆𝛗 𝟏𝟖𝟎𝛐 + 𝛚 = 𝛆𝛗𝛚               𝛔𝛗 𝟏𝟖𝟎𝛐 + 𝛚 = 𝛔𝛗𝛚 

 

Γωνύεσ του 4ου Σεταρτημορύου 

Οι αντύθετεσ γωνύεσ ϋχουν το ύδιο ςυνημύτονο και αντύθετουσ τουσ ϊλλουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ . 

            𝛈𝛍 −𝛚 = −𝛈𝛍𝛚              𝛔𝛖𝛎 −𝛚 = 𝛔𝛖𝛎𝛚 

            𝛆𝛗 −𝛚 = −𝛆𝛗𝛚               𝛔𝛗 −𝛚 = −𝛔𝛗𝛚 

 

Γωνύεσ του 1ου Σεταρτημορύου 

Αν δύο γωνύεσ ϋχουν ϊθροιςμα 90ο  , τότε το ημύτονο τησ μιασ ιςούται με το ςυνημύτονο τησ ϊλλησ και η 

εφαπτομϋνη τησ μιασ ιςούται με την ςυνεφαπτομϋνη τησ ϊλλησ . 

            𝛈𝛍 𝟗𝟎𝛐 − 𝛚 = 𝛔𝛖𝛎𝛚              𝛔𝛖𝛎 𝟗𝟎𝛐 − 𝛚 = 𝛈𝛍𝛚 

            𝛆𝛗 𝟗𝟎𝛐 − 𝛚 = 𝛔𝛗𝛚               𝛔𝛗 𝟗𝟎𝛐 − 𝛚 = 𝛆𝛗𝛚 
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

10.1 Να ςυμπληρώςετε τον παρακϊτω πύνακα γρϊφοντασ τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ                           

γωνύασ φ, ςυναρτόςει τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ ω 

 

10.2 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α  1200ο            β  −2850ο                                 

  χολικό/1/Α/ςελ.70   

10.3 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α  210ο               β  −1050ο        γ  315ο  

10.4 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α  120ο               β  −45ο        γ  330ο  

10.5 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α  240ο               β  960ο        γ  1770ο  

10.6 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :     α   
187π

 6 
            β  

21π

 4 
                                

  χολικό/2/Α/ςελ.70   

10.7 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :      α   
7π

 6 
          β  

2014π

 6 
        γ  −

43π

 6 
  

10.8 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :      α   
5π

 4 
               β  

11π

 6 
        γ  −

π

 3 
 

10.9 Να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ :      α   
27π

 4 
               β  

19π

 6 
        γ  

67π

 6 
 

10.10 Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ    
ημ 495ο  ∙ ςυν 120ο + ςυν 495ο  ∙ ςυν  −120ο  

εφ −120ο  + εφ495ο                                              

  χολικό/1/Β/ςελ.71   

10.11 Να αποδεύξετε ότι  
εφ120ο  ∙ ημ 210ο ∙ ςυν 45ο  ∙ εφ225ο

 ςφ 210ο  ∙ ςυν 120ο  ∙ ημ  −45ο   ∙ εφ135ο   = 1 
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10.12 Να αποδεύξετε ότι :  
ημ

5π

4
 ∙ ςυν

7π

6
 ∙ εφ

4π

3

2ημ
4π

3
 ∙ εφ

5π

4
 ∙ ςφ

7π

6

= −
 2

4
               

10.13 Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ    
ημ 150ο + ςυν 120ο + ςφ 240ο

ςυν  −45ο  + ημ 225ο + ημ 120ο + εφ150ο                                               

10.14 Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ    
ημ

5π

4
 ∙ ςυν

7π

6
 ∙ εφ

4π

3
 ∙ ςυν

3π

4

ημ
2π

3
 ∙ εφ

3π

4
 ∙ ςφ

5π

6
 ∙ ημ  −

π

6
 

 

10.15 Να απλοποιόςετε την παρϊςταςη :       
ςυν  −α  ∙ ςυν (180ο + α)

ημ  −α  ∙ ημ  90ο + α 
            χολικό/4/Α/ςελ.70                         

10.16 Να αποδεύξετε ότι  
ημ  π  − α  ∙ ςφ 90ο  – α  ∙ ςυν  2π  − α 

εφ π  + α  ∙ εφ 90ο + α  ∙ ημα
+ ημα = 0 

10.17 Να αποδεύξετε ότι  
εφ π  − x  ∙ ςυν  2π  + x  ∙ ςυν  

9π

2
 + x 

ημ  13π + x  ∙ ςυν  −x  ∙ ςφ 
21π

2
 − x 

 = −1            χολικό/5/Α/ςελ.70   

10.18 Να αποδεύξετε ότι ϋχει ςταθερό τιμό η παρϊςταςη :                                                                                                

ημ2 π − x + ςυν π − x ∙ ςυν 2π − x + 2ημ2  
π
2

− x            χολικό/6/Α/ςελ.70   

10.19 Να αποδεύξετε ότι : 
ημ  5π  + ω  ∙ ςυν  7π  − ω  ∙ ημ  

5π

2
 − ω  ∙ ςυν  

7π

2
 + ω  

ςφ 5π + ω  ∙ ημ  7π − ω  ∙ ςυν  
5π

2
 − ω  ∙ ςφ 

7π

2
 + ω 

 = ημ2ω − 1                                   

  χολικό/2/Β/ςελ.71   

10.20 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                               

α   
ημ  7π  + ω  ∙ ςυν  21π  − ω   

ημ  13π  − ω  ∙ ςυν  38π  − ω  
                         β   

ςφ 3π  + ω  + ςυν  8π  − ω   

ςφ 27π  − ω  + ςυν  23π  + ω  
 

10.21 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                       

α   
εφ π  + ω  ∙ ςυν   − ω  ∙ ημ  9π  + ω  

ςυν  ω  – 2π   ∙ ςφ 
17π

2
 − ω  ∙ ςυν  

13π

2
 + ω 

 = 1                                                                                                              

β  
ςυν  ω  − 2π  ∙ ςυν  

5π

2
 − ω  ∙ εφ 3π + ω  

ημ  5π  – ω   ∙ ςφ 
3π

2
 − ω  ∙ ημ  ω  − 

π

2
  

 = −1 

10.22 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                               

α  
ημ  90ο  − ω  ∙ ημ  180ο  + ω   

ςυν  90ο  + ω  ∙ ςυν   180ο  − ω  
                           β   

ςυν  720ο  − ω  ∙ εφ 90ο  − ω   

ημ  270ο  − ω  ∙ εφ 270ο  + ω  
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10.23 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                               

α  
ςυν  ω  − 2π  ∙ εφ ω  − 

π

2
   ∙ ημ   ω  − π  

ςυν  ω  − 3π   ∙ ςυν  ω  − 
π

2
  ∙ ςφ ω  − π   

               β  
ημ  ω  − 5π  + ημ ω  − 

π

2
   

ςυν  ω  − 11π  + ςυν  ω  − 
3π

2
  

 

10.24 Να αποδεύξετε ότι :   
 ςυν  2π  − ω  − ημ 

π

2
 − ω  ∙ ςυν  π  − ω  ∙ ςυν  π  + ω  

ημ  5π  − ω  + ημ  7π  + ω  ∙ ςυν  
9π

2
 + ω  ∙ ςυν  

7π

2
 − ω 

 = εφω 

10.25 Αν εύναι  π < 𝑥 < 
3π

 2 
   για την οπούα ιςχύει  15ημ2x − 4ημx − 12 = 0. Να υπολογύςετε :                                       

α  τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  x                                                                                                            

β  την τιμό τησ παρϊςταςησ   
2ςυν  17π  + x  + ςυν  

15π

2
 + x   

3εφ 
11π

2
 − x  + 4ςφ x − 

17π

2
  

 

10.26 ε κϊθε τρύγωνο ΑΒΓ να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                      

α  ημΑ = ημ Β + Γ                                      β   ςυνΑ + ςυν Β + Γ = 0                                                           

γ  ημ
Α
2

= ςυν
Β + Γ

2
                                     δ   ςυν

Α
2

= ημ
Β + Γ

2
                  χολικό/3/Α/ςελ.70   

10.27 ε κϊθε τρύγωνο ΑΒΓ να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                      

α  ημ2 Β + Γ + ςυν2Α = 1                                     β   ςφΑ ∙ εφ Β + Γ = −1              

10.28 ε κϊθε τρύγωνο ΑΒΓ να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                      

α  ημ Α + 2Β + Γ + ημΒ = 0                                 β   ςυν 2Α + Β + Γ − ςυν Β + Γ = 0         

10.29 Ϊςτω τρύγωνο ΑΒΓ . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                

α   Κ = ςυνΑ ∙ εφ Β + Γ + ημ Β + Γ                 β  Μ = ςυν
Α
2

∙ ςφ
Β + Γ

2
− ςυν

Β + Γ
2

           

10.30 ε κϊθε κυρτό τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ , να αποδεύξετε ότι :                                                                                        

α  ημ
Α + Β

2
 = ημ

Γ + Δ
2

                   β   εφ Α + Β
2

 = −εφ
Γ + Δ

2
                                                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 45 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 46 
 

11. Οι Σριγωνομετρικϋσ υναρτόςεισ 

  

 

Περιοδικό  υνϊρτηςη    

Μια ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμού το Α λϋγεται περιοδικό , όταν υπϊρχει πραγματικόσ αριθμόσ  Σ > 0    

τϋτοιοσ, ώςτε για κϊθε  x ∈ A να ιςχύουν :                                                                                                                           

α   x + T ∈ A  , x − T ∈ A                                                                                                                                                          

β   f x + T = f x − T = f(x)                                                                                                                                                     

Ο πραγματικόσ αριθμόσ  Σ  λϋγεται περύοδοσ τησ ςυνϊρτηςησ  f . 

 

Η υνϊρτηςη  𝐟 𝐱 = 𝛈𝛍𝐱    

α  Η ςυνϊρτηςη  f x = ημx  ϋχει πεδύο οριςμού το  Α = ℝ                                                                                                    

β  Η ςυνϊρτηςη  f x = ημx  ϋχει ςύνολο τιμών το  f A = [−1 , 1]  αφού − 1 ≤ ημx ≤ 1  ∀x ∈ ℝ                 

γ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ημx  εύναι  περιττό , ϊρα ϋχει κϋντρο ςυμμετρύασ την αρχό των αξόνων .                   

Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶   f −x = ημ −x = −ημx = −f x                                                                                                                      

δ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ημx  εύναι περιοδικό με περύοδο  T = 2π . Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶                                                                              

 ημ x + 2π = ημ x − 2π = ημx       

▶ Επειδό η ςυνϊρτηςη  f x = ημx  εύναι περιοδικό με περύοδο 2π , αρκεύ να την μελετόςουμε ςε ϋνα 

διϊςτημα πλϊτουσ 2π , δηλαδό π.χ. ςτο [0 , 2π] .                                                                                                                 

ε  Η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτα διαςτόματα   0 ,
π
2

   ,  
3π
2

 , 2π                                                                                          

και γνηςύωσ φθύνουςα  ςτα    
π
2

 , π  ,  π ,
3π
2

                                                                                                                                 

ςτ  Η f  παρουςιϊζει μϋγιςτο ςτην θϋςη  x = 
π

2
  το  f  

 π 
2

 = ημ
π
2
  = 1                                                                        

Η f  παρουςιϊζει ελϊχιςτο ςτην θϋςη  x = 
3π

2
  το  f  

 3π 
2

 = ημ
3π
2

  = −1           
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ζ  Η γραφικό τησ παρϊςταςη φαύνεται ςτο παρακϊτω ςχόμα και λϋγεται ημιτονοειδόσ καμπύλη .               

 

Επειδό η ςυνϊρτηςη εύναι περιοδικό με 

περύοδο 2π, η γραφικό τησ παρϊςταςη 

επαναλαμβϊνεται ανϊ διαςτόματα 

πλϊτουσ 2π . 

 

 

 

 

Η υνϊρτηςη  𝐟 𝐱 = 𝛔𝛖𝛎𝐱    

α  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςυνx  ϋχει πεδύο οριςμού το  Α = ℝ                                                                                                    

β  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςυνx  ϋχει ςύνολο τιμών το  f A = [−1 , 1]  αφού − 1 ≤ ςυνx ≤ 1  ∀x ∈ ℝ                 

γ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςυνx  εύναι ϊρτια , ϊρα ϋχει ϊξονα ςυμμετρύασ τον ϊξονα y’y                                                              

Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶   f −x = ςυν −x = ςυνx = f x                                                                                                                      

δ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςυνx  εύναι περιοδικό με περύοδο  T = 2π .                                                                             

Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶   ςυν x + 2π = ςυν x − 2π = ςυνx                                                                                       

▶ Επειδό η ςυνϊρτηςη  f x = ςυνx  εύναι περιοδικό με περύοδο 2π , αρκεύ να την μελετόςουμε ςε ϋνα 

διϊςτημα πλϊτουσ 2π , δηλαδό π.χ. ςτο [0 , 2π] .                                                                                                                 

ε  Η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτα διαςτόματα   π ,
3π
2

   ,  
3π
2

 , 2π                                                                                          

και γνηςύωσ φθύνουςα  ςτα    0 ,
π
2
  ,  

π
2

 , π                                                                                                                                 

ςτ  Η f  παρουςιϊζει μϋγιςτο ςτην θϋςη  x = 0  το  f 0 = ςυν0  = 1                                                                          

Η f  παρουςιϊζει μϋγιςτο ςτην θϋςη  x = 2π  το  f 2π = ςυν2π  = 1                                                                                         

Η f  παρουςιϊζει ελϊχιςτο ςτην θϋςη  x = π   το  f π = ςυνπ  = −1           
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ζ  Η γραφικό τησ παρϊςταςη φαύνεται ςτο παρακϊτω ςχόμα :               

  

Επειδό η ςυνϊρτηςη εύναι περιοδικό με 

περύοδο 2π, η γραφικό τησ παρϊςταςη 

επαναλαμβϊνεται ανϊ διαςτόματα 

πλϊτουσ 2π . 

 

 

 

Η υνϊρτηςη  𝐟 𝐱 = 𝛆𝛗𝐱    

α  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  ϋχει πεδύο οριςμού το  ℝ   εκτόσ από τα ςημεύα όπου μηδενύζεται το 

ςυνημύτονο μιασ και  εφx = 
ημ x

ςυν x
  .                                                                                                                                                              

Δηλαδό το ςύνολο   A =  x ∈ ℝ/ςυνx ≠ 0 =  x ∈ ℝ , x ≠ κπ +
π
2

, κ ∈ ℤ                                                                                              

β  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  ϋχει ςύνολο τιμών το  ℝ                                                                                                      

γ  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  εύναι περιοδικό με περύοδο  T = π .  Πρϊγματι  ∀x ∈ Α  ιςχύει ∶                           

εφ x + π = εφ π + x = εφx       και       εφ x − π = εφ − π − x  = −εφ π − x = εφx                                 

δ  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  εύναι  περιττό , ϊρα ϋχει κϋντρο ςυμμετρύασ την αρχό των αξόνων .                   

Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶   f −x = εφ −x = −εφx = −f x                                                                                     

▶ Επειδό η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  εύναι περιοδικό με περύοδο π , αρκεύ να την μελετόςουμε ςε ϋνα 

διϊςτημα πλϊτουσ π , δηλαδό π.χ. ςτο   −
π
2

 ,
π
2
 .                                                                                                                            

ε  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα   −
π
2

 ,
π
2
                                                            

ζ)  Η ςυνϊρτηςη  f x = εφx  δεν ϋχει ακρότατα .                                                                                                              

ζ  Η γραφικό τησ παρϊςταςη φαύνεται ςτο παρακϊτω ςχόμα : 
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Η υνϊρτηςη  𝐟 𝐱 = 𝛔𝛗𝐱    

α  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  ϋχει πεδύο οριςμού το  ℝ   εκτόσ από τα ςημεύα όπου μηδενύζεται το 

ημύτονο μιασ και  ςφx = 
ςυν x

ημ x
  .                                                                                                                                                              

Δηλαδό το ςύνολο   A =  x ∈ ℝ/ημx ≠ 0 =  x ∈ ℝ , x ≠ κπ, κ ∈ ℤ                                                                                              

β  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  ϋχει ςύνολο τιμών το  ℝ                                                                                                      

γ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  εύναι περιοδικό με περύοδο  T = π .  Πρϊγματι  ∀x ∈ Α  ιςχύει ∶                           

ςφ x + π = ςφ π + x = ςφx       και       ςφ x − π = ςφ − π − x  = −ςφ π − x = ςφx                                 

δ  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  εύναι  περιττό , ϊρα ϋχει κϋντρο ςυμμετρύασ την αρχό των αξόνων .                   

Πρϊγματι  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει ∶   f −x = ςφ −x = −ςφx = −f x                                                                                     

▶ Επειδό η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  εύναι περιοδικό με περύοδο π , αρκεύ να την μελετόςουμε ςε ϋνα 

διϊςτημα πλϊτουσ π , δηλαδό π.χ. ςτο   0 , π .                                                                                                                            

ε  Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα   0 , π                                                            

ζ   Η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx  δεν ϋχει ακρότατα .                                                                                                              

ζ  Η γραφικό τησ παρϊςταςη φαύνεται ςτο παρακϊτω ςχόμα : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι ςυναρτόςεισ  𝐟 𝐱 = 𝛒 ∙ 𝛈𝛍(𝛚𝐱)  και    𝐠 𝐱 = 𝛒 ∙ 𝛔𝛖𝛎(𝛚𝐱)   

Ϊχουν : 

▶  περύοδο   𝚻 = 
𝟐𝛑

𝛚
     

▶  μϋγιςτη τιμό την    𝛒           

▶  ελϊχιςτη τιμό την    − 𝛒  
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Ασκήσεις 
 

 

 

11.1 Να ςχεδιϊςετε ςτο ύδιο ςύςτημα αξόνων τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων :                         

α  f x = 2ημx   και   g x = 0,5 ∙ ημx    και   h x = −2ημx     με  0 ≤  x ≤ 2π                                                                                                              

β  f x = 2ςυνx   και   g x = 0,5 ∙ ςυνx  και   h x = −2ςυνx    με  0 ≤  x ≤ 2π                  χολικό   

11.2 ε ϋνα ςύςτημα αξόνων να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = ημx   και ςτη ςυνϋχεια τισ 

γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων  g x = 1 + ημx    και   h x = −1 + ημx     χολικό   

11.3 ε ϋνα ςύςτημα αξόνων να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = ημx   και ςτη ςυνϋχεια τισ 

γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων  g x = 2 + ημx    και   h x = 2 + ημx   για   0 ≤  x ≤ 2π 

11.4 Να ςχεδιϊςετε ςτο ύδιο ςύςτημα αξόνων τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων :                         

α  f x = ημx   και   g x = ημ3x    με  0 ≤  x ≤ 2π                                                                                                              

β  f x = ςυνx   και   g x = ςυν3x    με  0 ≤  x ≤ 2π                  χολικό   

11.5 Να ςχεδιϊςετε τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων :                                                                                                           

α  f x =  ημx                 β  g x =  ςυνx  

11.6 Να ςχεδιϊςετε ςτο ύδιο ςύςτημα αξόνων τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων :                         

α  f x = εφx   και   g x = 1 + εφx    και   h x = −1 + εφx       χολικό   

11.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ημ π − 3x + ςυν  
 π 
2

− 3x    , x ∈ ℝ                                                                                   

α  Να αποδεύξετε ότι  f x = 2ημ3x                                                                                                                                               

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ f 

11.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
x2   , x ≤ 0 

ημx  , x > 0    
                                                                                                                      

α  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ f                                                                                                                      

β  Με τη βοόθεια τησ γραφικόσ παρϊςταςησ, να βρεύτε το ςύνολο τιμών και τα ολικϊ ακρότατα 

********************************************************************************************************** 

11.9 Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη :                                                                                                                                              

α  f x = ημ2x + εφx    ϋχει περύοδο  Σ = π                                                                                                                         

β  f x = 2ημ8x − 3ςυν4x    ϋχει περύοδο  Σ = 
 π  

2
                                                                                                        

γ  f x = ημ
x
3

+ 3ςυν
x
2

    ϋχει περύοδο  Σ = 12π 

11.10 Να εξετϊςετε αν καθεμύα από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτια ό περιττό :                                                              

α  f x = 2ημx − εφx                β   f x =  
ημ 2x − ςυν x

3 + ςυν x
              γ  f x = ημx − ςυνx 

11.11 Να εξετϊςετε αν καθεμύα από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι ϊρτια ό περιττό :                                                              

α  f x = x − ημx                β   f x =  
ςυν 3x 

1 + ημ 2x
              γ  f x = x ημx − ςυνx 
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11.12 Να μελετόςετε ωσ προσ τη μονοτονύα τισ ςυναρτόςεισ :                                                                                          

α  f x = 4x7 + 2ημx   ςτο   −
π
2

 ,
π
2
                    β  f x = 5ςυνx + 

 3 

ςυν x
   ςτο   0 , π     

11.13 Να ςυγκρύνετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ :                                                                                                    

α  ημ 
 π  

5
   και  ημ 

 π  

7
        β  ημ 

 6π  

5
   και  ημ 

 13π 

10
         γ  ημ 

 7π  

4
   και  ημ 

 15π 

8
      

11.14 Να ςυγκρύνετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ :                                                                                                    

α  ςυν 
 π  

8
   και  ςυν 

 3π  

8
        β  ςυν 

 7π  

10
   και  ημ 

 9π  

10
         γ  ςυν 

 8π  

5
   και  ςυν 

 9π  

5
          

11.15  α  Να διατϊξετε από τον μικρότερο ςτον μεγαλύτερο τουσ παρακϊτω αριθμούσ :                                    

ςυν 
 π  

6
  ,  ςυν 

 π  

4
   ,   ςυν 

 17π  

10
                                                                                                                                                      

β  Αν  π < x1 < x2 < 
 3π  

2
   , να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ   ημ  

 π 
2

− x1   και  ημ  
 π 
2

− x2  

11.16 Αν ιςχύει  
 π  

8
  < x1 < x2 < 

 π  

4
  , να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ :                                                                                           

α  ημ4x1  και   ημ4x2            β  ςυν4x1  και   ςυν4x2        γ  εφ  
 π − 2x1 

2
   και  εφ  

 π − 2x2 
2

   

********************************************************************************************************* 

11.17 Ϊςτω η ςυνϊρτηςη  f x = 2ημ 
x

2
  . Ποια η μϋγιςτη και ποια η ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ 

αυτόσ;        Ποια εύναι η περύοδόσ τησ ; Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f  ςε διϊςτημα 

πλϊτουσ μιασ περιόδου        χολικό   

11.18 Ϊςτω η ςυνϊρτηςη  f x = 2ςυν 
x

2
  . Ποια η μϋγιςτη και ποια η ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ 

αυτόσ; Ποια εύναι η περύοδόσ τησ ; Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f  ςε διϊςτημα πλϊτουσ 

μιασ περιόδου        χολικό   

11.19 Να βρεύτε την περύοδο, τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των ςυναρτόςεων :                                                                    

α  f x = 5ημ6x             β  f x = −12ςυν8x        γ   f x = −2ημ 
x

4
            δ  f x = 4ημ 

πx

2
    

11.20 Να βρεύτε την περύοδο, τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό των ςυναρτόςεων :                                                                    

α  f x = 10ημ8x − 20             β  f x = 2 − 8ημ10x               γ  f x = 
1

10
 – 

ςυν 12x

5
             

11.21  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2ημ2x − 3                                                                                                                                      

α  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ για  −π ≤  x ≤ 2π 
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11.22  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2ςυν3x + 2                                                                                                                                      

α  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ για   0 ≤  x ≤ 2π 

********************************************************************************************************** 

11.23 Η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ημωx  ϋχει περύοδο  Σ = 6π  και η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από         

το ςημεύο  Α  
 π 
2

, 1                                                                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  ω  και  α                                                                                                                                                

β  Να βρεύτε τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                                           

γ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ ςε διϊςτημα μιασ περιόδου . 

11.24 το διπλανό ςχόμα δύνεται η                               

γραφικό παρϊςταςη τησ  ςυνϊρτηςησ                                                        

f x = ρ ∙ ημ ωx  με ρ , ω > 0                                                              

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των πραγματικών                              

αριθμών ω και ρ . 

 

11.25 το διπλανό ςχόμα δύνεται η                                                                                                                                                        

γραφικό παρϊςταςη τησ  ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                              

f x = α ∙ ςυν ωx + β με  x ∈ [0 , 4π]                                                                                                                                                                        

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των πραγματικών                                                                                                                                             

αριθμών ω και α , β . 

11.26 Η ςυνϊρτηςη  f x =  α − 1 ∙ ςυνβx  με  α < 1 και β > 0,  ϋχει περύοδο  Σ = 
 π  

3
  και                                                                  

ελϊχιςτη τιμό  −3 . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β . 

11.27 Η ςυνϊρτηςη  f x = α + 2ημωx  ϋχει περύοδο  Σ = π  και μϋγιςτη τιμό   −1                                                                                          

α  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  ω  και  α                                                                                                                                                

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  για  −π ≤  x ≤ 2π 

11.28 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ημx + β . Αν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από τα ςημεύα  

Α  
 π 
2

, 1    και  Β  
 3π 

2
, 5   τότε να βρεύτε :                                                                                                                              

α  τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α και β                                                                                                                                                    

β  τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ . 

11.29 Η ςυνϊρτηςη  f x = α + β ∙ ςυνωx  με  β < 0,  ϋχει περύοδο  Σ = π , μϋγιςτη τιμό 5  και η γραφικό 

τησ παρϊςταςη διϋρχεται από  το ςημεύο  Α  
 π 
6

, 2                                                                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α , β  και  ω                                                                                                                               

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  για  −π ≤  x ≤ 2π     
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11.30 Η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ςυν
 x 
β

  με  α , β > 0,  ϋχει περύοδο  Σ = 6π , μϋγιςτη τιμό  2 . Να βρεύτε :                 

α  τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ               β  τισ τιμϋσ  f 2π   και  f  
 π 
2

               

11.31 Η ςυνϊρτηςη  f x = β + 2α ∙ ημωx  με  α, ω > 0. Αν η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται από την αρχό 

των αξόνων ,  ϋχει περύοδο  Σ = 3  και μϋγιςτη τιμό   3 − α , να βρεύτε τα α , β , ω                                                                                           

11.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ςυν  
 π 
2

− x − ημ π + x                                                                                           

α  Να απλοποιόςετε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                      

β  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

γ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ ςε διϊςτημα μιασ περιόδου. 

11.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2ημ 7π − 2x − ςυν  
 17π 

2
+ 2x                                                                                

α  Να γρϊψετε τη ςυνϊρτηςη ςτη μορφό  f x = ρ ∙ ημωx                                                                                                                             

β  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

γ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ για  −π ≤  x ≤ π   

11.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = −4ςυν  π +
 x 
3

 − ημ  
 3π − 2x 

6
                                                                                

α  Να απλοποιόςετε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                      

β  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

γ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ ςε διϊςτημα μιασ περιόδου. 

11.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ςυν  
 2π − x 

2
 + 3ημ  

 π + x 
2

                                                                                

α  Να απλοποιόςετε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                      

β  Να βρεύτε την περύοδο Σ , τη μϋγιςτη τιμό Μ και την ελϊχιςτη τιμό μ τησ f                                                                            

γ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ για   −4π ≤  x ≤ 4π   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 53 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 54 
 

12. Βαςικϋσ Σριγωνομετρικϋσ Εξιςώςεισ 

  

▶  Μια εξύςωςη που περιϋχει τριγωνομετρικούσ αριθμούσ αγνώςτων γωνιών, λϋγεται                                       

τριγωνομετρικό εξύςωςη 

Η  Εξύςωςη   𝛈𝛍𝐱 = 𝛂    

▶  Αν  −1 ≤ α ≤ 1  τότε υπϊρχει γωνύα  θ  τϋτοια, ώςτε  ημθ = α  και η εξύςωςη γύνεται :                      

 

 

 

▶  Αν  α < −1  ό  α > 1  τότε η εξύςωςη εύναι αδύνατη. 

 

Η  Εξύςωςη   𝛔𝛖𝛎𝐱 = 𝛂    

▶  Αν  −1 ≤ α ≤ 1  τότε υπϊρχει γωνύα  θ  τϋτοια, ώςτε  ςυνθ = α  και η εξύςωςη γύνεται :                      

 

 

 

▶  Αν  α < −1  ό  α > 1  τότε η εξύςωςη εύναι αδύνατη. 

 

Η  Εξύςωςη   𝛆𝛗𝐱 = 𝛂    

 

 

 

Η  Εξύςωςη   𝛔𝛗𝐱 = 𝛂    

 

 

 

𝛈𝛍𝐱 = 𝛂 ⇔ 𝛈𝛍𝐱 = 𝛈𝛍𝛉 ⇔  
𝐱 = 𝟐𝛋𝛑 + 𝛉           
𝐱 = 𝟐𝛋𝛑 + 𝛑 − 𝛉   

, 𝛋 ∈ ℤ 

 

𝛔𝛖𝛎𝐱 = 𝛂 ⇔ 𝛔𝛖𝛎𝐱 = 𝛔𝛖𝛎𝛉 ⇔  
𝐱 = 𝟐𝛋𝛑 + 𝛉           
𝐱 = 𝟐𝛋𝛑 − 𝛉           

,  𝛋 ∈ ℤ 

 

𝛆𝛗𝐱 = 𝛂 ⇔ 𝛆𝛗𝐱 = 𝛆𝛗𝛉 ⇔ 𝐱 = 𝛋𝛑 + 𝛉  , 𝛋 ∈ ℤ 

 

𝛔𝛗𝐱 = 𝛂 ⇔ 𝛔𝛗𝐱 = 𝛔𝛗𝛉 ⇔ 𝐱 = 𝛋𝛑 + 𝛉  , 𝛋 ∈ ℤ 
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

12.1 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημx = 0               β  ημx = 
  2 

2
          γ  ςυνx = 0              δ  ςυνx = 

  2 

2
           ε   ημx = − 

 1 

2
                                  

ζ  ημx = −1             η  ςυνx = − 
  2 

2
       θ  ςυνx = −1             χολικό   

12.2 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  εφx = 0                       β  εφx = 
  3 

3
                 γ  ςφx = 1                   δ  ςφx =  3                                                                                                  

ε  εφx = − 
  3 

3
           ζ  ςφx = − 

  3 

3
              χολικό   

12.3 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α   2 ∙ ημx − 1 = 0              β) 2 ∙ ςυνx − 1 = 0       γ   3 ∙ εφx + 1 = 0           δ  2∙ ςυνx +  2 = 0 

12.4 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημ2x = 1                   β  2ςυν2x = 1                   γ  εφ2x − 3 = 0                  δ  ςφ2x − 3 = 0 

********************************************************************************************************** 

12.5 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α   1 − ημx  2ημx −  3 = 0             β   2ημx +  2  1 − ςυνx = 0           γ   1 − εφx   3 + εφx = 0                      

δ   εφ2x − 3 ∙  2ςυνx + 1 ∙ ςφx = 0                χολικό   

12.6 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α   2 ∙ ςυνx + 1  ημx −  3 = 0     β  2 3 ∙ ημx + 3  2ςυνx +  6 = 0   γ  ημx − 1 ∙ ςυν  
 π 
4

− x = 0               

12.7 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημ2x − ημx = 0              β  ςυν2x + ςυνx = 0               γ  ημx − ημ3x = 0              δ  ημx = εφx 

12.8 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημx ∙ ςυνx + ςυνx = 0              β  2ημx ∙ ςυν2x = −2ημx ∙ ςυνx             γ  2ςυνx ∙ ημ2x = ςυνx 

12.9 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημ2x +  3 ∙ ημx = 0              β  2ςυν2x +  2 ∙ ςυνx = 0               γ  εφ2x +  3 ∙ εφx = 0              

12.10 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημx ∙ ςυνx + ημx = ςυνx + 1            β  ημ3x ∙ ςυνx + ημx ∙ ςυν3x = 0       γ  ημx − ςυνx − εφx + 1 = 0 

********************************************************************************************************** 
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12.11 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2 ∙ ημ3x =  3           β  ςυν
 x 
5

+ 1 = 0          γ  3εφ
 2x 

7
−  3 = 0          δ  ημ  x +

 π 
3

 = −1                              

ε  2 ∙ ςυν  3x −
 π 
4

 = 1                         ζ  εφ  
 π 
4

− 5x =  3               χολικό   

12.12 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ςυν3x = ςυν  x +
 π 
3

           β  ημ  x −
 π 
8

 − ημ  x +
 π 
4

 = 0          γ  εφ  2x +
 π 
3

 = εφx 

12.13 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημ  3x −
 π 
3

 = ημx              β  ςυν  2x +
 π 
5

 = ςυνx               γ  εφ  2x −
 π 
4

 − εφ  x +
 3π 

4
 = 0 

12.14 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημ  x +
 π 
4

 + ημ  x −
 π 
3

 = 0       β  ςυν2x + ςυν  
 π 
6

− x = 0    γ  εφ  x +
3π 
4

 + εφ  x −
 π 
6

 = 0 

********************************************************************************************************** 

12.15 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημx + ςυν  
 π 
4

− x = 0                    β  εφ2x − ςφ  
 π 
3

+ 3x = 0           χολικό   

12.16 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  ημ2x = ςυν  x −
 π 
3

           β  ςυν  2x −
 π 
4

 = ημ  
 π 
3

− x          γ  εφ  
 π 
3

− x = ςφ  2x +
 π 
4

                          

δ  ημ  x +
 3π 

8
 + ςυν  

 π 
4

− x = 0 

12.17 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α   3 ∙ ημx = ςυνx               β  ημx +  3 ∙ ςυνx = 0             γ  ημx = 
 1 

ςυν x
  −ημx ∙ εφx 

********************************************************************************************************** 

12.18 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημ2ω + ημω − 1 = 0                 β   2ςυν2x + 3ςυνx − 2 = 0             γ  3εφ2t = 3 + 2 3 ∙ εφt                                         

δ  ημ2x + 5ςυν2x = 4                   χολικό   

12.19 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  6ημ2x + 5ημx − 4 = 0            β  2ςυν2x − 3 3 ∙ ςυνx + 3 = 0       γ  2ςυν4x − 5ςυν2x + 2 = 0 

12.20 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  8ημ2x + 2ημx − 3 = 0           β  2ςυν2x + 3ςυνx + 1 = 0           γ  εφ2x −   3 − 1 ∙ εφx −  3 = 0 

12.21 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ημ2x − ςυνx − 1 = 0            β  ςυν2x + 2ημx + 2 = 0                 γ  4 − 3ςυνx = 3ημ2x + ςυν2x 

12.22 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ςυν2x − ημx − 2 = 0            β  3ςυν2x − ημx + 1 = 0            γ  εφx −  3 ∙ ςφx = 1 −  3 
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12.23 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α   1 − ημx =  3 ∙ ςυνx               β   2 + ημx = ημx                    γ   1 + εφ2x = ςυνx 

********************************************************************************************************** 

12.24  Να λύςετε ςτο  [0 , π  τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                

α  2ςυν  2x −
 π 
5

 = 1                  β   2ημ  2x +
 π 
4

 + 1 = 0 

12.25 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                     

α  2ςυν  2x +
 π 
6

 +  3 = 0  ςτο (−π , π)           β    3 ∙ ςφ  2x +
 π 
3

 + 3 = 0   ςτο  (0 , 2π) 

********************************************************************************************************** 

12.26 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ςφx − 
 ημ x 

1 − ςυν x
                                                                                  

α  Να βρεθεύ το πεδύο οριςμού τησ  f                                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 2  

12.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ημ  
 π 
2

− 2x + ημ  
 π 
2

+ 2x + ημ π − 2x + ημ π + 2x                                                                                           

α  Να δεύξετε ότι  f x = 2 ∙ ςυν2x                                                                                                                                                      

β  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f   ςτο διϊςτημα [0 , π] και να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη     

μπορεύ να πϊρει την τιμό 3 .                                                                                                                                                                 

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 2 ∙ ςυν3x 

12.28 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = α + 2 ∙ ημ 2βx   και  g x = α + β + ςυν  α + β x   , α , β > 0                            

Αν οι ςυναρτόςεισ ϋχουν την ύδια μϋγιςτη τιμό και την ύδια περύοδο, τότε :                                                                

α  να αποδεύξετε ότι  α = β = 1                                                                                                                                                                              

β  να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ  A = f  
 π 
3

 + g  
 π 
4

                                                                                                   

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x + 3 = 2g x    ςτο διϊςτημα  [π ,
 3π 

2
) 
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13. Σριγωνομετρικού  Αριθμού Αθρούςματοσ Γωνιών 

 

 

υνημύτονο  Αθρούςματοσ και  Διαφορϊσ  Γωνιών 

   

 

 

 

Ημύτονο  Αθρούςματοσ και  Διαφορϊσ  Γωνιών 

   

 

 

 

Εφαπτομϋνη  Αθρούςματοσ και  Διαφορϊσ  Γωνιών 

   

 

 

 

 

 

υνεφαπτομϋνη  Αθρούςματοσ και  Διαφορϊσ  Γωνιών 

   

 

 

 

 

 

𝛔𝛖𝛎 𝛂 − 𝛃 = 𝛔𝛖𝛎𝛂 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛃 + 𝛈𝛍𝛂 ∙ 𝛈𝛍𝛃 

𝛔𝛖𝛎 𝛂 + 𝛃 = 𝛔𝛖𝛎𝛂 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛃 − 𝛈𝛍𝛂 ∙ 𝛈𝛍𝛃 

 

𝛈𝛍 𝛂 − 𝛃 = 𝛈𝛍𝛂 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛃 − 𝛈𝛍𝛃 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛂 

𝛔𝛖𝛎 𝛂 + 𝛃 = 𝛈𝛍𝛂 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛃 − 𝛈𝛍𝛃 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛂 

 

𝛆𝛗 𝛂 + 𝛃 =  
𝛆𝛗𝛂 + 𝛆𝛗𝛃

𝟏 − 𝛆𝛗𝛂∙𝛆𝛗𝛃
 

𝛆𝛗 𝛂 − 𝛃 =  
𝛆𝛗𝛂 − 𝛆𝛗𝛃

𝟏 + 𝛆𝛗𝛂∙𝛆𝛗𝛃
 

 

𝛔𝛗 𝛂 + 𝛃 =  
𝛔𝛗𝛂∙𝛔𝛗𝛃 − 𝟏

𝛔𝛗𝛃 + 𝛔𝛗𝛂
 

𝛔𝛗 𝛂 − 𝛃 =  
𝛔𝛗𝛂∙𝛔𝛗𝛃 + 𝟏

𝛔𝛗𝛃 − 𝛔𝛗𝛂
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Ασκήσεις 
 

 

 

13.1 Να υπολογύςετε την τιμό των παραςτϊςεων :                                                                                                            

α  ςυν
 π 
12

∙ ςυν
 π 
4

− ημ
 π 
12

∙ ημ
 π 
4

                 β   ςυν1700ςυν500 + ημ1700ημ500                                                                  

γ  ςυν1100ςυν700 − ημ1100ημ700                   δ  ςυν
 7π 
12

∙ ςυν
 π 
12

+ ημ
 7π 
12

∙ ημ
 π 
12

                                                        

ε  ημ
 17π 

18
∙ ςυν

 4π 
9

− ςυν
 17π 

18
∙ ημ

 4π 
9

        ζ  ημ700ςυν200 + ςυν700ημ200                                                      

η  
εφ

 7π 
12  − εφ

 π 
4

1+εφ
 7π 
12  ∙εφ

 π 
4

                                      θ  
 εφ1650  + εφ150  

1 − εφ1650 ∙εφ150          χολικό   

13.2 Να υπολογύςετε την τιμό των παραςτϊςεων :                                                                                                            

α  ημ350ςυν100 + ςυν350ημ100                            β  ημ100ςυν700 − ςυν100ημ700                                                    

γ  ςυν
 15π 

7
∙ ςυν

 6π 
7

− ημ
 15π 

7
∙ ημ

 6π 
7

            δ  ημ
π 
5

∙ ςυν
 6π 

5
− ςυν

 π 
5

∙ ημ
 6π 

5
                                           

ε  
εφ

 π 
8  − εφ

 3π 
8

1+εφ
 π 
8  ∙εφ

 3π 
8

                                          ζ  
 εφ400  + εφ200  

1 − εφ400 ∙εφ200  

13.3 Να γρϊψετε ςε απλούςτερη μορφό τισ παραςτϊςεισ :                                                                                             

α  ςυν3x ∙ ςυν −2x − ημ3x ∙ ημ −2x                     β  ςυν  x +
 π 
4

 ∙ ςυνx + ημ  x +
 π 
4

 ∙ ημx                                                

γ  ημ2x ∙ ςυνx + ςυν2x ∙ ημx                                        δ  ημ  x +
 π 
6

 ∙ ςυνx − ςυν  x +
 π 
6

 ∙ ημx                                

ε  
 εφx − εφ2x 

1 − εφx∙εφ2x
                                                           ζ  

 εφ 2x+
 π 
3  + εφ 

 π 
6 −x  

1 − εφ 2x+
 π 
3  ∙εφ 

 π 
6 −x 

          χολικό   

13.4 Να γρϊψετε ςε απλούςτερη μορφό τισ παραςτϊςεισ :                                                                                             

α  ημ3x ∙ ςυν2x − ςυν3x ∙ ημ2x                                   β  ημ  x +
 π 
5

 ∙ ςυνx − ςυν  x +
 π 
5

 ∙ ημx                                                

γ   
 εφ x+

 π 
3   + εφ 

 π 
6 +x  

1 − εφ x+
 π 
3  ∙εφ 

 π 
6 +x 

                                       δ  ςυν  x +
 π 
5

 ∙ ςυνx + ημ  x +
 π 
5

 ∙ ημx                                 

********************************************************************************************************** 

13.5 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                

α  ςυν  x +
 π 
4

 + ςυν  x −
 π 
4

 =  2 ∙ ςυνx       β  ςυν2  x −
 π 
4

 − ςυν2  x +
 π 
4

 = 2ημx ∙ ςυνx                

γ  ημ  x +
 π 
3

 + ημ  x −
 π 
3

 = ημx                       δ   ημα + ςυνα  ημβ + ςυνβ = ημ α + β + ςυν α − β   

ε  εφα + εφβ = 
 ημ (α+β) 

ςυνα ∙ςυνβ
                                   ζ  ςφα + ςφβ = 

 ημ (α+β) 

ημα ∙ημβ
       ( χολικό   
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13.6 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                

α  ςυν  x +
 π 
3

 + ςυν  x −
 π 
3

 = ςυνx                     β  ημ  x +
 π 
6

 + ημ  x −
 π 
6

 =  3 ∙ ημx                                 

γ  ημx + ςυνx =  2 ∙ ημ  x +
 π 
4

                                 δ   3 ∙ ημx + ςυνx = 2ςυν  x −
 π 
3

  

13.7 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                

α  
 ςυν  α+β  + ςυν (α−β) 

ημ  α+β  − ημ (α−β)
 = ςφβ                            β   

 ημ (α+β) 

ημ (α−β)
=

εφα  + εφβ

εφα  − εφβ
                                                    

γ  εφ  x +
 π 
4

 − εφ  
 π 
4

− x =  
 4εφx 

1 − εφ 2x
 

13.8  α  Να αποδεύξετε ότι :   ημ  x +
 π 
4

 + ημ  x −
 π 
4

 =  2 ∙ ημx                                                        

β  Να βρεύτε τη μϋγιςτη και την ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ  f x = ημ  x +
 π 
4

 + ημ  x −
 π 
4

  

********************************************************************************************************** 

13.9 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                              

α  ημx = ςυν  x +
 π 
6

                     β  εφx + εφ  x +
 π 
4

 = −2             γ  εφ x − α = −2  , αν εφα = −3            

δ  ημ x − α = −ημ x + α   αν εφα = −3 ςτο [0 , 2π]                     χολικό   

13.10  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                              

α  ςυν  x +
 π 
3

 + ςυν  x −
 π 
3

 = 
 1 

2
                         β  ςυνx + 2ημ  x −

 π 
6

 = 
  3 

2
                                                          

γ  ημ  x +
 π 
3

 = 2ημx                                                    δ  2ςυν  x +
 π 
6

 + ημx = 3ημ  x +
 π 
3

  

13.11  α  Να αποδεύξετε ότι  ημ  x +
 π 
3

 =
  3 

2
ςυνx +

 1 
2

ημx                                                                                              

β  Να λύςετε ςτο διϊςτημα  0 , π  την εξύςωςη  
  3 

2
ςυνx +

 1 

2
ημx = 0   

********************************************************************************************************** 

13.12 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ   α + β  αν :                                                     

α  ημα = 
 3 

5
   και   ςυνβ = − 

 5 

13
    με   0 < 𝛼 <  

 π  

2
   και  

 π  

2
 < 𝛽 < 𝜋                                                                                          

β  ςυνα = − 
 3 

5
   και   ημβ = − 

 4 

5
    με   π < 𝛼 <  

3π  

2
   και  

 3π  

2
 < 𝛽 < 2𝜋        χολικό   

13.13  Αν ςε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ ιςχύει  2ημΒ ∙ ημΓ − ςυνΑ = 1 , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο εύναι 

ιςοςκελϋσ με βϊςη την πλευρϊ ΒΓ. 

13.14 Αν για τισ γωνύεσ  Α , Β ενόσ τριγώνου ΑΒΓ εύναι  εφΑ = 2  και  εφΒ = 3 , να δεύξετε ότι   Γ = 450  

13.15 Αν ςε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ ιςχύει  
ημΑ  + ημ (Β−Γ)

ςυν (Β−Γ)
 = εφΒ  να δεύξετε ότι Α = 900  και αντιςτρόφωσ.                       

  χολικό   
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14.Σριγωνομετρικού  Αριθμού Γωνύασ  2α 

 
 

 

Ημύτονο  Γωνύασ  2α                                                  υνημύτονο  Γωνύασ  2α 

                                                          

 

 

 

 

Εφαπτόμενη  Γωνύασ  2α                                       υνεφαπτόμενη  Γωνύασ  2α 

 

 

 

 

 

Σύπου Αποτετραγωνιςμού   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝛈𝛍𝟐𝛂 = 𝟐 ∙ 𝛈𝛍𝛂 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝛂 

 
𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂 =  

𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂 − 𝛈𝛍𝟐𝛂 

𝟐 ∙ 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂 − 𝟏  
𝟏 − 𝟐 ∙ 𝛈𝛍𝟐𝛂     

   

 

𝛆𝛗𝟐𝛂 =  
𝟐∙𝛆𝛗𝛂

𝟏 − 𝛆𝛗𝟐𝛂
 

 

𝛔𝛗𝟐𝛂 =  
𝛔𝛗𝟐𝛂 −𝟏

𝟐∙𝛔𝛗𝛂
 

 

𝛈𝛍𝟐𝛂 =  
𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂

𝟐
               𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂 =  

𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂

𝟐
 

𝛆𝛗𝟐𝛂 =  
𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂

𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂
               𝛔𝛗𝟐𝛂 =  

𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂

𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛂
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Ασκήσεις 
 

 

 

14.1 Να υπολογύςετε τισ παραςτϊςεισ :                                                                                                                                           

α  2ημ
 3π 

4
ςυν

 3π 
4

         β  1 − 2ημ2  π 
12

         γ  2ςυν21350 − 1           δ  
 2∙εφ750  

1 − εφ 2750       χολικό   

14.2 Να υπολογύςετε τισ παραςτϊςεισ :                                                                                                                                           

α  2ημ
 π 
12

ςυν
 π 
12

           β  1 − 2ημ21350          γ  2ςυν2  π 
8

− 1            δ  
 2∙εφ

 π 
8  

1 − εφ 2  π 
8  

           

14.3 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  2α  αν:                                                                           

α  ςυνα = − 
 4 

5
   και   π < 𝛼 <  

3π  

2
               β  ημα = 

 3 

5
   και   

 π  

2
 < 𝛼 < 𝜋           χολικό   

14.4 Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  
α  

2
  αν:                                                                           

α  ςυνα = 
 5 

13
   και   0 < 𝛼 <  

π  

2
               β  ςυνα = 

 3 

5
   και   

 3π  

2
 < 𝛼 < 2𝜋           χολικό   

14.5 Αν για τη γωνύα  
 π  

2
 < 𝑥 < 𝜋  ιςχύει   2ςυν2x − 3ςυνx − 2 = 0 , να βρεύτε τουσ τριγωνομετρικούσ 

αριθμούσ των γωνιών      α  x          β  2x        

********************************************************************************************************** 

14.6  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                 

α   ημ2α + ςυν2α = ςυν2α                   β   
 ημ 2α  

1 − ημ 2α
 = 2εφα                  γ  ςφα − εφα = 2 ∙ ςφ2α                                

δ  εφα + ςφα =  
 2 

ημ 2α
                                      ε  ημ3α ∙ ςυνα + ςυν3α ∙ ημα =

1 
2

∙ ημ2α                                                    

ζ   ημ2α ∙ εφα + 2 ∙ ςυν2α = 2                η  
 ημ 2α  

1 + ςυν 2α
 = εφα              θ  

 1 − ςυν 2α  + ημ 2α  

1 + ςυν 2α  + ημ 2α
 = εφα                            

  χολικό   

14.7 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                 

α  
 ημ 2α  

1 − ςυν 2α
 = 2ςφα                  β   

 2ςυν 2α  − 1 

2ημα ∙ςυνα
 = ςφ2α                 γ   ημα − ςυνα 2 = 1 − ημ2α 

14.8 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                 

α  
 ςφα  − εφα  

ςφα  + εφα
 = ςυν2α            β   ημα − ςυνα  ημα + ςυνα = −ςυν2α      γ  ςυν4α − ημ4α = ςυν2α 

 

********************************************************************************************************** 
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14.9  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                       

α  ςυν2x − ημx − 1 = 0               β  ημ2x − 2 ∙ ςυνx + ημx − 1 = 0          γ  ςυν2x + 2ςυν2 x 
2

= 0                           

δ  ςυνx − 2ημ2 x 
2

= 0                   ε  2 − ςυν2x = 4 ∙ ημ2 x 
2

                      ζ  ςυν2x − 1 = 2 ∙ ςυν2 x 
2

                 
η  εφ2x = 2 ∙ ςυνx                         θ  εφx ∙ εφ2x == −3               χολικό   

14.10 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                       

α  ημ2x − ςυνx = 2 ∙ ημx − 1             β  ημ2x + ςυνx = 0                  γ  ςυν2x − ςυν2x = 0                                       

δ  ςυν2x − 4ςυνx − 5 = 0                   ε  ημ2x = εφx 

14.11 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                       

α  ςυν2x − 3ςυνx + 2 = 0              β  ςυν2x + 5ημx − 3 = 0           γ  ημ  
π 
2

− 2x + 9ςυν π + x + 5 = 0 
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15.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ςυν  
 x 
6

  ,   που ϋχει μϋγιςτη τιμό το 4                                                                                                   

α  Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                       

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού , την περύοδο και την ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                             

γ  Nα λύςετε την εξύςωςη  f 2 x − 3f x − 10 = 0               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012   

********************************************************************************************************** 

15.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3ςυν2x  ,   x ∈ [0 , 2π] .                                                                                                                                        

α  Να βρεθεύ το μϋγιςτο και το ελϊχιςτο τησ ςυνϊρτηςησ  f  καθώσ και οι θϋςεισ του μεγύςτου και 

ελαχύςτου αντύςτοιχα .                                                                                                                                                                        

β  Να λυθεύ η εξύςωςη   f x =  
 3 

2
                                                                                                                                                                                

γ  Αν  g x = ςυν22x − 4 , να βρεθούν τα ςημεύα τομόσ των  Cf   , Cg   ( 14o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

15.3  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3 + 2ημ2x                                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε την περύοδο τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                  

β  Να βρεύτε την μϋγιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 5                                   ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

15.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2ημ 2x − π − 1 .                                                                                                                                        

α  Να βρεθεύ το μϋγιςτο και το ελϊχιςτο τησ ςυνϊρτηςησ  f  καθώσ και οι θϋςεισ του μεγύςτου και 

ελαχύςτου αντύςτοιχα .                                                                                                                                                                        

β  Να βρεθούν τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 1  των οπούων οι τετμημϋνεσ ανόκουν ςτο 

διϊςτημα  [−π , π]                                                                                                                                                                                  

γ  Πόςεσ ρύζεσ ϋχει η εξύςωςη  f x = 2013 ; Να δικαιολογόςετε την απϊντηςό ςασ .                                                      

  ΓΕΛ  ΑΙΔΗΧΟΤ  2013   

15.5 Δύνονται οι παραςτϊςεισ                                                                                                                                                                                

Α = ςυνx εφx + ςυνx + ημ2x  και  Β = εφ π + x ςφ −x − ςυν π − x ημ  
π
2

− x  , x ≠
kπ
2

                               

α  Να δεύξετε ότι  Α = 1 + ημx                                                                                                                                                                                             

β  Να δεύξετε ότι  Β = −ημ2x                                                                                                                                                                                      

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  3Α − 5 = 2Β                       ΓΕΛ  ΚΟΜΟΣΗΝΗ 2013   

 

 

 

15. Ενδοσχολικά Θέματα 

Εξετάσεων στην Σριγωνομετρία 
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15.6 το διπλανό ςχόμα φαύνεται η γραφικό παρϊςταςη τησ 

ςυνϊρτηςησ  f x = 5 + 3ςυν2x                                                                                                                

α  Να βρεθεύ το πεδύο οριςμού τησ Δ καθώσ και τα ακρότατϊ τησ             

β  Να αποδεύξετε ότι για κϊθε  x ∈ Δ ιςχύει                                                   

f x = 10ημ
π
6

+ 2ημ  
π
2

− 2x − ςυν π − 2x                                                                          

γ  Να βρεθούν τα ςημεύα τομόσ τησ Cf   με την ευθεύα με                              

εξύςωςη  y = 5          ( 1o ΓΕΛ  ΦΑΝΙΨΝ 2013   

 

********************************************************************************************************** 

15.7 Αν  ςυνω = − 
 3 

5
    και  

 π  

2
  < 𝜔 < 𝜋   τότε :                                                                                                                                                     

α  Να βρεύτε τουσ υπόλοιπουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ ω                                                                                                            

β  Αν   Κ =  
 10ςυνω  − 12εφω  

5ημ (π−ω)
    να αποδεύξετε ότι   Κ = 

 5 

2
                                                                                                                    

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   ημx − ςυνx 2 =
 2 
5

K − 2ημ2x                                                                                                          

  ΠΡΟΣΤΠΟ  ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ  ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2014   

15.8  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3ςυν απx  , α > 0  που ϋχει περύοδο  Σ = 4                                                       

α  Να βρεθεύ ο αριθμόσ α , καθώσ και η ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                    

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 
 3 

2
                    ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

15.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ημ βx  , α , β > 0  που ϋχει περύοδο  Σ = π  και ελϊχιςτο το  −4                                                     

α  Να δεύξετε ότι  α = 4  και  β = 2                                                                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x − 2 3 = 0                     ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

15.10 Δύνεται η παρϊςταςη  Κ =  
 ςυν  −ω  ∙ εφ π+ω  ∙ ςυν  

 π 
2 −ω  

ςυν  2π+ω  ∙ ςφ 
 21π 

2 −ω  ∙ ημ  13π+ω 
                                                                                                

α  Να δεύξετε ότι  Κ = −1                                                                                                                                                                                                            

β  Να λύςετε την εξύςωςη  2ημ2x − ςυνx + κ = 0                               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

15.11 Δύνεται η παρϊςταςη  Α =  
ημ 4x − ςυν 4x + ςυν 2x

1 − ςυν x
                                                                                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι  Α = 1 + ςυνx                                                                                                                                                               

β  Να λύςετε την εξύςωςη  3 − Α = 2ημ2x                                                                                                                                                      

γ  Αν  ημx = 
 4 

5
  και  

 π  

2
  < 𝑥 < π   να υπολογύςετε την παρϊςταςη  Α     ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 
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15.12 Δύνεται η γωνύα  x , με  π < x < 
3π

2
  για την οπούα ιςχύει  15ςυν2x − 4ςυνx − 12 = 0                                                                 

α  Να αποδεύξετε ότι  ςυνx = − 
3

 5 
                                                                                                                                                                                                     

β  Να βρεύτε τουσ ϊλλουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  x                                                                                              

γ  Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ  Α = 
ςυν  

15π

2
 + x  + ςυν  17π  + x 

3εφ 
11π

2
 − x  + 4ςφ x − 

17π

2
 
                                                                       

  ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

15.13 Δύνεται η παρϊςταςη  α = 9ημ  
π
 2 

− ω + 3ςφ −ω − ςυν 5π + ω    (1)                                                                

και η εξύςωςη  2ημ2x =  α + 1 ςυνx          (2)                                                                                                                                                                             

α  Αν  ημω = 
3

 5 
    με  

 π  

2
  < 𝜔 < 𝜋   :                                                                                                                                                                                                  

α1  Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  ςυνω  και  ςφω                                                                                                                                             

α2  Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ  α                                                                                                                                     

β  Αν  α = −4 ,  να λύςετε την εξύςωςη   2                 ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

15.14 Δύνονται οι παραςτϊςεισ  Α = ςυνx ∙  εφx + ςυνx + ημ2x   , x ≠ κπ +
π

 2  
  με  κ ∈ ℤ                                                            

και  Β = εφ π + x ∙ ςφ −x − ςυν π − x ∙ ημ  
π

 2  
− x                                                                                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι   Α = 1 + ημx   ,  Β = −ημ2x                                                                                                                           

β  Να λύςετε την εξύςωςη  3Α − 5 = 2Β                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

15.15 Δύνονται οι παραςτϊςεισ  Α = 
ςυν  

π

2
 − x 

1 + ςυν x
−

1 − ςυν  π−x 

ημ  π+x 
   ,   B = 

−4ςυν 2x

ημ x
+

8

ημ x
  −6                                     

οριςμϋνεσ ςτο διϊςτημα   0 , π                                                                                                                                                                                        

α  Να δεύξετε ότι   Α =  
2

ημ x
                                                                                                                                                              

β  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του   x ∈ (0 , π)  ώςτε να ιςχύει  Α = Β        ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

**********************************************************************************************************                              

15.16  α  Να λύςετε την εξύςωςη  2ςυνx =  3                                                                                                                                                                                                    

β  Να λύςετε την εξύςωςη  2ημ2x + ςυνx = 1           ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

15.17  Αν για τισ οξεύεσ γωνύεσ  α , β  ιςχύει ότι   ςυνα =  
  2 

2
   και  ημβ =  

 1 

2
 . Να βρεύτε :                                                                               

α  τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ  ημ2α  και ςυν2β                                                                                                                                                           

β  το  ημ(α + β)                       ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

15.18  α  Να αποδεύξετε ότι   ημ α − β ∙ ςυνβ + ημβ ∙ ςυν α − β = ημα                                                                                                

β  Να αποδεύξετε ότι   ςυν 360 − α ∙ ςυν 360 + α + ςυν 540 + α ∙ ςυν 540 − α = ςυν2α                                               

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη   ημα = ςυν2α          ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   
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15.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3ημ 
x

 2 
                                                                                                                                                                                                                                                 

α  Να βρεθεύ η μϋγιςτη και η ελϊχιςτη τιμό τησ .                                                                                                                

β  Να γύνει η γραφικό τησ παρϊςταςη                                                                                                                                                                                                          

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη   f x = 3ςυν  x −
π
 3 

                                                                                                                                                                                                     

δ   Να λυθεύ η εξύςωςη   f x = − 3ςυν
x

 2 
                                 ΑΚΗΙΟΛΟΓΙΟ  2015   

15.20  α  Να δεύξετε ότι  ημ π + x ∙ ςυν  
π
2

+ x + ςυν 2π − x ∙ ημ  
5π
2

− x = 1                                                  

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  εφ2x +  1 −  3 εφx −  3 = 0                                                                                                         

γ  Να βρεύτε τισ λύςεισ τησ προηγούμενησ εξύςωςησ ςτο διϊςτημα  −
π
2

 ,
 π 
 4

        ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

 

********************************************************************************************************** 

15.21  α  Να αποδεύξετε ότι  
ημθ

1 + ςυνθ
+

1 + ςυνθ

ημθ
=

2

ημθ
                                                                                                                             

β  Να λυθεύ η εξύςωςη   1 + ςυν2x ∙  2ημx −  3 = 0                 ( 4o ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ  2016   

15.22  α  Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ   Α = 
ημ  π  − θ  ∙ ημ 

3π

2
 − θ  ∙ ςυν  2π  − θ  ∙ εφ 

π

2
 − θ 

ςυν  −θ  ∙ ημ  π  + θ  ∙ ςυν  π  − θ  ∙ εφ 
π

2
 + θ  

      

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  2ςυνx =  2             ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2016   

15.23 Αν   ημω = 
 3 

5
    και  

 π  

2
  < 𝜔 < 𝜋   τότε :                                                                                                                                                     

α  Να βρεύτε τουσ υπόλοιπουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ ω                                                                                                            

β  Να βρεθεύ η τιμό τησ παρϊςταςησ   Κ =  
 5ημω  +  2ημ 450− 2ςυν

π

 3 
 

 3ημ 600                                                                                                                         

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   6ημx = 5ημω             ( 1o ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣΨΝ  2016   

15.24 Δύνεται η παρϊςταςη  Α = 
ημ x

1− ςυν x
+

ημ x

1+ ςυν x
   ,   x ≠ κπ                                                                                                          

α  Να δεύξετε ότι   Α = 
2

ημ x
                                                                                                                                                                               

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  
ημ x

1− ςυν x
+

ημ x

1+ ςυν x
  = −

4

 3
           ( 1o ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ  2016   

15.25  α  Να δεύξετε ότι  K(x) = 
2

εφ 
π

2
 − x  − εφ π  − x 

 = ημ2x                                                                                                                                                                       

β  Που ορύζεται η ςυνϊρτηςη  K(x) ;                                                                                                                                                                                              

γ  Να δεύξετε ότι   Λ(x) = 
ημ 2x –  ημ x + ςυν x 2

2
 = −

1
 2 

                                                                                                                             

δ  Να λυθεύ η εξύςωςη  K(x) =  3 ∙ Λ(x)                     ( ΓΕΛ ΛΙΜΝΗ ΕΤΒΟΙΑ 2016   
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15.26  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =
1
 2 

 ημ  
π
2

+ x − ςυν π + x                                                                                                           

α  Να αποδεύξετε ότι  f x = ςυνx                                                                                                                                                            

β  Να λύςετε την εξύςωςη  2f 2 x + 3f x − 2 = 0  ςτο διϊςτημα   0 , π    ( ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ  2016   

15.27 Δύνεται η παρϊςταςη ςυνϊρτηςη   f x =  
ςυν x

1− ημ x
+

ςυν x

1+ ημ x
                                                                                                                              

α  Να βρεύτε που ορύζεται η ςυνϊρτηςη                                                                                                                                                                                                                      

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = 
2

ςυν x
                                                                                                                                                    

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f x = −4              ΠΡΟΣΤΠΟ  ΛΤΚΕΙΟ  ΑΝΑΒΡΤΣΨΝ  2016   

15.28  α  Να λυθεύ η εξύςωςη  2ςυνx −  2 = 0                                                                                                                                                

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  εφx = −1                                                                                                                                                                           

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη   2ςυνx −  2  ημx + ςυνx = 0         ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ  2016   

15.29 Δύνονται οι παραςτϊςεισ  Α = ημx ∙  ςφx + ημx + ςυν2x                                                                                                                          

και  Β = ημ2 π − x + ςυν π − x ∙ ςυν 2π − x + 2ημ2  
π
 2 

− x  , x ≠ κπ , , κ ∈ ℤ.                                                                                                       

α  Να αποδεύξετε ότι  Α = ςυνx + 1                                                                                                                                       

β  Να δεύξετε ότι  Β = 1                                                                                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  2Α = Β            ( 3o ΓΕΛ ΔΡΑΜΑ 2016   

15.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 
1

ςυν x
−

ημ x

ςφ x
  , x ≠ κπ , x ≠ κπ +

π
 2 

 , κ ∈ ℤ .                                                                            

α  Να δεύξετε ότι  f x = ςυνx                                                                                                                                                               

β  Να υπολογύςετε την τιμό  f  
19π
 4 

                                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = ημ  x +
π
 6 

                ΓΕΛ ΕΡΕΣΡΙΑ 2016   

15.31  Δύνεται η παρϊςταςη  Α x = 
ημ  

13π

2
 − x  ∙ ημ  7π  − x 

ςφ 
15π

2
 − x  ∙ ςυν  11π  + x 

                                                                                                                 

α  Να δεύξετε ότι  Α x = −ςυνx                                                                                                                                                                     

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  Α x =
 1 
2

    για  0 < x < 𝜋                                                                                                                                                     

γ  Να αποδεύξετε την ταυτότητα  
1 + Α 

π

2
 + x 

Α x 
+

Α x 

1 + Α 
π

2
 + x 

=
2

Α x 
        ΓΕΛ ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 2016   

15.32   Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  2α + 1 ∙ ημ ωx                                                                                                                        

α  Να βρεύτε τα  α , ω  αν η ελϊχιςτη τιμό τησ εύναι  −2  και η περύοδοσ τησ   
 π  

2
                                                                          

β  Για ποια  x  η ςυνϊρτηςη τη μϋγιςτη τιμό τησ ;                                                                                                                             

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   
 1 
4

f 2 x + 3ςυν4x = 3               ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2016   
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15.33  α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του θ ορύζονται οι παραςτϊςεισ   
ημθ

1 − ςφθ
 ,  

ςυνθ

1 − εφθ
                                      

β  Να αποδεύξετε ότι  
ημθ

1 − ςφθ
 + 

ςυνθ

1 − εφθ
  = ημθ + ςυνθ                                                                                                        

γ  Να λύςετε την εξύςωςη    
ημθ

1 − ςφθ
 + 

ςυνθ

1 − εφθ
  = 0  ςτο διϊςτημα  [0 , π]      ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2016   

********************************************************************************************************** 

15.34 Δύνεται η παρϊςταςη   Α = 
ςυν x

1 + εφx
−

ημ x

1+ ςφ x
   x ∈  

 π 
2

 , π                                                                                                                             

α  Να αποδεύξετε ότι  Α = ςυνx − ημx                                                                                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι  −2 < Α < 0  για κϊθε  x ∈  
 π 
2

 , π                                                                                                                                                         

γ  Να υπολογύςετε τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  x ∈  
 π 
2

 , π   αν ιςχύει Α +
 4 
5

+ ημx = 0 

  ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2017   

15.35  α  Να λύςετε την εξύςωςη  54x2−8x+6 = 125                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  −4ςυν2x − 8ημx + 7 = 0                                                                                                               

γ  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ημ π + 4x − 2ημ π − 4x  . Να βρεύτε την μϋγιςτη, την ελϊχιςτη τιμό 

καθώσ και την περύοδο τησ ςυνϊρτηςησ αυτόσ .         ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2017   

15.36  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 
1 + ςυν 2x

ημ 2x
                                                                                                                                                  

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                                                  

β  Να δεύξετε ότι  f x = ςφx                                                                                                                                                                    

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x +  3 = 0       ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ  2017   

15.37  α  Να αποδειχθεύ ότι   
 1 
ημx

− ημx ∙  
 1 

ςυνx
− ςυνx = ημx ∙ ςυνx                                                                                                                                       

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  
 1 
ημx

− ημx ∙  
 1 

ςυνx
− ςυνx =

 1 
2

∙ ςυνx          ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ  2017   

15.38  α  Να λύςετε την εξύςωςη  2x3 − 5x2 − 4x + 3 = 0                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη  2ςυν2x − 3ςυνx − 2 = 0          ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ  2017   

15.39  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                         

α   εφx − 1 = 0                                                                                                                                                                                                                     

β   ςυνx +
  3 

2
= 0                                                                                                                                                                                                                    

γ   ημ  x −
 π 
3

 = ημx                        ΓΕΛ  ΕΡΡΨΝ  2017   

15.40  Αν  3ςυν2x + 5ςυνx − 2 = 0  και ημx > 0 , να βρεύτε το  ημx , ςυνx        ΓΕΛ  ΕΡΡΨΝ  2017   
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15.41  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 2 ∙ ημ  
  x  
2

                                                                                                                         

και η παρϊςταςη  Α = 
−ςυν  π  + θ  ∙ ςυν  

19π

2
 − θ  ∙ ςφ π  − θ  ∙ ςφ 

 π  

2
 − θ  

ςυν  π  − θ  ∙ ημ  π  + θ  ∙ εφ 
 π  

2
 − θ  ∙ εφ 2π  + θ 

                                                                      

α  Να δεύξετε ότι  Α = 1                                                                                                                                                                                                            

β  Να βρεθεύ το μϋγιςτο και το ελϊχιςτο τησ ςυνϊρτηςησ  f  , η περύοδόσ τησ και ςτην ςυνϋχεια                                    

να κϊνετε την γραφικό τησ παρϊςταςη ςε διϊςτημα πλϊτουσ μιασ περιόδου .                                                                                                                    

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = Α                                                                                                                                                                  

δ  Να ςυγκρύνετε τισ τιμϋσ  f  
5π
4

   και  f  
11π

6
               ΟΕΥΕ  2017   

15.42 Θεωρούμε την γωνύα  x  για την οπούα ιςχύουν : 
 3π  

2
< 𝑥 < 2𝜋   𝜅𝛼𝜄  5ςυν2x + 7ημx + 1 = 0                                    

α  Να αποδεύξετε ότι  ημx = −
 3 
5

                                                                                                                                                                                                                     

β  Να βρεύτε τουσ ϊλλουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  x                                                                                                                               

γ  Να απλοποιόςετε την παρϊςταςη  Α = 
10ημ 

π

2
 − x  + 10ημ  π  − x 

8εφ π  + x  – 3εφ 
π

2
 − x 

  και να υπολογύςετε                                              

την αριθμητικό τησ τιμό                 ( 1o ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2017   

15.43  Δύνεται η εξύςωςη  ςυν2x + ημ  x +
π
3
 = ημ  

π
3

− x  (1)                                                                                               

α  Να αποδεύξετε ότι η  1  παύρνει την μορφό  2ημ2x − ημx − 1 = 0                                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη  1  ςτο διϊςτημα   π ,
5π
4

                                                                                                              

γ  Αν  ημx = −
 1 
2

  με x ∈  π ,
5π
4

    τότε να βρεύτε όλουσ τουσ τριγωνομετρικούσ αριθμούσ τησ γωνύασ  2x  

( 1o ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2017   

15.44  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α ∙ ημ κx + β  , με α , κ > 0  η οπούα ϋχει περύοδο Σ = π                                                

και ελϊχιςτη τιμό ύςη με  −1 ενώ η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από το Μ  
3π
2

, 1                                                   

α  Να δεύξετε ότι  α = 2 , β = 1  και  κ = 2                                                                                                                         

β  Να δεύξετε ότι η f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  
π
 4 

 , 3π
4

    και να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ  f 1  , f 2    

γ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των f , g x = 3  ςτο διϊςτημα [0 , 2π]              

δ  Να λύςετε ςτο διϊςτημα [0 , 2π] την ανύςωςη  f x ∙  f x + 1 ≥ 12                                                                      

( ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ  Lisari  2017 ) 

15.45  Δύνεται η παρϊςταςη  Α x = εφx +  
ςυνx

1 + ημx
  με ςυνx ≠ 0  και ημx ≠ −1                                                       

α  Να δεύξετε ότι  Α x = 
1

 ςυν x
                                                                                                                                                                             

β  Να δεύξετε ότι  ςυν  
π
2

− x + ημ  
π
2

− x + ημ π + x =
1

 Α(x)
                                                                                         

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  ςυν  
π
2

− x + ημ  
π
2

− x + ημ π + x =
1
 2 

    ( ΓΕΛ ΔΡΑΜΑ 2017   
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15.46  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 3α ∙ ημ  5π −
βx
 2 

 + ςυν  
9π
 2 

+
βx
 2 

 + 5  , α , β ∈ ℝ                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  f x =  3α − 1 ∙ ημ
βx
 2 

+ 5                                                                                                                                                               

β  Αν η ςυνϊρτηςη f  ϋχει περύοδο  Σ = 4π  και η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από το Α π , 13  ,                  

να δεύξετε ότι  α = 2 , β = 1                                                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x − 5 = 8 3  2ςυν2 x
 4 

− 1   ςτο  διϊςτημα  [0 , π)                                                                                  

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  log x2 − 2x + log x − 3 = 1 − logf 6π                                                                                                          

  ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ  ΠΟΤΚΑΜΙΑ  2017   

********************************************************************************************************** 

15.47 Δύνονται οι παραςτϊςεισ:                                                                                                                                                                       

Α = ςυνx ∙  εφx + ςυνx + ημ2x  και  Β = εφ π + x ∙ ςφ −x − ςυν(π − x) ∙ ημ (
π
2

 − x)                                          

α  Να δεύξετε ότι :  Α = 1 + ημx   και  Β = −ημ2x                                                                                                                         

β  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του x  ιςχύει :  3Α − 5 = 2Β       ( 1ο ΓΕΛ ΠΣΟΛΕΜΑΙΔΑ 2018   

15.48  α  Να αποδεύξετε ότι :  1 + ςφx 2 +  1 − ςφx 2 =
2

ημ2x
 , x ≠ κπ , κ ∈ ℤ                                                                                           

β  Να λυθεύ η εξύςωςη   1 + ςφx 2 +  1 − ςφx 2 = 4      ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018   

15.49 Δύνεται η  ςυνϊρτηςη  f x = 2ημ π + x + 2ςυν   
π
2

− x −
εφ 2π−x 

εφx
  , x ≠ κπ +

π
2

, κ ∈ ℤ                                                                   

α  Να αποδειχθεύ ότι,  για κϊθε  x ≠ κπ +
π
2

 ιςχύει :  f(x) = 1                                                                                                                    

β  Να λυθεύ η  εξύςωςη   4ημ2x − f(x) = 0            ( ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ 2018   

15.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 4ςυν 5π − 2x + ημ   
π
2

− 2x                                                                                             

α Nα αποδεύξετε ότι ο τύποσ τησ f παύρνει τη μορφό  f x = −3 ∙ ςυν2x                                                                                    
β  Nα προςδιορύςετε την περύοδο Σ τησ f , καθώσ και το εύροσ τιμών τησ   fmax − fmin                                                                   

γ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ γραφικόσ παρϊςταςησ Cf   με την ευθεύα  ε: y = 
3 2

2
 ςτο διϊςτημα  0,π     

δ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του x ∈ ℝ - αν υπϊρχουν- ώςτε   f(x) > 𝑒 + 1    ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018   

15.51  α  Να αποδεύξετε ότι   
ημ x

1− ςυν x
+

ημ x

1+ ςυν x
  = 

2

ημ x
   , x ≠ κπ , κ ∈ ℤ                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  
ημ x

1− ςυν x
+

ημ x

1+ ςυν x
  = 

4

 3
             ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2018   

15.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 3 − 2ςυν3x                                                                                                                                
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε τη μϋγιςτη και ελϊχιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                      

γ  Να βρεύτε τη μονοτονύα τησ  f  ςτο διϊςτημα   0 ,
π
6

                                                                                                                                                                             

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 0          ( 2ο ΓΕΛ ΦΟΛΑΡΓΟΤ 2018   
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15.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 
ςυν x

1− ημ x
+

ςυν x

1+ ημ x
  ,  x ≠ κπ +

π
2

, κ ∈ ℤ                                                                                                

α  Να αποδεύξετε ότι  f x =  
2

ςυν x
                                                                                                                                                                                   

β  Να αποδεύξετε ότι  f  
π

2018
 < f  

π
2017

                                                                                                                                                                                                            

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f 2x −  2 ∙ f  
π
 4 

 = 0      ( 1ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2018   
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  4 

Πολυώνυμα-Πολυωνυμικές 

Εξισώσεις 

16. Πολυώνυμα 

 

█ Κάθε πραγματικός αριθμός 

θεωρείται μονώνυμο 

█ Σο πολυώνυμο τησ μορφόσ  𝛂𝟎 

λϋγεται  ςταθερό πολυώνυμο 

█ Σο ςταθερό πολυώνυμο  0                 

λϋγεται  μηδενικό πολυώνυμο 

 

 

 

 

 

Α. Μονώνυμο 

▶ Ϊςτω  x  μια μεταβλητό που μπορεύ να πϊρει                     

οποιαδόποτε πραγματικό τιμό.                                                   

Καλούμε μονώνυμο του x  κϊθε παρϊςταςη τησ μορφόσ  𝛂𝐱𝛎  

όπου α εύναι ϋνασ πραγματικόσ αριθμόσ                                                                  

και ν ϋνασ θετικόσ ακϋραιοσ. 

 

Β. Πολυώνυμο 

▶ Ϊςτω  x  μια μεταβλητό που μπορεύ να πϊρει 

οποιαδόποτε πραγματικό τιμό.                                                   

Καλούμε πολυώνυμο του x  κϊθε παρϊςταςη τησ μορφόσ  

𝛂𝛎 ∙ 𝐱𝛎 + 𝛂𝛎−𝟏 ∙ 𝐱𝛎−𝟏 + ⋯ + 𝛂𝟏 ∙ 𝐱 + 𝛂𝟎                                                          

όπου  ν  εύναι ϋνασ φυςικόσ αριθμόσ και  α0 , α1 , … , αν                                 

εύναι πραγματικού αριθμού  

 

▶ Ϊςτω το πολυώνυμο  P x = αν ∙ xν + αν−1 ∙ xν−1 + ⋯ + α1 ∙ x + α0 . Σότε :                                                             

α  τα μονώνυμα  αν ∙ xν , αν−1 ∙ xν−1, … , α1 ∙ x , α0  λϋγονται  όροι του πολυωνύμου                                                     

β  οι αριθμού  αν  , αν−1 ,…, α1 ,  α0   λϋγονται  ςυντελεςτϋσ του πολυωνύμου                                                             

γ  ο αριθμόσ  α0   λϋγεται  ςταθερόσ όροσ του πολυωνύμου 
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█ Σο ςταθερό και μη μηδενικό 

πολυώνυμο ϋχει βαθμό μηδϋν. 

█ Για το μηδενικό πολυώνυμο                             

δεν ορύζεται βαθμόσ. 

█ Αν ιςχύει 𝐏 𝛒 = 𝟎  τότε ο 

αριθμόσ ρ λϋγεται ρύζα του 

πολυωνύμου 

█ Σο ςταθερό πολυώνυμο 

P x = c  ϋχει την ύδια τιμό  c  για 

κϊθε x ∈ ℝ 

█ Σα ύςα πολυώνυμα ϋχουν ύςεσ 

τιμϋσ για κϊθε x ∈ ℝ 

 

Γ. Βαθμόσ  Πολυωνύμου 

▶ Βαθμό ενόσ πολυωνύμου P x  ονομϊζουμε  τον 

μεγαλύτερο εκθϋτη του x  που εμφανύζεται ςτο πολυώνυμο 

με την προώπόθεςη ότι ο ςυντελεςτόσ του εύναι διϊφοροσ 

του μηδενόσ . 

 

 

Δ. Ιςότητα  Πολυωνύμων 

▶ Ϊςτω δύο πολυώνυμα :                                                                                                                                                                   

P x = αμ ∙ xμ + αμ−1 ∙ xμ−1 + ⋯ + α1 ∙ x + α0   και  Q x = βν ∙ xν + βν−1 ∙ xν−1 + ⋯ + β1 ∙ x + β0                  

με  μ ≥ ν.  Θα λϋμε ότι τα πολυώνυμα  P x   και  Q x   εύναι  ύςα  αν  ιςχύουν ςυγχρόνωσ :                                

α0 = β0  ,  α1 = β1 ,  ….  ,  αν = βν    και   αν+1 = αν+2 = ⋯ = αμ = 0 

 

Ε. Αριθμητικό  Σιμό  Πολυωνύμου 

▶ Ϊςτω το πολυώνυμο                                                                                        

P x = αν ∙ xν + αν−1 ∙ xν−1 + ⋯ + α1 ∙ x + α0   .                                                   

Αν αντικαταςτόςουμε ςτο πολυώνυμο το  x  με μια τιμό  

ρ ∈ ℝ  τότε ο αριθμόσ που προκύπτει λϋγεται                                            

αριθμητικό τιμό του πολυωνύμου  για  x = ρ                                              

και ςυμβολύζεται με  P ρ   

 

 

 

Ζ. Πρϊξεισ με  Πολυώνυμα 

▶ Η πρόςθεςη, η αφαύρεςη και ο πολλαπλαςιαςμόσ πολυωνύμων γύνονται χρηςιμοποιώντασ τισ 

ιδιότητεσ των πραγματικών αριθμών. 

▶ Για τον βαθμό του αθρούςματοσ και γινομϋνου δύο πολυωνύμων ιςχύουν :                                                        

α  Αν το ϊθροιςμα δύο μη μηδενικών πολυωνύμων εύναι ϋνα μη μηδενικό πολυώνυμο , τότε ο βαθμόσ 

του εύναι μικρότεροσ ό ύςοσ από το μϋγιςτο των βαθμών των δύο πολυωνύμων                                                  

β  Ο βαθμόσ του γινομϋνου δύο μη μηδενικών πολυωνύμων εύναι ύςοσ με το ϊθροιςμα των βαθμών των 

πολυωνύμων αυτών.  
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Ασκήσεις 
 

 

 

16.1 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = −3x4 + 5x3 − 6x2 + 7x +  5 .                                                                                        

Να γρϊψετε τουσ όρουσ, τουσ ςυντελεςτϋσ, καθώσ και τον ςταθερό όρο του πολυωνύμου. 

16.2 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = 2x − 1  και  Q x = x2 + x − 1 , να υπολογύςετε τα πολυώνυμα:                               

α  P x + Q x       β  2P x − Q x       γ  P x ∙ Q x         δ  P x ∙ Q x − 3P x       ε  P2 x + 2Q(x) 

16.3 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = x2 − 5x + 2  και  Q x = x3 + 3x + 1 , να υπολογύςετε τα :                               

α  P x + Q x       β  2P x − 3Q x       γ  P x ∙ Q x         δ  [P(x)]2       ( χολικό        

16.4 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = x3 − 3x + 1  και  Q x = 2x3 + 3x , να υπολογύςετε τα πολυώνυμα:                               

α  P x + Q x       β  P x − Q x       γ  P x ∙ Q x         δ  Q x − 2P x        

********************************************************************************************************** 

16.5 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (9λ3 − 4λ)x3 + (9λ2 − 4)x − 3λ + 2 . Να βρεύτε τον βαθμό του 

πολυωνύμου για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ             χολικό   

16.6  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (α3 − 2α2 − 3α)x3 +  α2 − 3α x2 − (α2 − 2α − 3)x − α + 3                                           

Να βρεύτε τον βαθμό του πολυωνύμου για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ 

16.7 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (λ2 − 1)x2 +   λ − 1 x + λ + 1 . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ ώςτε το 

πολυώνυμο να εύναι μηδενικού βαθμού. 

********************************************************************************************************** 

16.8 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (4μ3 − μ)x3 + 4  μ2 −
1
4
 x − 2μ + 1                                                                                            

Να βρεύτε για ποια τιμό του μ ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x   εύναι το μηδενικό.    ( χολικό         

16.9 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (α2 − 1)x2 +  α2 − α x + α2 + 2α − 3                                                                                                

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x   εύναι το μηδενικό. 

16.10 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (α3 − 4α)x3 −  α2 − 2α x2 + (α2 − 3α + 2)x + α2 − 4                                             

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x   εύναι το μηδενικό. 

********************************************************************************************************** 

16.11 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (α2 − 1)x3 +  α2 + 2α − 3 x2 +  α2 − α x + 5α − 8                                                                                                

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x   εύναι ςταθερό. 

16.12 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ3 + λ2 − 6λ x2 +  λ2 + λ − 6 x − λ + 2  .                                                                      

Να βρεύτε για ποια τιμό του λ ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x   εύναι ςταθερό. 

16.13 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = (α2 − 1)x2 +   α − 1 x + α2 − 3α + 2                                                                                                

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x  να εύναι :                                                                                         

α  μηδενικό πολυώνυμο                             β  ςταθερό μη μηδενικό πολυώνυμο 
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********************************************************************************************************** 

16.14 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = (α2 − 3α)x3 + x2 + α  και Q x = −2x3 + α2x2 +  α3 − 1 x + 1                                                                                      

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ τα πολυώνυμα  P x  και Q x  εύναι ύςα .     χολικό   

16.15 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = α2x3 +  α2 + 5α x2 + α2x − 10  και                                                                                       

Q x = 4x3 + 2 α − 1 x2 − 2αx − α2 + 3α. Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ τα πολυώνυμα  P x                                   

και Q x  εύναι ύςα . 

16.16 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = (α2 − 2α − 3)x3 +  α2 − 2α x2 −  α2 − 4 x + 2                                                                                       

και   Q x =  9 − 2α x2 +  4 − 3α x +  α − 1 .                                                                                                                    

Να βρεύτε για ποια τιμό του  α ∈ ℝ τα πολυώνυμα  P x  και Q x  εύναι ύςα . 

16.17 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = λx2 −  λ − κ x + μ − 2λ  και  Q x =  μ − λ x2 + 4x + κ + λ                                                                                     

Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ των κ, λ, μ ∈ ℝ τα πολυώνυμα  P x  και Q x  εύναι ύςα . 

********************************************************************************************************** 

16.18 Δύνεται το πολυώνυμο P x = x3 − x2 + x − 1 .                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε την αριθμητικό τιμό του πολυωνύμου για  x = 3                                                                                                     

β  Να εξετϊςετε αν οι αριθμού  1 , 2 και − 1 εύναι ρύζεσ του πολυωνύμου. 

16.19 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 − κx2 + 5x + κ , κ ∈ ℝ                                                                                                               

Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζα το 2 , να  βρεύτε το κ .                       χολικό   

16.20 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + x2 + kx + 2 , k ∈ ℝ                                                                                                               

Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζα το −2 , να δεύξετε ότι  κ = −1            

16.21 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = −x3 + x2 − λx + λ2 + 20 , λ ∈ ℝ                                                                                                               

Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζα το 3 , να βρεύτε τον αριθμό λ  

16.22 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + αx2 + βx − 6 , α, β ∈ ℝ            χολικό                                                                                                        

Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζεσ τουσ αριθμούσ   −2 και 3 , να βρεύτε τα α και β 

16.23 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 − βx + 12 , α, β ∈ ℝ                                                                                                               

Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζεσ τουσ αριθμούσ   −2 και 3 , να βρεύτε τα α και β 

16.24 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = x2 −  2α + 1 x + 2β  και  Q x = x2 −  β + 2 x + 5α . Να βρεύτε                

τουσ αριθμούσ  α, β ∈ ℝ  ώςτε το  3  να εύναι κοινό ρύζα των  P x   και Q x  . 

16.25 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 +  α2 + 1 x2 +  α2 − α x − α2  , α ∈ ℝ . Να βρεύτε για ποιεσ                             

τιμϋσ του α ∈ ℝ  η αριθμητικό τιμό του P x   για  x = −2  εύναι ύςη με 4 . 

16.26 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 5x2 + 3αx + α2 − 2. Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  α ∈ ℝ                                 

η αριθμητικό τιμό του πολυωνύμου για  x = −1 εύναι ύςη με 1 .             χολικό   

16.27 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x2 + 2x + 5. Να βρεύτε το α ∈ ℝ  ώςτε να ιςχύει  P α − 1 = 13 
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16.28 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = −3x2 +  λ − 1 x + λ λ + 1 .  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  για τισ 

οπούεσ ιςχύει  P 1 − 4λ + 1 = 0 

16.29 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + λx2 + μx + 6  . Αν  P −2 = −12  και ο αριθμόσ   1  εύναι ρύζα 

του πολυωνύμου , τότε να βρεύτε τα  λ, μ ∈ ℝ        χολικό   

16.30 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ − 4 x4 + μx3 − x2 − x − 2  . Αν  P 1 = −4  και ο αριθμόσ   −1  

εύναι ρύζα του πολυωνύμου , τότε να δεύξετε ότι  λ = 5  και  μ = −1       

16.31 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = −x3 + αx2 + βx + 4 , α, β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ  ώςτε                                                      

να ιςχύουν  P −1 = 10  και  P 2 = −2                                                                                                               

16.32 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  α − 1 x3 + αx2 −  3α − β x + 3β                                                                                                

Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ το πολυώνυμο  P x  να ϋχει ρύζα το 2 και η αριθμητικό τιμό του  για  x = −1                               

να εύναι 6 . 

********************************************************************************************************* 

16.33 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = αx3 − 4x + 10  και  Q x = −2x3 + α2x + α2 − 7α .                                                                                    

Να βρεύτε για ποια τιμό του α ∈ ℝ  το ϊθροιςμα των πολυωνύμων, εύναι το μηδενικό πολυώνυμο. 

16.34 Να βρεύτε πολυώνυμο  P(x)  για το οπούο ιςχύει   2x + 1 P x = 2x3 − 9x2 − 3x + 1    χολικό   

16.35 Να βρεύτε πολυώνυμο  P(x)  για το οπούο ιςχύει   2x − 3 P x = 2x3 + 7x2 − 17x + 3  

16.36 Να βρεύτε πολυώνυμο  P(x)  για το οπούο ιςχύει   x − 3 P x = x3 − 3x2 − 4x + 12 

16.37 Αν για το πολυώνυμο P(x) εύναι  P 3x + 5 = x3 − x2 + 12 , να δεύξετε ότι το  −1 εύναι ρύζα                               

του P(x)   

16.38 Αν για το πολυώνυμο P(x) ιςχύει  P x − 1 = x2 + 2x − 5  τότε να βρεύτε :                                                         

α  το πολυώνυμο P(x)                                                                                                                                                                                    

β  το πολυώνυμο Q(x) για το οπούο ιςχύει  P x ∙ Q x = 2x3 + 5x2 − 16x + 6 

16.39 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 − 2x                                                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πολυώνυμο  Q x = P 2x − P(x − 1)                                                                                                                      

β  Να βρεύτε τον βαθμό, τουσ όρουσ, τουσ ςυντελεςτϋσ και τον ςταθερό όρο του Q(x)                                                                        

γ  Να εξετϊςετε αν οι αριθμού  −2 και − 1  εύναι ρύζεσ του Q(x) 

16.40 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = λx3 +  λ − μ x2 − 4λx + 3 . Αν  P −2 = 15  και ο αριθμόσ   1                        

εύναι ρύζα του πολυωνύμου , τότε :                                                                                                                                                            

α  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ λ και μ                                                                                                                                                           

β  Δύνεται πολυώνυμο Q(x) για το οπούο ιςχύει   2x − 1 Q x = P(x). Να βρεύτε το πολυώνυμο Q x                                    

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  P −1 ∙ ημ2x − 18 ∙ ςυνx = P Q −2   
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17. Διαύρεςη Πολυωνύμων 

       

                                                                                                                                                        

Α. Σαυτότητα  τησ  Διαύρεςησ  

Για κϊθε ζεύγοσ πολυωνύμων Δ(x) και δ(x) με  δ x ≠ 0                                                                                                       

υπϊρχουν δύο μοναδικϊ πολυώνυμα  π x  και  υ x                                                                                                                    

τϋτοια, ώςτε    

 

 

 

όπου το  υ x  ό εύναι το μηδενικό πολυώνυμο ό ϋχει βαθμό μικρότερο από τον βαθμό του δ x  . 

 

Β. Σϋλεια  Διαύρεςη  

Η διαύρεςη δύο πολυωνύμων λϋγεται τϋλεια ,                                                                                                                                                   

όταν το υπόλοιπό τησ εύναι μηδϋν .                                       

την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι :                                                                                                                                                 

το  Δ(x) διαιρεύται  με το δ(x)   ό                                                                                                                                              

το δ(x)  διαιρεύ   το  Δ(x)  ό                                                                                                                                                         

το δ(x)  εύναι  διαιρϋτησ  του  Δ(x)  ό                                                                                                                                       

το δ(x)  εύναι  παρϊγοντασ  του  Δ(x)          

 

Γ. Τπόλοιπο τησ Διαύρεςησ  𝐏 𝐱 :  𝐱 − 𝛒     

 

                                                                                                 

 

Η ταυτότητα τησ διαύρεςησ  του P x  με το πολυώνυμο  x − ρ  εύναι  P x =  x − ρ ∙ π x + υ x  .                   

Επειδό ο διαιρϋτησ  x − ρ  εύναι 1ου βαθμού, το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ θα εύναι ϋνα ςταθερό                          

πολυώνυμο υ. Ϊτςι η ταυτότητα τησ διαύρεςησ γύνεται:  P x =  x − ρ ∙ π x + υ .                                                         

Θϋτουμε  x = ρ ςτην παραπϊνω ιςότητα και προκύπτει:                                                                                              

P ρ =  ρ − ρ ∙ π ρ + υ ⇔ P ρ = 0 ∙ π ρ + υ ⇔ P ρ = υ .       

 

𝚫 𝐱 = 𝛅 𝐱 ∙ 𝛑 𝐱 + 𝛖 𝐱  

Σο Δ(x) λϋγεται διαιρετϋοσ,                      

το δ(x) διαιρϋτησ ,                                                   

το π x  πηλύκο ,                                                      

το υ x  υπόλοιπο τησ διαύρεςησ 

𝚫 𝐱 = 𝛅 𝐱 ∙ 𝛑 𝐱  

Όταν η διαύρεςη εύναι τϋλεια ,              

τότε η ταυτότητα τησ διαύρεςησ        

γρϊφεται 

Σο υπόλοιπο τησ διαύρεςησ ενόσ πολυωνύμου 𝐏 𝐱   με το  𝐱 − 𝛒 εύναι ύςο με την 

τιμό του πολυωνύμου  για  𝐱 = 𝛒 . Εύναι δηλαδό  𝛖 = 𝐏 𝛒                  
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Δ. Σο   𝐱 − 𝛒  παρϊγοντασ του  𝐏 𝐱     

 

                 

 

∎ Ϊςτω ότι το  x − ρ  εύναι παρϊγοντασ του P x , τότε ιςχύει  P x =  x − ρ ∙ π x  .                                                            

Θϋτουμε x = ρ ςτην παραπϊνω ιςότητα και:  P ρ =  ρ − ρ ∙ π ρ ⇔ P ρ = 0 ∙ π ρ ⇔ P ρ = 0     

 ∎ Ϊςτω ότι το ρ εύναι ρύζα του P x , δηλαδό θα ιςχύει  P ρ = 0                                                                              

Σότε από την ταυτότητα τησ διαύρεςησ του  P x  με  το  x − ρ  ϋχουμε :                                                                  

P x =  x − ρ ∙ π x + υ ⇔ P x =  x − ρ ∙ π x + P ρ ⇔ P x =  x − ρ ∙ π x                                                            

που ςημαύνει ότι το  x − ρ  εύναι παρϊγοντασ του P x  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ϊνα πολυώνυμο 𝐏 𝐱   ϋχει παρϊγοντα  το  𝐱 − 𝛒 αν και μόνο αν το  ρ εύναι ρύζα         

του 𝐏 𝐱 . Δηλαδό αν και μόνο αν  𝐏 𝛒 = 𝟎 
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Ασκήσεις 
 

  

 

 

17.1 Να γύνουν οι διαιρϋςεισ και να γραφεύ ςε κϊθε περύπτωςη η ταυτότητα τησ διαύρεςησ:                                        

α   2x3 − 3x2 − x + 7 :  2x + 3                                      β   2x3 + 3x2 + 3x + 1 :  2x + 1                                                    

γ)  x4 − 2x3 + 5x2 − 4x + 6 :  x2 − 2x + 3                δ   x4 − x3 + 2x2 + x + 1 :  x2 − x + 1  

17.2 Να γύνουν οι διαιρϋςεισ και να γραφεύ ςε κϊθε περύπτωςη η ταυτότητα τησ διαύρεςησ:                                        

α   x3 − 6x2 + 7 :  x + 1                                                   β   2x3 + 7x2 − 9 :  2x + 3                                                    

γ   3x4 − 5x3 − 10x2 + 20x − 8 :  3x − 2                δ   x3 + 2x2 + 4x + 3 :  x2 + 1  

17.3 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + 7x2 − 18x + 8                                                                                                                    

α  Να αποδεύξετε ότι το  3x − 2  εύναι διαιρϋτησ του  P x                                                                                                                                                       

β  Να παραγοντοποιόςετε το P x  

17.4 Η διαύρεςη του πολυωνύμου  P x   με το  x2 + 1  δύνει πηλύκο  3x + 2  και υπόλοιπο   −x + 3                         

Να βρεύτε το πολυώνυμο P x                                                                                                                                                                                                   

17.5 Η διαύρεςη του πολυωνύμου  P x   με το  x2 + 3x  δύνει πηλύκο  x2 − x + 2  και υπόλοιπο  −2x − 6                        

α  Να βρεύτε το πολυώνυμο P x                                                                                                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι το  x2 + 2  εύναι παρϊγοντασ του  P x                                                                                                                              

γ  Να παραγοντοποιόςετε το P x    

17.6 Η διαύρεςη του πολυωνύμου  P x   με το  x2 − 3x  δύνει πηλύκο  x2 + x + 9  και υπόλοιπο  21x + 9                        

α  Να βρεύτε το πολυώνυμο P x                                                                                                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι το  x2 + 3  διαιρεύ το  P x                                                                                                                              

γ  Να απλοποιόςετε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ   f x = 
P(x)

x2+ 3
   

********************************************************************************************************** 

17.7 Με τη βοόθεια του ςχόματοσ Horner να βρεύτε το πηλύκο και το υπόλοιπο των διαιρϋςεων:                              

α   x3 − 2x2 + 3x − 1 :  x − 2                                       β   x3 − 5x2 + 7x − 3 :  x − 2                                                                                                 

γ)  x4 − x2 + x + 1 :  x + 1                                            δ)  2x3 − x2 + 7x + 5 :  x + 1  

17.8 Με τη βοόθεια του ςχόματοσ Horner να βρεύτε το πηλύκο και το υπόλοιπο των διαιρϋςεων:                              

α   x3 − 2x2 + x − 1 :  x − 2                                         β   2x3 − x2 + 3x − 2 :  x − 1                                                                                                 

γ   x4 + 2x3 − x2 − 3x − 1 :  x + 1                             δ   x5 − x2 + x − 2 :  x − 2  

17.9 Με τη βοόθεια του ςχόματοσ Horner μόνο, να αποδεύξετε ότι το πολυώνυμο                                                         

P x = 2x3 − 5x2 − 6x − 9   διαιρεύται με το   x − 1  x − 3   και να βρεύτε το πηλύκο. 

17.10 Με τη βοόθεια του ςχόματοσ Horner μόνο, να αποδεύξετε ότι το πολυώνυμο                                                         

P x = 2x4 − 6x3 + 5x2 − 3x + 2   διαιρεύται με το  x − 1  x − 2  και να βρεύτε το πηλύκο  χολικό  
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17.11 Με τη βοόθεια του ςχόματοσ Horner μόνο, να αποδεύξετε ότι το πολυώνυμο                                                         

P x = x4 + 2x3 − 3x2 − 8x − 4   διαιρεύται με το  x + 1 2 και ςτη μετϊ να παραγοντοποιόςετε το P x  

********************************************************************************************************* 

17.12 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − 3x2 + x − 5 . Να βρεύτε τα υπόλοιπα των διαιρϋςεων:                        

α  P x ÷  x − 2                           β  P x ÷  x + 1  

17.13 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − x2 + 4x + 1 . Να βρεύτε τα υπόλοιπα των διαιρϋςεων:                        

α  P x ÷  x − 1                           β  P x ÷  x + 2  

17.14 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + x2 − 15x − 18 . Να εξετϊςετε ποιο από τα επόμενα 

πολυώνυμα εύναι παρϊγοντεσ του P x  :           α  x − 3              β  x + 1               γ  x + 2 

17.15 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 − x − 6 . Να εξετϊςετε ποιο από τα επόμενα πολυώνυμα εύναι 

παρϊγοντεσ του P x  :           α  x − 2              β  x + 1                

17.16 Δύνεται το πολυώνυμο  g x = κ2x4 + 3κx2 − 4. Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ  ώςτε το  x − 1  να  εύναι 

παρϊγοντασ του  g x      χολικό  

17.17 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − 2αx + α2 − 17. Να βρεύτε το  α ∈ ℝ  ώςτε το  x + 1 να     

εύναι παρϊγοντασ του  P x  

17.18 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2αx3 −  α + 3 x + 3α + 3. Να βρεύτε το  α ∈ ℝ  ώςτε το υπόλοιπο 

τησ διαύρεςησ του P x   με το  x + 1  να εύναι 12 . 

17.19 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = λ2x3 + x2 +  λ + 1 x + λ2 + 4. Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ  ώςτε το 

υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του P x   με το  x + 1  να εύναι 3 . 

17.20 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx + 4 , α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                             

αν το  x − 2 εύναι παρϊγοντασ του P x   και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 8 

17.21 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx − α + 1 , α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                             

αν το  x − 3 εύναι παρϊγοντασ του P x   και η διαύρεςη  P x ÷  x + 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 5 

17.22 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx4 + x3 + βx2 − x − 2 . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ  αν τα   x − 1                               

και   x − 2   εύναι παρϊγοντεσ του P x    

17.23 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = λx3 +  2μ − 1 x2 +  λ − μ x + 1 , λ , μ ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  λ, μ ∈ ℝ                             

αν το  x − 1  εύναι παρϊγοντασ του P x   και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 4 

17.24 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 +  2β − 1 x2 +  α − β x + 1 , α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                             

αν το  x − 1 εύναι παρϊγοντασ του  P x  και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 4 

17.25 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 − κx2 +  λ − 1 x + 5, λ , κ ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  λ, κ ∈ ℝ                             

αν το    x − 1 ∙  x + 2  εύναι παρϊγοντασ του P x    

17.26 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + λx2 +  μ − 2 x + 3, λ , μ ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  λ, μ ∈ ℝ                             

αν το   x2 + x − 2  εύναι παρϊγοντασ του P x    
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17.27 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx + β − α + 1, α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                             

αν το   x2 + x − 6  εύναι παρϊγοντασ του P x    

17.28 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + λx2 + 6x + μ, λ , μ ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  λ, μ ∈ ℝ                                                 

αν το   x − 3 2 εύναι παρϊγοντασ του P x    

17.29 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx − 12, α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                                                 

αν το   x + 2 2 εύναι παρϊγοντασ του P x    

17.30 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 6x3 − 7x2 + αx + β , α , β ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ                             

αν το  3x − 2  εύναι παρϊγοντασ του P x   και η διαύρεςη  P x ÷  2x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 3. 

17.31  Σο υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του P x  με το  x + 1 εύναι  7  και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του  P x                              

με το  x − 4 εύναι   −3 . Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x2 − 3x − 4  

17.32 Σο υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του P x  με το  x + 1 εύναι  3  και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του  P x                              

με το  x − 2 εύναι   −3 . Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x2 − x − 2  

17.33 Δύνεται το πολυώνυμο  P x  για το οπούο ιςχύει  P 4x − 5 = x3 − 2x2 + 7x + 6 .                                            

α  Να αποδεύξετε ότι το  P x   ϋχει παρϊγοντα το  x + 1                                                                                                             

β  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x − 3  
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18. Πολυωνυμικϋσ Εξιςώςεισ και Ανιςώςεισ 

 
 

 

Α. Πολυωνυμικό  Εξύςωςη  

Πολυωνυμικό εξύςωςη βαθμού  ν  ονομϊζουμε                                                                                                                                 

κϊθε εξύςωςη τησ μορφόσ                                                                                                                                                                     

αν ∙ xν + αν−1 ∙ xν−1 + ⋯ + α1 ∙ x + α0 = 0  , αν ≠ 0 .   

 

 

 

Β. Θεώρημα  Ακϋραιων  Ριζών    

 

                 

 

Αν ο  ρ ≠ 0  εύναι ρύζα τησ εξύςωςησ , τότε η εξύςωςη επαληθεύεται για  x = ρ , δηλαδό ιςχύει:                         

ανρ
ν + αν−1ρν−1 + ⋯ + α1ρ + α0 = 0 ⇔ α0 = −ανρ

ν − αν−1ρν−1 − ⋯ − α1ρ                                                           

⇔ α0 = ρ(−ανρ
ν−1 − αν−1ρν−2 − ⋯ − α1)     

Επειδό οι  ρ, α1, α2 , … , αν   εύναι ακϋραιοι , ϋπεται ότι και ο αριθμόσ  −ανρ
ν−1 − αν−1ρν−2 − ⋯ − α1   θα                 

εύναι ακϋραιοσ. Οπότε από την τελευταύα ιςότητα ςυμπεραύνουμε ότι ο  ρ εύναι διαιρϋτησ του  α0  .                                                      

 

 

 

 

 

  

 

 

Ϊνασ αριθμόσ  ρ  λϋγεται ρύζα  τησ 

εξύςωςησ, αν και μόνο αν:     

ανρ
ν + αν−1ρν−1 + ⋯ + α1ρ + α0 = 0 

Ϊςτω η πολυωνυμικό εξύςωςη  𝛂𝛎 ∙ 𝐱𝛎 + 𝛂𝛎−𝟏 ∙ 𝐱𝛎−𝟏 + ⋯ + 𝛂𝟏 ∙ 𝐱 + 𝛂𝟎 = 𝟎 με 

ακϋραιουσ ςυντελεςτϋσ. Αν ο ακϋραιοσ  𝛒 ≠ 𝟎  εύναι ρύζα τησ εξύςωςησ,                                       

τότε ο  ρ  εύναι διαιρϋτησ του ςταθερού όρου  𝛂𝟎 
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Ασκήσεις 
 

 

 

18.1 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                    

α  5x4 = 6x2         β  x3 + 2x2 − 9x − 18 = 0          γ  x3 + x2 − 2 = 0         δ  x3 − 7x + 6 = 0   χολικό  

18.2 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                    

α  x3 + 3x2 − 10x = 0                   β  x4 + 8x = 0              γ  x5 = 9x3               δ  x3 + 2x2 − x − 2 = 0 

18.3 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                    

α  x3 − 16x = 0             β  x4 + 27x = 0           γ) x2 x − 2 = 9 x − 2              δ)  x4 + 5x3 + 6x2 = 0   

18.4 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                                                 

α  x3 − 3x2 + 2x − 6 = 0      β  x3 − x2 − 9x + 9 = 0     γ  2x3 − 5x2 = 5 − 2x      δ  x3 − 2 = 2x2 + x 

18.5 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x8 − 15x4 − 8 = 0       β   x − 1 6 − 9 x − 1 3 + 8 = 0      γ  6  
x

x +1
 

2

+ 5  
x

x +1
 − 6 = 0    χολικό ) 

18.6 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x6 + 7x3 − 8 = 0                β  x4 − 9x2 + 8 = 0                      γ   2x − 5 4 − 10 2x − 5 2 + 9 = 0     

******************************************************************************************************* 

18.7 Να βρεύτε τισ ακϋραιεσ ρύζεσ των εξιςώςεων:                                                                                                                 

α  x3 − 3x2 + x + 2 = 0                 β  3x3 + 8x2 − 15x + 4 = 0              χολικό   

18.8 Να βρεύτε τισ ακϋραιεσ ρύζεσ των εξιςώςεων:                                                                                                                 

α  2x4 + 2x3 − 5x2 − x + 2 = 0                 β   x3 − 6x + 5 = 0             

********************************************************************************************************** 

18.9 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  x3 − 3x2 − 6x + 8 = 0                     β  x3 − x2 − 3x + 2 = 0                      γ   x3 + 4x2 − 7x + 2 = 0      

18.10 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  x3 + 3 = 2x(1 − x)                     β  x3 − 6x2 + 11x − 6 = 0                      γ   x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0        

18.11 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  2x3 − x2 − 7x + 6 = 0                  β  3x3 − 5x2 − 11x − 3 = 0                γ   x3 − 3x2 − 10x + 24 = 0      

18.12 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  2x3 − x − 1 = 0                        β  x3 − 7x − 6 = 0                        γ   x3 − 3x + 2 = 0      

18.13 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  x4 − 2x3 − 7x2 + 8x + 12 = 0                      β  x4 − x3 − 4x2 − 2x − 12 = 0    

18.14 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  −x4 − x3 + 5x2 − x + 6 = 0                      β  x4 − 6x2 + 8x − 3 = 0   
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18.15 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α  3x x − 1 2 = x + 5 −  x − 3 2                β   x − 1 3 − 15x = 3 − 3 x − 2  x + 2  

18.16 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                 

α   
1
2

x3 +
17
6

x2 + 3x −
4
3

= 0                  β   
1

12
x4 +

1
4

x3 −
1

12
x2 −

3
4

x −
1
2

= 0 

18.17 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + (3α − 1)x − 8α , α ∈ ℝ . Αν το  x − 2 εύναι παρϊγοντασ 

του πολυωνύμου τότε :                                                                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0            

18.18 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 +  β − 1 x2 − 3x − 2β + 6 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 1 εύναι 

παρϊγοντασ του πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  2                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 2  και  β = 4                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0            

18.19 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + αx3 + βx2 − 16x − 12 , α , β ∈ ℝ . Αν τα  x + 1 και  x − 2 εύναι 

παρϊγοντεσ του πολυωνύμου  τότε :                                                                                                                                                             

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β .                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                 χολικό                                                                                                                                               

18.20 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + αx2 + βx + α , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 2 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 18                                                                                                         

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β .                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                   

18.21  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 − 3x3 + 2x2 + αx + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 2 εύναι παρϊγοντασ 

του πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 2                                                                                                         

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β .                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                   

******************************************************************************************************* 

18.22 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                      

με τον ϊξονα  x’x :                                                                                                                                                                                         

α  f(x) = 2x4 + 16x                β  f(x) = x3 − 3x2 + 4                     γ  f(x) = x3 − x2 − x + 1 

18.23 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                      

με τον ϊξονα  x’x :                                                                                                                                                                                         

α  f x = 3x3 − 3x2 − 5x − 2                 β  f x = 4x3 − 3x − 1      χολικό                        

18.24 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                      

με τον ϊξονα  x’x :                                                                                                                                                                                         

α  f x = 3x3 + 8x2 − 15x + 4                  β  f x = x4 + 3x3 − x2 − 9x − 6           
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18.25 Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη  f x = 2x3 + αx2 − 11x − 2α . Αν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται 

από το ςημεύο Μ(−1 , 6) τότε να βρεύτε :                                                                                                                                                             

α  την τιμό του  α ∈ ℝ                                                                                                                                                                        

β  τα κοινϊ ςημεύα τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  με τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y 

18.26 Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη  f x = 2x4 − x3 + αx2 − 5x + 6 . Αν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται 

από το ςημεύο Μ(−2 , 0) τότε:                                                                                                                                                             

α  Να δεύξετε ότι  α = −14                                                                                                                                                                         

β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  με τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y . 

******************************************************************************************************** 

18.27 Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων των παρακϊτω ςυναρτόςεων  f  και  g :                  

α  f(x) = x3 − 6x2 + 1  και  g x = x2 + 3x − 20                                                                                                                                

β  f x = 2x3 + 7x2   και  g x = x4 + 8x + 12                                                                                                                                 

γ  f x = 2x3 + x − 3  και  g x = x3 + 2x + 3 

18.28 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = 2x3 + αx2 − 13x + β  και  g x = x3 − βx2 + αx + 10 .                           

Αν διαύρεςη  f x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 12  και η  g(x) ϋχει παρϊγοντα το  x + 2,να βρεύτε: 

α  τισ τιμϋσ των  α , β ∈ ℝ                                                                                                                                                          

β  τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων  f  και  g        

******************************************************************************************************** 

18.29 Να βρεύτε το πρόςημο των παρακϊτω γινομϋνων για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του x :                                                         

α  P x =  x − 1  x2 − 6x + 8                                  β  P x =  3x − 1  x2 − 4                                                                

γ  P x =  1 − x2  x2 − 5x + 6  x2 + 2                δ  P x =  3x2 − x − 2  −x2 + 6x − 9  

18.30 Να βρεύτε το πρόςημο των παρακϊτω γινομϋνων για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του x :                                                         

α  P x =  2 − 3x  x2 − x − 2  x2 − x + 1                                                                                                                            

β  P x =  −x2 + 4  x2 − 3x + 2  x2 + x + 1             χολικό   

18.31 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α   x − 3  x2 − 4x + 3 ≤ 0       β   x2 − 4  −x2 + 3x + 10 ≥ 0     γ   x2 − 7x + 12  −x2 + 5x − 6 ≤ 0 

18.32 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α   x + 2  x2 − 3x + 2 < 0          β   x2 − 1  x2 − 5x + 6 > 0          γ   x2 + 1  x2 − x − 2 ≤ 0 

18.33 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α   x − 2  2x2 − 3x + 1  x2 − x − 2 > 0             β   x3 − x  −x2 + x − 5 ≥ 0                                                                             

γ   8 − x  1 + x 2(10 − x) ≤ 0                                 δ   x2 − 10x  x2 − 49 < 0           

18.34 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x x2 − x − 6  x2 − x − 2 < 0    β  x2 9 − x2  2 − x > 0   γ   2 − x  x2 − 3x + 2  −x2 + 2x − 1 ≥ 0 

18.35 Να βρεύτε τισ κοινϋσ λύςεισ των ανιςώςεων                                                                                                             

 x + 2  x2 − 4x ≤ 0       και        x − 2  x2 + 4x + 3 > 0                   
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18.36 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x3 + 4x2 − 12x ≥ 0              β  x3 + 3x2 < 4𝑥 + 12                γ  x4 > 8𝑥 

18.37 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x3 − 5x2 + 4x > 0                β  x3 + 6x2 + 10x + 3 < 0                  γ  β  −x3 + 3x + 2 < 0 

18.38 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  2x3 − x2 − 7x + 6 > 0              β  x3 − 4x2 + 5x − 2 ≤ 0                γ  x4 − x3 − 7x2 + 13x − 6 ≥ 0 

18.39  Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x4 − 6x3 + 11x2 − 6x ≥ 0               β  3x3 + 3x2 + 10 > x4 + 15x        γ  x4 − 2 ≤ x 1 − x − x3 

18.40 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  2x5 − 162x ≤ 0              β   x3 − x2 + 2x − 2  x2 − 9 > 0            γ   2x3 − 5x2 − 6x + 9 > 0                         

δ  x3 − 4x2 − 3x + 18 ≤ 0            χολικό   

18.41 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                           

α  x3 + 2x2 + 3x + 6 > 0             β  x4 − 6x3 + 22x2 − 30x + 13 ≤ 0              γ  x3 − 3x + 2 < 0                                               

δ  x4 − x3 + x2 − 3x + 6 ≥ 0            χολικό   

18.42 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + αx2 − 2x + α + 15 , α ∈ ℝ . Αν το  x − 2 εύναι παρϊγοντασ 

του πολυωνύμου τότε :                                                                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≤ 0            

18.43 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = κx3 + λx2 + x − 1 , κ, λ ∈ ℝ . Αν το  x2 − 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου τότε :                                                                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ κ , λ                                                                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≤ 0            

18.44 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = 3x3 + αx2 − 10x − 3β + 1  και  Q x = x3 − 5x2 + βx + α + 2 .               

Αν η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 29 και το Q x  ϋχει παρϊγοντα το  x − 1 :              

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β                                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≥ Q(x)      

18.45 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + αx2 − 13x + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 24                                                                                                         

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β                                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0    

18.46 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − 13x − 5α , α ∈ ℝ . Αν το  x − 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου τότε :                                                                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0                                                                                                                                    

γ  Να βρεύτε το πρόςημο του γινομϋνου  A = P(−99) ∙ P(− 3 ) ∙ P( 2) ∙ P( 7) ∙ P(2020)             

*******************************************************************************************************         
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18.47 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x4 − 5x3 + 3x2 + x  βρύςκεται 

κϊτω από τον ϊξονα  x’x .            χολικό   

18.48 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x4 − 7x3 + 17x2 − 17x + 6   

βρύςκεται πϊνω από τον ϊξονα  x’x .  

18.49 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x4 − 5x3 + 5x − 1   βρύςκεται 

πϊνω από τον ϊξονα  x’x . 

18.50 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x3 − x − 6  δεν βρύςκεται πϊνω 

από τον ϊξονα  x’x . 

******************************************************************************************************* 

18.51 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = 6x3 + 4x2 − 7x − 11  βρύςκεται 

κϊτω από την γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  g x = 3x2 + 4x − 5    

18.52 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x4 + 6x  βρύςκεται πϊνω από την 

γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  g x = 2x3 + 2x2 + 3    

18.53 Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f x = x4 + x3 − 3x2 + x  βρύςκεται 

κϊτω από την ευθεύα   y = 5x + 4    

18.54 Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ   f x = 2x3 + αx2 − 17x + 4α  διϋρχεται από τo                               

ςημεύο  Κ(3 , −36)                                                                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε την τιμό του  α ∈ ℝ                                                                                                                                                         

β  Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  βρύςκεται :                                                                   

β1  πϊνω από τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                           

β2  κϊτω από την γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  g x = x3 − 7x − 36                                        
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19. Εξιςώςεισ και Ανιςώςεισ που ανϊγονται  

ςε Πολυωνυμικϋσ 

 

Ασκήσεις 

 

▶ Μια εξύςωςη λϋγεται κλαςματικό όταν ϋχει ϋνα τουλϊχιςτον κλϊςμα, ςτον παρονομαςτό 

του οπούου υπϊρχει πολυώνυμο του x . 

▶ Μια εξύςωςη λϋγεται  ϊρρητη  όταν περιϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα, που ϋχει ωσ υπόρριζη ποςότητα           

παρϊςταςη του  x . 

 

 

 

 

 

 

19.1 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α  
3x2− 1

x − 1
 − 

2

x2− 1
 = 

x2− 3x + 2

x
           β  

x2

x − 1
 − 

2

x + 1
 = 

4

x2− 1
          ( χολικό   

19.2 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α  x2 − 
2x

x − 1
  = x           β    

4

x2− 6x + 5
 + 

x − 6

x − 5
 = 

x

x − 1
 −1              γ)  

x − 2

x − 3
 + 

x2

x − 6
 − 

x2− 7x + 9

x2− 9x + 18
 = 0 

19.3  Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                      

α  2ημ3x + ςυν2x + 2ημx − 2 = 0          β  2ημ4x − 3ημ3x − 3ςυν2x − 3ημx + 4 = 0     ( χολικό   

19.4 Να λυθούν οι εξιςώςεισ:                                                                                                                                                                      

α  2ημ3x − 5ημ2x − 4ημx + 3 = 0          β  2ςυν4x − 3ςυν3x − 4ςυν2x + 3ςυνx + 2 = 0      

19.5 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 + βx + 2 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 2 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 6                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −5  και  β = 1                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  2ςυν3ω + 5ημ2ω + ςυνω − 3 = 0 

********************************************************************************************************** 
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19.6  Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
x − 2

x + 1
 > 0                 β  

2x + 1

x − 3
 ≤ 0                γ  

x2− x − 2

x2+ x − 2
 ≤ 0        ( χολικό   

19.7 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
7

x + 5
 ≥ 0                 β   

−4

2 − x
 < 0                γ    

4 − x

x + 3
 ≥ 0                  δ  

25 −x2

x + 2
 > 0 

19.8 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
x − 5

x + 9
 < 0                 β   

5x 

3x − 1
 < 0                γ   

 x + 2  3− x 

x + 9
 ≥ 0               δ   

2x − 1

x2− 4x + 3
 ≤ 0 

19.9 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α   
x − 3

x2+ 4x − 5
 > 0                β   

 x2−1  −x2+ x + 6 

x2− 2x − 8
 ≤ 0               γ   

x(x2+ 3x – 10)

− x2+ 4x − 4
 ≥ 0 

19.10 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α   
x

x2− 4
 > 0                β   

x2− 3x

4x2− 1
 ≤ 0               γ  

7x2− x − 6

9 − x2  ≤ 0 

19.11 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
2x + 3

x − 1
 > 4                  β  

x − 2

3x + 5
 ≤ 4                γ   

x2− 3x − 10

x − 1
 +2 ≤ 0             δ   

x

3x − 5
 ≤ 

2

x − 1
                                         

ε   
x

2x − 1
 ≥ 

3

x + 2
           ζ   x2 + 

2

2x − 1
 ≥ 

1

x 2x − 1 
      ( χολικό   

19.12  Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α   
3x 

2x2+ 1
 > 1                   β   

4 

x − 1
 < 𝑥 − 1                   γ   

x2  

x −1
 > 

 2

x2− 1 
 

19.13 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
3x − 1 

x + 2
 ≥ 2             β   

x2− 5 

x −2
 ≥ 4             γ   

2x2− 4x + 5 

x2+ 2
 ≥ 1            δ  

x 

x + 3
 + 

 3  

x
 ≤ 

 13  

x2+ 3x
 

19.14 Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                    

α  
2x 

x + 1
 ≤ 1                      β   

14x 

x + 1
 < 

9x − 30

x − 4
                 γ   

5x + 4 

x + 3
 < 

x + 2

1− x 
 

********************************************************************************************************** 

19.15 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   x3 = −4x                     β   3x − 2 = 4               γ   5x − 1 = −4              δ   x + 3 = x + 1                                          

ε   x + 3 =  10 − x + 1          ζ   x +  x + 20 = 10            η   x = 
x − 8

2 x
 +3           θ   1 + 2 x =  x + 1     

ι  x + 3 x − 10 = 0            κ   x23
+  x

3
− 6 = 0               χολικό   
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19.16 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   x = 4                β   x − 3 = 5                 γ    2 − x =  3 − 2x                 δ   x + 1 =  x2 + x + 1    

19.17 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   x − 3 = 2             β   x2 + 4x − 5 = 4           γ   x + 3 = x − 3         δ  x −  14 − 2x = 3 

19.18 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   5x + 10 = 8 − x                β   x2 − 2x + 6 = 2x − 3                 γ    x + 2 + 2 =  x + 14                                                      

δ  x +  x − 2 = 0             

19.19 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   12 − 2x + 2 = x         β   x + 8 −  x − 4 = 2        γ   1 + 4 x = 1 +  x         δ  x − 5 x + 4 = 0              

ε    x23
− 4  x

3
− 4 = 0            

19.20 Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   x − 1 = x − 1              β    x + 8 = 8x − 5         γ   x − 1 +  2 − x = 1       δ   x +  x + 2 = 2             

********************************************************************************************************** 

19.21 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   2x − 3 <  1 − 3x              β   x − 3 > 𝑥 − 5                χολικό   

19.22 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   2x − 1 <  9 − 3x          β   x − 6 −  2 − x < 0         γ   x − 3 ≥ x − 5          δ  x − 2 −  x > 0 

19.23 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   2x + 1 < 5            β   3x + 1 <  x + 3             γ   2x − 1 > 𝑥 + 2                δ   x2 − x − 12 < 𝑥 

19.24 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                            

α   x + 2 < 𝑥            β   x2 + 1 <  x + 3             γ   x2 + 1 > 𝑥                δ   x2 + 9 < 2x 
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20.1 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + 3x2 − 3x − 2                                                                                                               

α  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(x) = 0                                                                                                                                          

β  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(ςυνx) = 0                               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012   

20.2 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − 5x2 − 4x + 3                                                                                                               

α  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(x) = 0                                                                                                                                          

β  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(ςυνx) = 0                               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012   

20.3 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 −  α − 3 x3 − βx2 − x − 2  , α , β ∈ ℝ                                                                                 

Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x + 1  και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x − 1  εύναι  −4           

α  Να δεύξετε ότι  α = 4  και  β = 1                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  
P(x)

x − 2
   ≤ 0                               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012   

********************************************************************************************************* 

20.4 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = x3 − 6  , g x = 6x2 − 11x                                                                                                        

α  Να βρεθούν οι τετμημϋνεσ των ςημεύων τομόσ τουσ                                                                                                            

β  Να βρεθούν οι πραγματικϋσ τιμϋσ του x  για τισ οπούεσ η Cf   βρύςκεται κϊτω από την  Cg                              

  ΓΕΛ  ΑΙΔΗΧΟΤ  2013   

20.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  P x = 6x3 − λx2 − 4x + 4 , λ ∈ ℝ  και το ςημεύο Α −1 , −9   ανόκει ςτην 

γραφικό παρϊςταςη τησ  P x                                                                                                                                                                                    

α  Να αποδεύξετε ότι  λ = 11                                                                                                                                                                                                            

β  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(x) = 0 και να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ 

ςυνϊρτηςησ P(x  με τον ϊξονα y΄y                                                                                                                                                                                                                        

γ  Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ P(x  βρύςκεται πϊνω          

από τον ϊξονα των x                  ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2013   

20.6 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 + x2 + 8α2 − 4 , α ∈ ℝ , που εύναι 3ου βαθμού και ϋχει ρύζα το −2    

α  Να δεύξετε ότι  α = 1                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη P x >  x + 2  x + 5           ΓΕΛ  ΚΟΜΟΣΗΝΗ 2013   

 

 

 

20. Ενδοσχολικά Θέματα 

Εξετάσεων στα Πολυώνυμα 
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20.7  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − βx − 6 , α , β ∈ ℝ . Αν το −1  εύναι ρύζα του πολυωνύμου    

και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 8                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 2  και  β = 5                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη 4x + 7 ≥  
P(x)

x − 2
               ( 7o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

20.8 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + 5x2 + x − 1                                                                                                                       

α  Να κϊνετε την διαύρεςη  P x ÷  3x − 1   και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                      

β  Να λυθεύ η ανύςωςη  P x ≥ 0                          ( 3o ΓΕΛ  ΕΡΡΨΝ 2013   

20.9 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + αx3 + βx2 − 16x − 12  , α , β ∈ ℝ . Αν το  −1  εύναι ρύζα του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 24                                                                                                                            

α  Να δεύξετε ότι  α = 4  και  β = −1                                                                                                                                                          

β  Να κϊνετε την διαύρεςη  P x ÷  x2 − x − 2                                                                                                                        

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  P x ≤ 0                ( 1o ΓΕΛ  ΦΑΝΙΨΝ 2013   

20.10  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − x2 − 8x + 4                                                                                                  

α  Nα λύςετε την εξύςωςη  P(x) = 0                                                                                                                                          

β  Nα λύςετε την εξύςωςη  2ημ3x − ςυν2x − 8ημx − 3 = 0                   ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

20.11 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 3x3 + αx2 − 13x + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 24                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −4  και  β = −6                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

20.12 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 + βx − 20 , α , β ∈ ℝ .  Αν P −2 = 0                                                       

και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 16                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 12  και  β = 6                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

20.13 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 − βx + 6 , α , β ∈ ℝ . Αν το 2 εύναι ρύζα του πολυωνύμου    

και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = 13                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  2ημ3x + ημ2x − 13ημx + 6 = 0       ΓΕΛ  2013 ) 

20.14  α  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − 2x − 6  , α ≠ 0                                                                                                       

α1  Να βρεθεύ το πηλύκο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x2 − 2                                                                                                          

α2  Να βρεθεύ η τιμό του α ώςτε η προηγούμενη διαύρεςη να εύναι τϋλεια                                                                                     

α3  Να λύςετε την ανύςωςη   P x ≤ 0                                                                                                                                                                                                        

β  Προςδιορύςτε όλα τα πολυώνυμα 2ου βαθμού  F x  ώςτε  F 0 = 0  και   F x − F x − 2 = 4x  , x ∈ ℝ  

  ΓΕΛ  ΚΑΡΔΙΣΑ  2013   
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20.15 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 +  κ − 2 x2 + λx + 6                                                                                                                                        

α  Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x − 2  και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ με το  x − 4  εύναι 10 ,                         

να υπολογύςετε τα κ και λ .                                                                                                                                                                                

β  Για  κ = −2  και  λ = 1  να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   P x −  x − 3 2 = x − 1      ( 14o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

20.16 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x =  α − 1 x3 + x2 −  β + 1 x − 4  και Q x = x3 − βx2 − x + 2α − 1 ,  

με  α , β ∈ ℝ , τα οπούα ϋχουν κοινό λύςη  το  −1                                                                                                                                                                          

α  Να δεύξετε ότι  α = 2  και  β = 3                                                                                                                                                        

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ   f x = 
P(x)

 Q x 
  και να την απλοποιόςετε .                                      

γ  Να λύςετε την ανύςωςη f x > 0                               ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

20.17  Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  α − β x4 + 2x3 +  α + 4 x2 + x − 2  , α , β ∈ ℝ                                                                                 

Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x + 2  και εύναι 3ου βαθμού , τότε :                                                                                              

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = 1                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0                                                                                                                                                                                                                                   

γ  Να κϊνετε την διαύρεςη P x ÷  x2 − 3x + 1  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                           

  ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013   

20.18  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x4 − 3x3 − 4x2 + 3x + 2                                                                                                                   

α  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0                ΜΟΤΙΚΟ ΓΕΛ  ΚΟΜΟΣΗΝΗ 2013   

********************************************************************************************************** 

20.19 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx + β − 4α − 5 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1  εύναι 

παρϊγοντασ του πολυωνύμου και ο ςταθερόσ του όροσ εύναι  −6                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −2  και  β = −9                                                                                                                                                        

β  Να παραγοντοποιηθεύ το  P x   και να δεύξετε ότι τϋμνει τον ϊξονα x’x  ςε 3 διαφορετικϊ ςημεύα             

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  P x ≤ −2x x + 1                                                                                                                            

δ  Να αποδεύξετε ότι    P ημθ ≤ −2ημθ ημθ + 1   , για κϊθε  θ ∈ ℝ     ΠΟΤΚΑΜΙΑ  2014   

20.20 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 + βx − 2 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  2                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 3  και  β = −3                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0               ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

20.21  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − 5x − 3α  , το οπούο ϋχει ρύζα το − 1                                                      

α  Να δεύξετε ότι  α = 2                                                                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                                     

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  
 P(x) 

x + 1
  < 6                  ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   
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20.22 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ − 4 x4 + μx3 − x2 − x − 2  . Αν  P 1 = −4  και ο αριθμόσ   −1  

εύναι ρύζα του πολυωνύμου , τότε :                                                                                                                                                            

α  Να δεύξετε ότι  λ = 5  και  μ = −1                                                                                                                                                                   

β  Να λύςετε την ανύςωςη   P x ≥ x4 + 4                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

20.23 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + λx2 +  λ + 1 x + 12  το οπούο ϋχει παρϊγοντα το  x + 3                                                                                                                                                            

α  Να δεύξετε ότι  λ = 3                                                                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη   P x = 0                                                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   P x > 0                                    ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

20.24  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 + x2 + 8α2 − 4 , α ∈ ℝ , που εύναι 3ου βαθμού                                                      

και ϋχει ρύζα το  −2                                                                                                                                                                                                                                      

α  Να δεύξετε ότι  α = 1                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη P x ≤ 0         ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2014   

20.25 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − αx2 + 12x + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 2  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 1                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 9  και  β = −4                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≤ 0 και να γρϊψετε το διϊςτημα ςτο οπούο η γραφικό παρϊςταςη τησ 

ςυνϊρτηςησ  P x   βρύςκεται κϊτω από τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                                         

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  P ςυνx = 0. Ποιεσ από τισ λύςεισ τησ εξύςωςησ αυτόσ βρύςκονται μεταξύ    

των αριθμών 671π και 672π ;     ΠΡΟΣΤΠΟ  ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ  ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2014   

20.26 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx + 6 , α , β ∈ ℝ                                                                                                                                  

α  Αν ο αριθμόσ 1 εύναι ρύζα του P x   και ιςχύει  P 3 = 12 , να δεύξετε ότι  α = 0  και  β = −7                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0      ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

20.27 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + x2 + kx + 2 , k ∈ ℝ                                                                                                               

α  Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζα το −2 , να δεύξετε ότι  κ = −1                                                                                                                                            

β  Να βρεθεύ το πηλύκο και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x + 1   και να γραφεύ η ταυτότητα                             

τησ διαύρεςησ                                                                                                                                                                                              

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  P x = 0        ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

20.28  Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  α2 − 1 x4 +  α + 1 x3 + x2 +  4β − 1 x + 6  , α , β ∈ ℝ                                                    

Δύνεται ότι το πολυώνυμο εύναι 3ου βαθμού και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x − 1  εύναι  −4           

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = −3                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0                   ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

20.29 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 + x2 + 8α2 − 4 , α ∈ ℝ , που εύναι 3ου βαθμού                                                      

και ϋχει ρύζα το  −2                                                                                                                                                                                                                                      

α  Να δεύξετε ότι  α = 1                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη P x >  x + 2  x + 5           ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 
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20.30 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + αx3 + βx2 − 2x + 4  , α , β ∈ ℝ                                                                                 

Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x − 1  και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x + 1  εύναι  6           

α  Να δεύξετε ότι  α = −1  και   β = −2                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  ςυν4x − ςυν3x + 2ημ2x − 2ςυνx + 2 = 0             ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014 ) 

20.31  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 +  ςυνθ − ημθ x3 +  ςυν2θ − ημ2θ x + ημθ  , θ ∈ [0 , π]                                                                                                                   

α  Αν το πολυώνυμο ϋχει ρύζα το 1 , να βρεύτε το θ                                                                                                           

β  Αν  θ = π , να λύςετε την εξύςωςη   
1

 x − 3 
  ≥ P −1  , για x ≠ 3    ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

********************************************************************************************************** 

20.32  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 +  β − 2 x + α + 15 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 2 εύναι 

παρϊγοντασ του πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 3  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  35                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −1  και  β = 3                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                               

γ  Να γρϊψετε το διϊςτημα ςτο οπούο η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  P x   βρύςκεται κϊτω 

από τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                                                                                                         

δ  Δύνεται το πολυώνυμο  Q x = γx3 + δx2 + x + 7 , γ , δ ∈ ℝ . Να βρεύτε τα γ , δ  αν ιςχύει η ςχϋςη          

P x = 2Q x − x3 − x                      ΑΚΗΙΟΛΟΓΙΟ  2015   

20.33 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = λx3 − 6x2 + 11x − κ , κ , λ ∈ ℝ . Αν το 1 εύναι ρύζα του πολυωνύμου    

και η διαύρεςη  P x ÷  x + 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 60                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  κ = 6  και  λ = 1                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη   
P(x)

x2+ 2x + 3
   < 0                      ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

20.34 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 + βx2 − 2x + α + 7 , α , β ∈ ℝ . Αν το  −2  εύναι ρύζα του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 8                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = −1                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 8            ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

20.35 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 +  β − 1 x2 − 3x − 2β + 6 , α , β ∈ ℝ . Αν το 1 εύναι ρύζα του 

πολυωνύμου και  P −1 = 2                                                                                                                                                                               

α  Να βρεύτε τα α , β                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0            ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

20.36  α  Να λυθεύ η ανύςωςη  x3 + 2x2 + 3x + 6 > 0                                                                                                                                                                                                    

β  Να λυθεύ η εξύςωςη   x + 3 =  10 − x + 1                    ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   
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********************************************************************************************************** 

20.37 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 − x − 2 , α ∈ ℝ , που ϋχει ρύζα το  1                                                                                                                                                                                                                                     

α  Να δεύξετε ότι  α = 2                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                       

γ  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x − 2  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ         

  ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2016   

20.38  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 4x3 + 4x2 − 11x − 6                                                                                             

α  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x + 1                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι το  x + 2 εύναι παρϊγοντασ του πολυωνύμου                                                                                                                     

γ   Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0             ( 3o ΓΕΛ ΔΡΑΜΑ  2016   

20.39  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − 5x2 + x + 2                                                                                                            

α  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x − 1                                                                                                                         

β  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x ÷  x − 2  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                                                                                                    

γ   Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0             ( ΓΕΛ ΕΡΕΣΡΙΑ  2016   

20.40 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + x2 + αx + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  

P x ÷  x + 3  εύναι −8  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −2  και  β = 4                                                                                                                                                        

β  Να  βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό τησ P x   εύναι κϊτω από την ευθεύα  y = 3x + 1                                        

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   x − 1 =  2 + x −  3 − x        ( ΓΕΛ ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ  2016   

20.41 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 −  6 − μ x2 − 7x + μ  ,   μ ∈ ℝ                                                                                     

α  Να βρεύτε το μ , αν το  x − 2  εύναι παρϊγοντασ του πολυωνύμου                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη   x3 − 7x + 6 = 0                                                                                                                                                                                       

γ  Για  μ = 6 , να λύςετε την ανύςωςη  eP x > 1           ( ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ  2016   

20.42 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + κx2 + λx − 2 , κ , λ ∈ ℝ . Αν το  x − 1 εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  2                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  κ = 3  και  λ = −3                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0         ( ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ  2016   

20.43 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx − 2 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 1  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 8                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −2  και  β = 3                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≥ 0                                                                                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P(x)

x2− 6x + 5
   ≤ x + 5         ( 4o ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ 2016   

20.44 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + αx3 + βx2 − 3x − 2 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1  εύναι παρϊγοντασ 

του πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  36                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 3  και  β = 1                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0           ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2016 ) 
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20.45 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 2  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η αριθμητικό τιμό του πολυωνύμου για   x = −1 εύναι  12                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −7  και  β = 6                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P(x)

x − 1
   ≤ 0                                                                                                                                                                   

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  P x2 + 1 = 0        ( 1o ΓΕΛ  ΓΙΑΝΝΙΣΨΝ 2016   

20.46Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  α2 − 1 x4 +
 1 
2

 α + 1 x3 +  α − 1 x2 − 3αx + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  

πολυώνυμο εύναι 3ου βαθμού και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = −2                                                                                                                                                        

β  Να βρεύτε το πηλύκο και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x2 + 1   και ςτην ςυνϋχεια να γρϊψετε 

την ταυτότητα τησ Ευκλεύδειασ Διαύρεςησ .                                                                                                                                           

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < −4𝑥 − 2       ( 1o ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ 2016   

20.47  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + βx + 3 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −1  και  β = 2                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x < 0                                                                                                                                                                                                       

δ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P(x)

x2− 1
   ≥ x + 5         ( ΓΕΛ ΛΙΜΝΗ ΕΤΒΟΙΑ 2016   

20.48  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 +  α + β x2 +  2α + 5β x + 3 , α , β ∈ ℝ . Αν το πολυώνυμο 

διαιρεθεύ με το  x + 1  αφόνει υπόλοιπο 0  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 9                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −7  και  β = 2                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                   

γ  Να  βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η γραφικό παρϊςταςη του πολυωνύμου βρύςκεται πϊνω                       

από τον ϊξονα  x’x              ( ΓΕΛ ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ 2016   

20.49  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + αx2 + 12x + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 2  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  1                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = −9  και  β = −4                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≤ 0                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  P ςυν2x = 0             ( 1o ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2016   

20.50 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x  , Q x  για τα οπούα ιςχύουν                                                                                  

P α = β  , P β = α  με  α ≠ β   και  P P x  = Q x + x  , ∀ x ∈ ℝ                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι οι αριθμού  α  και  β  εύναι ρύζεσ του πολυωνύμου  Q x                                                                                          

β  Αν το  π x  εύναι το πηλύκο τησ τϋλειασ διαύρεςησ  Q x ÷  x − α  , να δεύξετε ότι  π β = 0                                   

γ  Να δεύξετε ότι το πολυώνυμο  x2 −  α + β x + αβ  εύναι παρϊγοντασ του πολυωνύμου  Q x                                   

  ΠΡΟΣΤΠΟ  ΛΤΚΕΙΟ  ΑΝΑΒΡΤΣΨΝ  2016   

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 98 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 99 
 

 

20.51 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 + 52λ−1x3 − 2 ∙ 3λ+1
2 x2 + 25λx − 1 , λ ∈ ℝ                                                                         

α  Αν  x − 1  παρϊγοντασ του πολυωνύμου , να δεύξετε ότι  λ = 
1

2
                                                                                             

β  Να γρϊψετε τον τύπο του πολυωνύμου P x  και να δεύξετε ότι το   x − 1 2 εύναι παρϊγοντασ του P x  

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη   
P x  

x − 1
   ≥ 0         ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ  2016   

20.52 Δύνονται τα πολυώνυμα  P x = 12x3 − 20x2 − x + 9  , Q x = 11x3 − 17x2 − x + 5                                                               

α  Να λυθεύ η ανύςωςη  P x ≤ Q x                                                                                                                                                                                                         

β  Να κϊνετε την διαύρεςη  P x ÷  3x − 2  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                                                 

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη P x = 0             ΓΕΛ ΖΑΚΤΝΘΟΤ 2016 ) 

********************************************************************************************************** 

20.53  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 −  α − 3 x3 + βx2 − x − 2 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x + 1 εύναι 

παρϊγοντασ του πολυωνύμου  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με − 4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 4  και  β = −1                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0                 ( 1o ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ  2017   

20.54  Δύνεται το πολυώνυμο  f x = x3 − 2αx2 + x + 6 , α ∈ ℝ . Αν το πολυώνυμο διαιρεύται με το  x − α 

α  Να δεύξετε ότι  α = 2                                                                                                                                                                                         

β  Να βρεθούν οι τιμϋσ του x ώςτε η Cf   να βρύςκεται κϊτω από τον ϊξονα  x’x                                                                             

γ  Να βρεθεύ το πεδύο οριςμού τησ   g x =  
 f(x)

f(x)
       ( LISARI  ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ 2017   

20.55 α  Να λύςετε την εξύςωςη  2x3 − 7x2 − 28x − 12 = 0                                                                                                                   

β  Να λύςετε την ανύςωςη  2x3 − 7x2 − 28x − 12 > 0          ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ  2017   

20.56  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 + x2 − 13x + 6 .                                                                                                                                                       

α  Να δεύξετε ότι το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x − 2  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ                          

διαύρεςησ  P x ÷  x − 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  2ημ3θ + ημ2θ − 13ημθ + 6 = 0                                                                                                          

δ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≥ 0             ΠΟΤΚΑΜΙΑ  ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ  2017   

20.57 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x3 − 5x2 + x + 2 .                                                                                                                                                       

α  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x − 1                                                                                                                                         

β  Να βρεύτε το πηλύκο και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x − 2  και να γραφεύ η ταυτότητα                                   

τησ διαύρεςησ                                                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0          ΓΕΛ  2017   

20.58 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 +  β + 1 x − 2 , β ∈ ℝ . Αν το  −1  εύναι ρύζα του πολυωνύμου         

α  Να δεύξετε ότι  β = −4                                                                                                                                                                            

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0                                                                                                                                           

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  P ημx = 0              ( ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2017   

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 99 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 100 
 

 

20.59 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ3 − 4λ x3 +  λ2 − 2λ x − λ + 2 , λ ∈ ℝ                                                             

α  Να βρεύτε τον βαθμό του πολυωνύμου για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ                                                                                                   

β  Για  λ = 1 να κϊνετε την διαύρεςη  P x ÷  x − 1  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ .                                         

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P x  + 3

x2− 4x + 3
   ≥ 0         ( ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ  2017   

20.60 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ2 + 2λ x4 +  λ + 2 x3 + 3x2 − 11x , λ ∈ ℝ                                                             

α  Να βρεύτε τον βαθμό του πολυωνύμου για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ                                                                                                   

β  Για  λ = 0 να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x + 1                                                                                                     

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη   P x = 6                                                                                                                                                                

δ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P x  − 6

x2− 5x + 6
   ≤ 0         ( ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ  2017   

20.61 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2αx4 − 3αx3 − 3αx2 + 2αx + lnα , α ∈ ℝ  το οπούο ϋχει                                

παρϊγοντα το  x + 1                                                                                                                                                                                    

α  Να δεύξετε ότι  α = 1                                                                                                                                                                       

β  Να βρεύτε το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x − 1  και να λύςετε την εξύςωςη  P x − υ = lne2                                                                                                                                                                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
P x  

x + 1
   < 0         ( ΓΕΛ ΜΤΓΔΟΝΙΑ  2017   

20.62 Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  λ2 − 1 x4 −  λ − 1 x3 + λx2 − 7x + λ2 + 5 , λ ∈ ℝ  το οπούο                                                  

εύναι τρύτου βαθμού                                                                                                                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι  λ = 1                                                                                                                                                                                             

β  Να βρεύτε τα ςημεύα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  P x  τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                   

γ  Ϊςτω το πολυώνυμο  Q x = x3 −  μ + 1 x2 + (μ − 1)x + 2 , μ ∈ ℝ  το οπούο ϋχει παρϊγοντα το x − 2  

γ1  Να δεύξετε ότι  μ = 2  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ  Q x ÷  x + 3                                                    

γ2  Να λύςετε την ανύςωςη  
x2− 6x + 19

Q x  + 55
+

2x2+ x − 6

P x  
  < 0       ΟΕΥΕ  2017   

20.63 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = αx3 +  β − 1 x2 − 3x − 2β + 6 , α , β ∈ ℝ . Αν το  1  εύναι ρύζα του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  2                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 2  και  β = 4                                                                                                                                     

β  Να βρεύτε το πηλύκο τησ διαύρεςησ  P x ÷  x + 1                                                                                                                                             

γ  Να λύςετε την ανύςωςη P x > 0                                 ( ΓΕΛ ΕΡΡΨΝ  2017   

20.64 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + 2αx2 − βx − 1 , α , β ∈ ℝ . Αν το  x − 1  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  2                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = 2                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την ανύςωςη P x < 0                                                                                                                                         

γ  Να βρεύτε τα ςημεύα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  P x  τϋμνει τον ϊξονα  x’x   ( ΓΕΛ ΕΡΡΨΝ  2017   

********************************************************************************************************* 
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20.65  Δύνεται το πολυώνυμο P x = x3 − 5x2 + αx + β , α , β ∈ ℝ                                                                                                

α  Αν το P x  ϋχει παρϊγοντα το  (x + 1) και όταν διαιρεύται με το (x –  2) αφόνει υπόλοιπο −9.                                    

Να βρεθούν τα  α, β.                                                                                                                                                                                      

β  Αν  α = −4  και  β = 3  να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η γραφικό παρϊςταςη του P βρύςκεται 

πϊνω από τον ϊξονα των  x΄x.          ( 1ο ΓΕΛ ΠΣΟΛΕΜΑΙΔΑ 2018   

20.66  Δύνεται το πολυώνυμο P x = αx3 + βx2 − 2x + α + 7 . Αν το x + 2 εύναι παρϊγοντασ του P x                                          
και το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ   P x :  x + 1  εύναι  8                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι το  α = 1  και  β = −1                                                                                                                                         
β  Να κϊνετε τη διαύρεςη του  P x :  x2 − 2x  και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                       
γ  Να λύςετε την ανύςωςη P x < 8          ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018   

20.67 Δύνεται  το πολυώνυμο P x = x3 − 6x2 + 11x − 6 .                                                                                                                                  
α  Να επαληθεύςετε ότι ο αριθμόσ  1 εύναι ρύζα του πολυωνύμου P(x)                                                                                      
β  Να βρεύτε το πηλύκο τησ διαύρεςησ,  P(x): (x − 1).                                                                                                                                  
γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  P(x) < 0               ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ 2018   

20.68 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 +  α − 1 x3 − (β + 2)x2 + x − 6  ,   α , β ∈ ℝ                                                            
α  Αν το πολυώνυμο P(x)  ϋχει ωσ παρϊγοντϊ του το (x + 3) και η αριθμητικό  τιμό του P(x  για  x = 1 
εύναι ύςη με −8, να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραμϋτρων α και β.                                                                                                                       
β  Αν ιςχύει  α =  2  και  β =  3                                                                                                                                                              
β1) Nα εκτελϋςετε τη διαύρεςη του P(x  με το x2 + 1 και ςτη ςυνϋχεια να γρϊψετε την ταυτότητα                     
τησ Ευκλεύδειασ διαύρεςησ.                                                                                                                                                                                 
β2  Να βρεύτε το διϊςτημα ςτο οπούο η γραφικό παρϊςταςη του P(x  εύναι «κϊτω» από τον ϊξονα x΄x          
  ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018   

20.69 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = 2x4 + 3x3 + αx2 + βx + 2  ,   α , β ∈ ℝ                                                                                           
Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το   x2 + 1                                                                                                                                           
α  Να δεύξετε ότι  α = −4  και  β = −3                                                                                                                                                                                                     
β  Nα εκτελϋςετε τη διαύρεςη του P(x  με το x2 + 1 και ςτη ςυνϋχεια να γρϊψετε την ταυτότητα                     
τησ Ευκλεύδειασ διαύρεςησ.                                                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   2x3 + 3x2 ≥ 4x + 3 − 
2

 x 
  για  x > 0     ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2018   

20.70 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x4 − αx3 + βx2 − 3x + 2  ,   α , β ∈ ℝ                                                                                           
Αν το πολυώνυμο ϋχει παρϊγοντα το  x − 1  και διαιρεύται τϋλεια  με το   x2 + 1                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι  α = β                                                                                                                                                                                                     
β  Να δεύξετε ότι  P x = x4 − 3x3 + 3x2 − 3x + 2                                                                                                                  
γ  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0      ( 2ο ΓΕΛ ΦΟΛΑΡΓΟΤ 2018   

20.71 Δύνεται  το πολυώνυμο P x = x3 − x2 + αx + β .                                                                                                                                  

α  Αν το  P x   ϋχει ρύζεσ τουσ αριθμούσ  −1  και  3 , να δεύξετε ότι  α = −5  και  β = −3                                                   

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  P x = 0              ( 1ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2018                  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  5 

Εκθετική και Λογαριθμική 

υνάρτηση 

21. Εκθετικό υνϊρτηςη 

 

 

 

 

 

Α. Δυνϊμεισ με Πραγματικό Εκθϋτη – Ιδιότητεσ Δυνϊμεων 

∎ Η δύναμη ενόσ πραγματικού αριθμού  α ∈ ℝ  με εκθϋτη θετικό ακϋραιο  ν ∈ ℕ∗  ορύζεται ωσ εξόσ:            

                                                       και                   

 

∎ Αν  α ≠ 0  τότε ορύζουμε :  

                                                       και          

 

∎ Αν ο εκθϋτησ εύναι ρητόσ, δηλαδό τησ μορφόσ   
μ

ν
  , με  μ ∈ ℤ  και  ν ∈ ℕ∗ , τότε ορύζουμε : 

                                                            και                                               και ειδικότερα      

 

∎ Οι βαςικϋσ ιδιότητεσ δυνϊμεων αποδεικνύεται  ότι ιςχύουν και για δυνϊμεισ με πραγματικό εκθϋτη: 

 

 

 

 

α1 = α αν = α ∙ α ∙ α ∙∙∙∙ α  , αν ν > 1                                         

  

α0 = 1 
α−ν =  

1

αν  

α
μ
ν =  αμν

 0
μ
ν = 0 α

1
2 =  α 

αx1 ∙ αx2 = αx1+x2                                                         αx1: αx2 = αx1−x2               

                                               αx1 x2 = αx1∙x2    

 α ∙ β x = αx ∙ βx                                                              
α
β
 

x
= 

αx

βx  
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Β. Εκθετικό  υνϊρτηςη 

∎ Ϊςτω α  ϋνασ θετικόσ αριθμόσ. Όπωσ εύδαμε για κϊθε  x ∈ ℝ   ορύζεται η δύναμη  αx .                                            

Επομϋνωσ αντιςτοιχύζοντασ κϊθε  x ∈ ℝ  ςτη δύναμη  αx  ορύζουμε τη ςυνϊρτηςη :                                                                      

f: ℝ → ℝ  με   f x = αx  ,                                                                                                                                                                                     

η οπούα ςτην περύπτωςη που εύναι  α ≠ 1  λϋγεται  εκθετικό ςυνϊρτηςη με βϊςη το α 

∎ Αν α = 1 , τότε ϋχουμε τη ςταθερό ςυνϊρτηςη  f x = 1   

∎ Θα μελετόςουμε τη ςυνϊρτηςη f x = αx . Διακρύνουμε δύο περιπτώςεισ : 

 

 

∎ Σο πεδύο οριςμού τησ εύναι το  ℝ 

∎ Σο ςύνολο τιμών τησ εύναι το διϊςτημα   0 , +∞   

∎ Εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ . Δηλαδό για κϊθε  

x1 , x2 ∈ ℝ  ιςχύει : αν x1 < x2   τότε  αx1 < αx2   

∎ Η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον ϊξονα y’y  ςτο 

ςημεύο Α 0 , 1  και ϋχει αςύμπτωτη ευθεύα τον αρνητικό 

ημιϊξονα  Οx’ 

 

 

 

∎ Σο πεδύο οριςμού τησ εύναι το  ℝ 

∎ Σο ςύνολο τιμών τησ εύναι το διϊςτημα   0 , +∞   

∎ Εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  ℝ . Δηλαδό για κϊθε  

x1 , x2 ∈ ℝ  ιςχύει : αν x1 < x2   τότε  αx1 > αx2   

∎ Η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον ϊξονα y’y  ςτο 

ςημεύο Α 0 , 1  και ϋχει αςύμπτωτη ευθεύα τον θετικό 

ημιϊξονα  Οx 

 

 

 

𝐟 𝐱 = 𝛂x  , 𝛂 > 1 

𝐟 𝐱 = 𝛂x  , 𝟎 < 𝛂 < 1 
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Ασκήσεις 
 

 

 

21.1 το ύδιο ςύςτημα αξόνων να κϊνετε τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των παρακϊτω ςυναρτόςεων :             

α  f x = 3x  , g x = 3x + 2  , h x = 3x − 3                                                                                                                                

β  f x = 3x  , g x = 3x−2  , h x = 3x+2                                                                                                                                                             

γ  f x = ex  , g x = ex+2  , h x = e−x  , k x = e−x + 2               χολικό   

21.2 το ύδιο ςύςτημα αξόνων να κϊνετε τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των παρακϊτω ςυναρτόςεων :             

α  f x = 2x  , g x = 2x + 1  , h x = 2x − 1                                                                                                                                

β  f x = 2x  , g x = 2x−1  , h x = 2x+1                                                                                                                      

γ  f x =   
3

5
 

x
    ,  g x =  

3

5
 

x+1
  ,     h x =   

3

5
 

x−3
                                                                                                                                       

21.3 Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  α ∈ ℝ  ορύζεται ςε όλο το  ℝ  η ςυνϊρτηςη  f x =  
2 − α

2α  − 1
 

x
                     

Για ποιεσ τιμϋσ του α η ςυνϊρτηςη εύναι :   α  γνηςύωσ φθύνουςα      β  γνηςύωσ αύξουςα     χολικό   

21.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x =  4 − λ2 x ,  λ ∈ ℝ  .                                                                                                         

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ ορύζεται η ςυνϊρτηςη                                                                                               

β  Να εξετϊςετε αν υπϊρχουν τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                

γ  Να βρεύτε το λ ώςτε η Cf   να διϋρχεται από το ςημεύο  Κ  1 ,
1
2
                                                                                                

21.5  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη f x =  3λ − 9 x ,  λ ∈ ℝ                                                          

α  ορύζεται ςε όλο το  ℝ       β  εύναι εκθετικό      γ  εύναι γνηςύωσ αύξουςα    δ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

21.6  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη  f x =  2λ2 − 5λ + 2 x ,  λ ∈ ℝ                                                

α  ορύζεται ςε όλο το  ℝ       β  εύναι εκθετικό      γ  εύναι γνηςύωσ αύξουςα    δ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

21.7  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη  f x =  λ2 − 4λ + 4 x ,  λ ∈ ℝ                                                

α  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ         β  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα  ςτο  ℝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

21.8  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη  f x =  
λ  + 3

6 − λ
 

x
 ,  λ ∈ ℝ                                                                 

α  ορύζεται ςε όλο το  ℝ       β  εύναι εκθετικό      γ  εύναι γνηςύωσ αύξουςα    δ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

21.9  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη  f x =  
λ  + 1

5 − λ
 

x
 ,  λ ∈ ℝ                                                                 

α  ορύζεται ςε όλο το  ℝ       β  εύναι εκθετικό      γ  εύναι γνηςύωσ αύξουςα    δ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

21.10  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ ∈ ℝ  η ςυνϊρτηςη f x =  
1 − 5λ

λ  + 1
 

x
 ,  λ ∈ ℝ                                                                    

α  ορύζεται ςε όλο το  ℝ       β  εύναι εκθετικό      γ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

********************************************************************************************************** 
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21.11 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  2x = 64            β   
1

2
 

x
 =  

 1 

8
        γ   

1

2
 

x
 = 4           δ  3−x = 

 1 

81
         ε   

3

4
 

x
 =  

 64 

27
                                         

ζ  274x = 9x+1         η   32x = 161−x            θ  3x2−x−2 = 1           χολικό   

21.12 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  5x+3 = 25            β  2 ∙ 5x+3 − 50 = 0           γ   
3

2
 

x2−6
=  

 27 

8
             δ  6x2−3x−4 = 1                                            

ε  35x+1 = 92x        ζ  5x ∙ 52x−13 = 25            η   5
x+3

= 5x−1                    θ  27x2+2x−1 = 9x2+4x 

21.13 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  2x−1 =  2            β   
3

5
 

2x−1
 =  

5

3
 

x+6
          γ  3x2−4x+6 = 27              δ  3x2−3x = 

1

9
                                  

ε   
2

3
 

x2

 =  
3

2
 

4−5x
        ζ  3x = 812− x             η  27

x+1
x−2 = 32x−4           θ   43−x 

2−x
= 1 

21.14 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α   3x2−9 
x+2

= 1                  β  8 2x−7 −5 = 1                   γ  2x3+3x2−6x−8 = 1 

21.15  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α   5x −  5  ex − 1 = 0                                                           β   132x+1 − 1  e3x−3 −
1

e2 = 0                                                              

γ   2 2x−4 − 2  3x2−4 − 3  x2 − 4x + 3 = 0                δ   ex + 3  2x2−2x − 8x−2 = 0 

21.16  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  2x+2 + 2x+3 + 48 ∙ 2x−4 + 2 ∙ 2x−1 = 1                  β  3x+2 = 24 ∙ 3x−1 + 
1

9
                                                           

γ  2x+3 − 2x+2 + 2x+1 = 48                                              δ  3x+2 + 5 ∙ 3x + 3x−1 − 3x−2 = 128             

21.17  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  22x+1 − 4 ∙ 2x = 0           β  2 ∙ 4x − 5 ∙ 2x + 2 = 0        γ  32x+1 − 26 ∙ 3x − 9 = 0      χολικό   

21.18  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  72x − 8 ∙ 7x + 7 = 0             β  22x − 3 ∙ 2x+3 + 128 = 0              γ  2x − 5 ∙  2x+4 + 64 = 0 

21.19  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  22x − 10 ∙ 2x + 16 = 0             β  9x − 2 ∙ 3x − 3 = 0              γ  2x − 5 ∙  2x + 4 = 0 

21.20 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  4x−1 − 5 ∙  4x−2 + 1 = 0            β  3x + 3x−1 = 
 45 

3x +2 + 
 7 

3x            γ  21 ∙ 3x + 5x+3 = 3x+4 + 5x+2  

δ  32x + 9x = 11 ∙ 4x−1 + 4x+1            ε  4x − 3
x−1

2 = 3
x+1

2 − 22x−1           χολικό   
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21.21 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  72 ∙ 3x−2 = 9 ∙ 2x+1                                         β  3x+3 − 20 ∙ 5x−1 = 5x+1 + 18 ∙ 3x−2                                                   

γ  9x+1 = 2 ∙ 4x+1 − 6 ∙ 32x+1                          δ  2x+3 − 3x+1 = 5x+3 − 3 ∙ 2x+2 

********************************************************************************************************** 

21.22 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  5x2−5x+6 < 1             β   72x−4 > 7x+1          γ   
1

2
 

x+1
<  

1

2
 

2x−4
      χολικό   

21.23 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  82x+1 ≥ 813−x          β   
5

9
 

3−2x
>  

5

9
 

3x−7
       γ   

1

5
 

x2−x
<  

1

25
          δ   9 2x−3 −5 ≤ 1                  

ε  5x2−7 ∙ 54x−5 > 1              ζ   
1

27
 

x2+2x
<  

1

9
 

x2−x−6
           η  9 ∙ 3x2−2x−8 < 27x 

21.24 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  3x2+3 < 81                 β  4x2−7x+6 > 1            γ   2x −  2  ex + 3 ≤ 0            δ   
2x − 4

2x −8
 ≤ 0 

21.25 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  22x − 5 ∙ 2x + 4 > 0                 β  4x − 5 ∙ 2x+1 + 16 ≤ 0                    γ  2x + 23−x ≥ 9                                            

δ  2x+3 + 15 ∙ 3x−1 < 3x+2 − 2x                        ε   x2 − 3x − 4 ∙  ex − 1 ∙  2x − 16 ≤ 0 

21.26 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                  

α  3x+2 − 2 ∙ 3x+1 + 3x ≤ 36                β  5x2+1 + 2 ∙ 5x2
< 7                    γ  4x + 8 < 6 ∙ 2x                                 

δ  25x − 4 ∙ 5x − 5 ≥ 0                              ε  27x − 3 ∙ 9x + 3x+2 − 27 > 0 

********************************************************************************************************** 

21.27 Να λυθούν τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                  

α   82x+1 = 32 ∙ 44y−1

5 ∙ 5x−y = 52y+1    
          β   3x + 2y = 11

3x − 2y = 7  
            γ   

ex: ey = 1     

ex ∙ ey = e2  
         δ   2x ∙ 2y = 8    

2x + 2y = 6  
     χολικό   

21.28 Να λυθούν τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                  

α   2x + 3y = 13            
3 ∙ 2x − 2 ∙ 3y = −6

             β   53x+1 ∙ 5y−x = 25

72x−13 ∙ 7x−y = 7
                     γ   9x+1 = 3y+3

4x+y = 8 ∙ 2x
  

21.29 Να λυθούν τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                  

α   4x−2 ∙ 2y−3 = 1    

3x ∙ 3y−3 = 9          
             β   5x+1 = 25y−3

9x+y = 27 ∙ 3y
                         γ   27x2−4x+3 = 1

x − y = 4             
  

21.30 Να λυθούν τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                  

α   3y − 2x = 1               
3y + 16 ∙ 2−x = 11  

                   β   2x ∙ 5y = 250     
2y ∙ 5x = 40       

           χολικό   
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********************************************************************************************************** 

21.31  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού των παρακϊτω ςυναρτόςεων:                                                                                       

α  f x =  ex − 1                     β  f x =  e2x + ex − 2                    γ   f x =  4x + 2x − 20 

21.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
1
4
 

x+α
− 8 .  Αν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Κ(−3 , −4)  τότε:              

α  να βρεύτε την τιμό του πραγματικού αριθμού α                                                                                                               

β  να λύςετε την ανύςωςη  f x ≥ 0                                                                                                                                      

γ  να λύςετε την εξύςωςη  e3x + 5 ∙ e2x + f  −
5
2
 ∙ ex = 0 

21.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  2λ−3 − 1 
x

 ,  λ ∈ ℝ                                                                                                                                

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του λ η ςυνϊρτηςη εύναι  γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ                                                       

β  Να βρεύτε το λ  ώςτε η  Cf   να διϋρχεται από το ςημεύο  Κ 2 , 9                                                                                 

γ  Για την τιμό του λ που βρόκατε, να λύςετε :                                                                                                                               

γ1) την εξύςωςη  f x + f  x +
1
2
 = 1 + 

 3

3
                                                                                                        

γ2) την ανύςωςη  f −2x − 4f −x + 3 ≤ 0     

21.34 Δύνεται η γνηςύωσ αύξουςα ςυνϊρτηςη  f x =  λ3 − λ − 5 x  με  λ ∈ ℝ                                                            

α  Να βρεύτε τισ δυνατϋσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου λ                                                                                                              

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f 7 ∙ 3x+1 + 5x+3 < 𝑓 3x+4 + 5x+2                                                                               

γ  Να βρεύτε το λ  ώςτε η  Cf   να διϋρχεται από το ςημεύο  Κ 1 , 19                                                                               

δ  Αν  λ = 3, να λύςετε την εξύςωςη  f x + f −x = 2   

21.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
λ  + 2

2λ  − 1
 

x
 ,  λ ∈ ℝ                                                                                                       

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ  η  f  εύναι:    α1) γνηςύωσ αύξουςα    α2) γνηςύωσ φθύνουςα                               

β  Για   λ = 8  να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                              

β1)  f x + f x + 1 <  
15

4
                 β2)  

2f 2x  + 3

5f(x)
  > 1                                                                                                    

21.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
2λ  + 2

3λ  − 3
 

x
 ,  λ ∈ ℝ                                                                                                       

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  λ  η  f  εύναι:    α1) γνηςύωσ αύξουςα    α2) γνηςύωσ φθύνουςα                               

β  Για   λ = −3  να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                              

β1)  3f x + f x + 1 <  
10

9
                 β2)  

3f 2x  + 3

10f(x)
  > 1                                                                                                   

γ  Για   λ = 17  να λύςετε το ςύςτημα :     
f x + 3 ∙  

2
3
 

y
= 4          

3f −x + 2 ∙  
3
2
 
−y

= 5

         

********************************************************************************************************** 
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21.37 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 5x + x                                                                                                                                          

α  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ                                                                                                                    

β  Αν  α < 𝛽  να αποδεύξετε ότι  5α − 5β < 𝛽 − 𝛼                                                                                                              

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  5x2−1 + x2 = 5x+1 + x + 2  

21.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ex + x3                                                                                                                                           

α  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ                                                                                                                    

β  Να λύςετε την ανύςωςη   x + 1 3 −  x2 + 1 3 > ex2+1 − ex+1 

21.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = x3 + α ∙ 32−x  με   α ∈ ℝ  , τησ οπούασ η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα y’y                

ςτο ςημεύο με τεταγμϋνη   −72                                                                                                                                                                  

α  Να αποδεύξετε ότι  α = −8                                                                                                                                                   

β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                          

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  x3 ∙ 3x−2 = 8   

21.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ex + x − 1                                                                                                                       

α  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ                                                                                                                    

β  Να λύςετε την εξύςωςη  ex = 1 − x                                                                                                                                     

γ  Αν  α < 𝛽  να αποδεύξετε ότι  eα − eβ < 𝛽 − 𝛼                                                                                                                 

δ  Να λύςετε την ανύςωςη  ex3
− ex > 𝑥 − x3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 108 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 109 
 

22. Λογϊριθμοι 

 

 

 

 

Α. Οριςμόσ  Λογαρύθμου 

∎ Λογϊριθμοσ του αριθμού  𝛉 > 0  με βϊςη α  , όπου  0 < 𝛼 ≠ 1 , ονομϊζεται ο πραγματικόσ αριθμόσ  x              

για τον οπούο ιςχύει  αx = θ  και ςυμβολύζεται με  logα θ . Δηλαδό : 

 

 

∎ Ιςοδύναμα αυτό ςημαύνει ότι ο  logα θ  εύναι ο εκθϋτησ ςτον οπούο πρϋπει να υψώςουμε τον  α                                  

για να βρούμε τον  θ .           

∎ Αν  0 < 𝛼 ≠ 1 , θ > 0 τότε για κϊθε  x ∈ ℝ  από τον παραπϊνω οριςμό του λογαρύθμου προκύπτουν: 

                                            και                                        και                                         και                                             

 

Β. Δεκαδικόσ Λογϊριθμοσ 

∎ Ο λογϊριθμοσ με βϊςη το 10, δηλαδό ο  log10 θ , λϋγεται δεκαδικόσ λογϊριθμοσ  ό  κοινόσ λογϊριθμοσ        

και ςυμβολύζεται απλούςτερα  log θ . Επομϋνωσ ιςχύει : 

                                                                                 

 

 

 

 

Γ. Υυςικόσ ό Νεπϋριοσ Λογϊριθμοσ 

∎ Ο λογϊριθμοσ με βϊςη το e, δηλαδό ο  loge θ , λϋγεται φυςικόσ λογϊριθμοσ  ό  νεπϋριοσ λογϊριθμοσ        

και ςυμβολύζεται απλούςτερα  ln θ . Επομϋνωσ ιςχύει : 

                                                                                 

 

 

 

 

𝛂x = 𝛉 ⇔  𝐱 = 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉 

logα 1 = 0 logα α = 1 logα αx = x αlogα θ = θ 

log θ = x ⇔ 10x = θ  
𝐥𝐨𝐠 𝟏𝟎 = 𝟏 

𝐥𝐨𝐠 𝟏 = 𝟎 

 

ln θ = x ⇔ ex = θ  
𝐥𝐧 𝐞 = 𝟏 

𝐥𝐧 𝟏 = 𝟎 
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Δ. Ιδιότητεσ Λογαρύθμων 

∎ Αν  0 < α ≠ 1 , τότε για οποιουςδόποτε  θ1 , θ2 , θ > 0   𝜅𝛼𝜄  𝜅 ∈ ℝ  ιςχύουν οι ιδιότητεσ : 

 

 

 

Ϊςτω ότι εύναι   logα θ1 = x1  ⇔  αx1 = θ1     και    logα θ2 = x2  ⇔  αx2 = θ2                                                               

Ωρα θα ϋχουμε :                                                                                                                                                                                                

αx1 ∙ αx2 = θ1 ∙  θ2 ⇔  αx1+x2 = θ1 ∙  θ2                                                                                                                                             

οπότε από τον οριςμό του λογαρύθμου θα ϋχουμε :                                                                                                                      

logα θ1 ∙ θ2 = x1 + x2 ⇔ logα θ1 ∙ θ2 = logα θ1 + logα θ2  . 

 

 

 

 

Ϊςτω ότι εύναι   logα θ1 = x1  ⇔  αx1 = θ1     και    logα θ2 = x2  ⇔  αx2 = θ2                                                               

Ωρα θα ϋχουμε :                                                                                                                                                                                                

αx1: αx2 = θ1: θ2 ⇔  αx1− x2 = θ1: θ2                                                                                                                                            

οπότε από τον οριςμό του λογαρύθμου θα ϋχουμε :                                                                                                                      

logα θ1: θ2 = x1 − x2 ⇔ logα θ1: θ2 = logα θ1 − logα θ2   

 

 

 

 

Ϊςτω ότι εύναι   logα θ = x ⇔  αx = θ ⇔ ακx = θκ                                                                                                         

οπότε από τον οριςμό του λογαρύθμου θα ϋχουμε :  logα θκ = κ ∙ x ⇔ logα θκ = κ ∙ logα θ               

 

 

 

 

 

  𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟏 ∙ 𝛉𝟐 = 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟏 + 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟐 

  𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟏: 𝛉𝟐 = 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟏 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝟐 

  𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉𝛋 = 𝛋 ∙ 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝛉 
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 Ε. Λογαριθμικό  υνϊρτηςη 

∎ Ϊςτω α  ϋνασ θετικόσ αριθμόσ διαφορετικόσ τησ μονϊδασ.                                                                                            

Όπωσ εύδαμε για κϊθε  x > 0   ορύζεται ο  logα x . Επομϋνωσ αντιςτοιχύζοντασ κϊθε  x ∈  0 , +∞                                    

ςτο  logα x  ορύζουμε τη ςυνϊρτηςη :    f:  0 , +∞ → ℝ  με   f x = logα x  ,                                                                                                                                                                                     

η οπούα λϋγεται  λογαριθμικό ςυνϊρτηςη με βϊςη το α 

∎ Θα μελετόςουμε τη ςυνϊρτηςη f x = logα x . Διακρύνουμε δύο περιπτώςεισ : 

 

 

 

∎ Σο πεδύο οριςμού τησ εύναι το   0 , +∞  

∎ Σο ςύνολο τιμών τησ εύναι το διϊςτημα  ℝ                    

∎ Εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  0 , +∞  . Δηλαδό για κϊθε  

x1 , x2 ∈  0 , +∞   ιςχύει : αν x1 < x2   τότε  logα x1 < logα x2   

∎ Η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον ϊξονα x’x  ςτο 

ςημεύο Α 1 , 0  και ϋχει αςύμπτωτη ευθεύα τον αρνητικό 

ημιϊξονα  Οy’ 

 

 

 

 

 

∎ Σο πεδύο οριςμού τησ εύναι το   0 , +∞  

∎ Σο ςύνολο τιμών τησ εύναι το διϊςτημα  ℝ                    

∎ Εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο   0 , +∞  . Δηλαδό για κϊθε  

x1 , x2 ∈  0 , +∞   ιςχύει : αν x1 < x2   τότε  logα x1 > logα x2   

∎ Η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον ϊξονα x’x  ςτο ςημεύο                       

Α 1 , 0  και ϋχει αςύμπτωτη ευθεύα τον θετικό ημιϊξονα  Οy. 

 

 

𝐟 𝐱 = 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝐱   , 𝛂 > 𝟏 

𝐟 𝐱 = 𝐥𝐨𝐠𝛂 𝐱   , 𝟎 < 𝛂 < 𝟏 
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Ασκήσεις 
    

 

 

 

22.1 Να υπολογύςετε τουσ λογαρύθμουσ :                                                                                                                             

α  log2 4          β  log2 8          γ  log3 81          δ  log5 125          ε  log2
1
4

            ζ  log8 1        η  log9 9   

22.2 Να υπολογύςετε τουσ λογαρύθμουσ :                                                                                                                             

α  log2 16          β  log5 25          γ  log5  5          δ  log9 3          ε  log7
1
7

            ζ  log4 1        η  log8 8   

22.3 Να υπολογύςετε τουσ λογαρύθμουσ :                                                                                                                             

α  log10             β  log100           γ  log  
1

100
       δ  log1         ε  lne         ζ  ln1       η  ln e4         θ  ln

1

e5          

22.4 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                               

α  log ln e10              β  ln log5 5               γ  eln5             δ  10log7              ε  100log5               ζ  e3ln2     

 22.5 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                               

α  A = 2lne + ln1 − 3 ln
1

e2                                β  B = ln e2 − eln3 + 2 ln
1
 e

 

********************************************************************************************************** 

22.6 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  log6 2 + log6 18           β  log 4 + log 25             γ  log2 24 − log2 3             δ  log 60 − log 6                                                                                 

ε  log 4 − log 400              ζ  log  900 − log 3       

22.7 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  log 2 + log 5                β  log6 12 + log6 3           γ  ln  2 − 1 + ln  2 + 1            δ log  2 + log  5                  

ε  log2 30 − log2 15        ζ  log 70 − log 7 

22.8 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α   3log 2 + log 125                    β  2 log 5 + log 20 + log 2                         γ  2log 40 − 4 log 2                                                      

δ  log 4 + log 20 − 3 log 2                   ε  log 300 −
1
2

log 9            

22.9 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  log 5 + log 6 − log 3              β  2 log 5 + log 12 − log 3                  γ  
1

2
log 16 + log 75 − log 3 

22.10 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α   log 2 + log 40 − 2 log 4         β  2log 20 + log 4 − 4 log 2        γ  2 log2 5 + log2 6 − log2 3 − log2 25 
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22.11 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α   
1

2
 log 25 − 

1

3
 log 8                β  log 5 + 5log 2 − 2 log 4                γ   

log 2 + log 12 − log 3

log 14 − log 7
                                        

δ  
2log 6 −  

1
2 log 16 

log 48 − 4 log 2
              ε   

log 7 +3 log 2 

log 2 + log 28
                        ζ   

log 5 + log 6 

1 + log 3
      

22.12 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α   
ln 2 + ln4 − 3ln3

ln 2 − ln3
               β   

2log 20− log 5 − log 16

1 − log 2
               γ   

ln 2e2  + ln2 − 2

ln 4 + ln5
                              

δ  
log  125 + log  27 − log  8

log 15−log 2
       

22.13 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  
log 70 + log 30 − 2 

log 7 + log 3
              β  

2log 5 + log 3 + 4 log 2 − 2 

log 30 +2 log 20 − 3
         γ  

ln 9e4  − 2 ln 3 − 2

ln 2e2  − ln 2 + 1
 

22.14 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α   log 6 −  26 + log 6 +  26                                       β  log 40 − log 3 −  5 − log 3 +  5                                                                              

γ  log 10 − 4 5 + log 10 + 4 5 − log 2                    δ   2 ln 2 +  3 + ln 7 − 4 3                                                                       

ε  2 log3 6 − log3 24 +
1
2

log3 4                  

22.15 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  10log 3               β  101−log 2              γ    10 
4log 3

              δ   
3 log 2 + log 5 − log 4

102 log 4−log 8  

22.16 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                                                                                 

α  101−log 5               β  102log 6              γ  102log 6−log12         δ  eln24−3ln2          ε  
e2−ln 5

100 loge  

22.17 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                

α  log 32 + 2 log 4 − log 64 = log 8                   β  log 3 + 2 log 4 − log 12 = 2log 2                                                                            

γ  3log 2 +
1
2

log 16 = 5 log 2           δ  log 4 + log 20 − 3 log 2 = 1            ε   
1

2
ln 4 +

2

3
ln 27 − ln 6 = ln 3 

22.18 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                

α  log2 3 + 2 log2 4 − log2 12 = 2                                       β  3log 2 + log 5 − log 4 = 1                                                                 

γ   
1

2
log 25 +

1

3
log 8 −

1

5
log 32 = 1 − log 2                 δ  2log2 6−2 log2

 3 = 2                                                                   

ε  2 log2 2 +  2 + log2 6 − 4 2 = 2                  χολικό   

22.19 Σο πολυώνυμο  P x = log 2 ∙ x3 + log 5 ∙ x2 − log 4 ∙ x + λ  ϋχει παρϊγοντα το  x − 2 . Να βρεύτε :                   

α  την τιμό του πραγματικού αριθμού λ                                                                                                                                              

β  το υπόλοιπο τησ διαύρεςησ του  P x   με το  x + 1  

********************************************************************************************************** 
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22.20  το ύδιο ςύςτημα αξόνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                         

α  f x = log x            β   g x = log x − 1             γ  h x = log x − 1              χολικό   

22.21  το ύδιο ςύςτημα αξόνων να παραςτόςετε γραφικϊ τισ ςυναρτόςεισ :                                                         

α  f x = ln x            β   g x = ln x + 2             γ  h x = ln x + 1  

22.22 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω ςυναρτόςεων :                                                                           

α  f x = log 2 − 10x                β  f x = ln x + 3 + ln 2 − x              γ  f x = log3 x2 − 6x + 8                                 

δ  f x = log 16 − x2                ε   f x = ln 
5 − x

x + 2
    

22.23 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω ςυναρτόςεων :                                                                           

α  f x = log x3 − 8 − 7 log x2 − 6x + 9              β   x = log 
2x − 4

5 − x
             γ  f x = ln ex − e                        

δ   x = ln 
ex − 1

x − 2
 

22.24 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω ςυναρτόςεων :                                                                           

α  f x = ln ex − 1               β  f x = ln 16 − 24x               γ  f x = log 32x − 4 ∙ 3x + 3  

22.25 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω ςυναρτόςεων :                                                                           

α  f x = log 5 −  4 − x                 β  f x = ln −x2 + 4x + 5               γ  f x = log −x3 + 7x + 6                      

δ  f x = ln 
x2+ 2x − 8

x2+ x
              ε  f x = log   

1
9
 

x
−

1
27

                   ζ  f x = ln 4x − 10 ∙ 2x + 16  

22.26 Να αποδεύξετε ότι οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι περιττϋσ :                                                                             

α  f x = ln x +  x2 + 1                   β  f x = ln 
1 − x

1 + x
            χολικό   

22.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ημx ∙ ln 
7 − x

7 + x
                                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                   

β  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι ϊρτια 

22.28 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log 
6 − x

6 + x
                                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη  εφ2x − 3 = 
f 2  + f(4)

ςυν 2x
                                                                                                           

γ  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι περιττό                                                                                                                                  

δ  Να μελετόςετε την  f   ωσ προσ τη μονοτονύα. 

********************************************************************************************************** 
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22.29  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log x + 1 + log x − 1 = log 2                       β   log x − 1 + log x = 1 − log 5                                                           

γ  log x2 =  log x 2                                                    δ   log x2 + 1 − log x = log 2                 χολικό   

22.30 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log x − 1 = 0                  β  log x + 5 = 0                  γ  ln x + 1 + ln x − 2 = ln4                                                                                     

δ  log x − 6 + log x − 7 = 1 − log 5             ε  2log x − log x + 6 = log3 

22.31 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log x + 30 = 2     β  log2 x2 − 9 = 4      γ  log x + 6 = log 2 − x       δ  log x2 − 6x = log 18 − 3x  

ε  1 − log x − 2 = log 30               ζ  ln x − ln x − 2 = ln x − 3 − ln x − 4  

22.32 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log x − 4 = 1              β  ln x − e = 1              γ   log x2 − 4x + 4 = 0          δ  log x = log 1 − x                 

ε  ln x2 + x + 1 = ln x + 2                  ζ  log 4x − 3 = log
1
x

        

22.33 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log 3 − x + log 1 − x = 3 log 2                                       β) log 2x − 5 + log 2x − 1 = log 5                                                

γ  2log x − log 5x − 4 = 0                                                        δ  log x − 3 + log x + 6 = 1                                                            

ε  
1
2

∙ log x2 − 16 − 1 = log 3 −
1
2

∙ log x2 + 16                ζ  
1−log 2

log 5
 ∙ log x = log 3 − log x − 2  

22.34 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  ln 2x − 8 = ln 2x−2 + 4                                                       β  x ∙ log2 = log 2x + 4 − log 2x+1 − 1                                                

γ  2 ∙ log 2x − 1 − log 3x − x2 = log 4x − 3 − log x       δ  log 1 + x = 1 + log 1 − x  

22.35 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log x − 6 + log x − 7 = 1 − log 5                                       β) 2log x − log 4 = log x − 1 − log 3                   

γ  2 log 2x − 1 − log 3x − x2 = log 4x − 3 − log x         δ   
1
3

∙ log x − 1 = log x − log 2 

22.36 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  ln 9x + 3x − 5 = 0                      β  log 32x−2 + 10 = 1 + log 3x−1 − 1  

22.37  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  log  x =  log x                       β  ln4x − 5ln2x + 4 = 0               χολικό   

22.38  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  ln2x − 3 ln x + 2 = 0             β  log2x − log x − 2 = 0              γ  log2x + log x2 − 3 = 0                                                

δ  log4x − 10log2x + 9 = 0 

22.39  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  ln2x − 4 ln x − 5 = 0           β  log2x − 5 log x + 4 = 0              γ  log2 x + 1 − 2 log x + 1 + 1 = 0                       

δ  ln4x − 7ln2x + 6 = 0           ε  log3x + 2log2x − log x − 2 = 0 
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22.40  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  ln2x − ln x2 − 3 = 0              β  log3x2 − 2log2x3 − 6 log x + 20 = 0          γ  2logx + 1 + 2logx + 2 = 48                                                 

γ  9logx − 4 ∙ 3logx + 3 = 0                                δ     
logx  + 1

logx
−

2

logx  + 2
=

4

log 2x + 2logx
 

22.41 Να αποδεύξετε ότι  xlog5 = 5logx                                                                                                                                                          

και ςτη ςυνϋχεια να λύςετε την εξύςωςη   52logx = 5 + 4 ∙ xlog5               χολικό   

22.42 Να αποδεύξετε ότι  xlog2 = 2logx                                                                                                                                                          

και ςτη ςυνϋχεια να λύςετε την εξύςωςη   2logx + xlog2 = 16 

22.43 Να αποδεύξετε ότι  xlog3 = 3logx                                                                                                                                                          

και ςτη ςυνϋχεια να λύςετε την εξύςωςη   9logx − 10xlog3 + 9 = 0 

22.44 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  5x = 21−x                   β  3x−1 = 21+x            χολικό   

22.45 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  5x = 7                   β  3 ∙ 5x − 12 = 0                   γ) 51−x = 2x+3                δ  25x − 5x+1 + 6 = 0 

22.46 Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

α  3x−2 = 2x+1                   β  5x−1 = 102−x               γ  21+x = ex 

22.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln 
x − α

 x + α
  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται από το                      

ςημεύο  Μ 2 , − ln 3                                                                                                                                                                          

α  Να αποδεύξετε ότι  α = 3                                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την εξύςωςη  e2f(x) − 3ef(x) + 2 = 0 

22.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = 
log  3x −14 

log  x − 4 
                                                                                                        

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                                                               

β  Να βρεύτε τα ςημεύα ςτα οπούα η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  τϋμνει  την ευθεύα   y = 2 

22.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln 
2 − x

2 + x
                                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                                                               

β  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f  εύναι περιττό                                                                                                                

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   x3 + 5x2 + 3x − 8 = f  −
2
3
 + f  −

4
3
  

22.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = log x − 1 − log x2 − 2x   και  g x = 1 − log x + 1                                            

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων                                                                                                                  

β  Να βρεύτε την τετμημϋνη του ςημεύου τομόσ των γραφικών τουσ παραςτϊςεων                                                    

γ  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ  f x = 0  και  g x = 0                                                                                                                                       

δ  Να αποδεύξετε ότι  f 4 − 3g 1 + 4 = log 30 
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22.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = 
logx

1 − logx
                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                                                               

β  Να αποδεύξετε ότι η  f  10
x

x+1 = x  , για κϊθε   x ≠ −1                                                                                             

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   xf(x) = 10logx−6        

********************************************************************************************************** 

22.52 Να λύςετε τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                         

α   
log x ∙ y = 4 log 2         

log x ∙ log y = 3 log 2 2
             β   

x ∙ y = 8             
log y = 2 ∙ log x

           γ   
y = 2x                            
2 log y = log x + log 2

         χολικό   

22.53 Να λύςετε τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                         

α   
log x + log y = 3   
log x − log y = −1

                   β   
lnx + lny = 3  
lnx + 2lny = 4

                         γ   
x + y = 100             
log x − log y = log 4

  

22.54 Να λύςετε τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                         

α  
log 6x − 4y = 1

ln x − y = 0       
           β   

log y − x = 1 − log5        
logx + log6 = logy + log2

              γ   
logy − logx = 2 − log50

log y + 1 + logx = 1    
  

22.55 Να λύςετε τα ςυςτόματα :                                                                                                                                                         

α   
x + y = 65             
log x + log y = 3   

              β   
log y − x = 1            
log x − log y = log 3

             γ   2logx + 3logy = 13

4logx + 9logy = 97
      

********************************************************************************************************** 

22.56 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α   log x2 >  log x 2          β  log x2 − 4 < log 3x               γ  xlogx > 10              χολικό   

22.57 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  lnx > 0               β  lnx > 1                γ  log 2 − x < 0               δ  log x2 − 6x + 9 ≤ 0                                      

ε  log 1 − x < log x + 3                ζ  ln x + 9 > ln x2 + 2x − 3                 ζ  ln 2x + 1 < ln 16 + 2x−4  

22.58 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  log3 x − 12 < 2                          β  log2 2x − 6 ≥ 4                      γ  log5 x + 7 ≤ log5 3 − x                                       

δ  ln x + 5 ≤ ln 9 − x                   ε  ln 5 −  x + 1  ≤ 0                   ζ  2lnx ≥ ln x − 2 + ln x + 6  

22.59 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  log  2x +
2
5
 < −1         β   2logx − 2  3logx + 3 ≥ 0         γ   5x − 25  1 − logx  2x2 − 5x + 2 ≤ 0          

δ  
lnx

1 − lnx
 ≤ 1                      ε   logx + 1  3 − logx ∙ lnx ≤ 0 

22.60 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  log x + 2 + log x − 2 < log 4x + 1                      β  ln 4 − x + ln x − 1 ≥ ln 2                                            

γ   x − 4 ∙ lnx > 0                        δ   
logx

1 − logx
 < 0                          ε  

logx

x − 2
 < 0 
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22.61 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  log2x − 3 log x − 4 ≥ 0                    β  ln2x ≤ ln x                     γ  2ln2x − 5 ln x + 3 ≥ 1 

22.62 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α   log2x − 2 log x − 3 > 0         β  log2x − log x3 + 2 ≤ 0             γ  log2x ≤ 4              δ  
2lnx  − 1

 lnx
 ≥ 1 

22.63 Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                              

α  3x < 5               β  2x−2 ≥ 3x+1                γ  4x − 2x+3 + 15 < 0                 δ  
2∙3x − 4

3x + 1
 ≥ 1 

********************************************************************************************************** 

22.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 2x − 5  . Να βρεύτε :                                                                                               

α  το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                               

β  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                  

γ  τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   εύναι πϊνω από τον ϊξονα x’x 

22.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln e2x − 6ex + 8                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f x ≥ ln3                                                                                                                                        

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = x + ln3                 

22.66 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln ex − 2  .                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                               

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x + x = 3ln2                                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x + x ≥ 3ln2 

22.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln 
e2x − 1

ex + 5
                                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 2ln2                                                                                                                                        

γ  Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   εύναι πϊνω από τον ϊξονα  x’x  

22.68 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = x + ln 
ex − 3

ex + 5
                                                                                                             

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ εύναι κϊτω από τον x’x 

22.69 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x − 2ex + 3   και  g x = ln3 + ln ex − 1                                                         

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων  f , g                                                                                                       

β  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των   Cf  ,  Cg                                                                                                                                          

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 2𝑔(𝑥)           
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22.70 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln ex − 1   και  g x = ln 2e1−x − 2                                                         

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων  f , g                                                                                                       

β  Να αποδεύξετε ότι οι  Cf  ,  Cg    ϋχουν ϋνα μόνο κοινό ςημεύο                                                                                               

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f −2x > 𝑔(𝑥 + 1)                                                                                                                   

δ  Να αποδεύξετε ότι  g 1 − x = f x + ln2 

22.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln e2x − ex                                                                                                               

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι  f x = x + ln ex − 1                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = x                                                                                                                                           

δ  Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται πϊνω από την ευθεύα  y = x + 2ln2 

22.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = log x2 − 4x + α  , α > 0  ώςτε να ιςχύει  f 6 = 2f 4 . Να βρεύτε:           

α τον αριθμό α                                                                                                                                                                              

β  το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                       

γ  τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   εύναι κϊτω από τον ϊξονα  x’x                                                                              

δ  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 2log6 

22.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln 
4x − 2x

2x +1  + 4
                                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = −2ln2                                                                                                                                        

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x < 0 

22.74 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x = ln 
16∙2x − 8

4x + 7∙2x                                                                                                                      

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                  

β  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ   Cf   με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x ≤ ln4 − ln3 
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23.1 α  Να αποδεύξετε ότι   xlogy = ylogx  , ∀ x , y > 0                                                                                                                                   

β  Να λύςετε το ςύςτημα   
xlogy + ylogx = 20

log  x ∙ y = 1
       ∀ x , y > 0                                                                                                                                                     

γ  Για τα  x , y  που βρόκατε , να λύςετε την εξύςωςη  log x2 + ylogθ − 110 = 1   ,   θ > 0                              

  ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012   

23.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log 4x − 8 − x ∙ log2 − log7                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = log 
4x  − 8

7 ∙ 2x                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = 0                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012 ) 

23.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = x + log 2x − 2 − x ∙ log5 − log3                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = log 
4x  – 2 ∙ 2x

3
                                                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   f x ≥ 0                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2012 ) 

********************************************************************************************************** 

23.4  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = 
2κx

x2+ κ2   , κ ≠ 0                                                                                                                   

α  Να εξετϊςετε αν εύναι ϊρτια ό περιττό                                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι η μϋγιςτη τιμό τησ εύναι 1 και να βρεύτε την τιμό του x για την οπούα  αυτό 

επιτυγχϊνεται                                                                                                                                                                                             

γ  το διπλανό ςχόμα υπϊρχει η γραφικό παρϊςταςη τησ  f                         

για κ = 1 , αλλϊ μόνο για  x ≥ 0 .                                                                             

Να ςυμπληρώςετε όλη την γραφικό παρϊςταςη                                                                        

δ  Να εξετϊςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη                   

g x = κ x2 + κ2 f x − 2013         ΓΕΛ  ΚΑΡΔΙΣΑ  2013   

23.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log x2 − 4 − log 6x +
1
2

log4                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                                                                                                                            

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f x < 0                                ( 3o ΓΕΛ  ΕΡΡΨΝ 2013   

23. Ενδοσχολικά Θέματα 

Εξετάσεων στις Εκθετικές και 

Λογαριθμικές υναρτήσεις  
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23.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  2 −  α  x .                                                                                                                                            

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του α ∈ ℝ για τισ οπούεσ η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                 

β  Για  α = 0  να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                         

β1    2 −  α  x+2 =  2 −  α  3x                                                                                                                                                 

β2   2 −  α  ςυν2x+2ημx =  2 −  α  1                    ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013   

23.7 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = lnx  , g x =  
e2x − 4ex  + 3

ex  − 1
                                                                                                          

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να βρεθούν οι πραγματικϋσ τιμϋσ του x  για τισ οπούεσ η Cg   βρύςκεται πϊνω από τον ϊξονα  x’x                     

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f g(x) = 0                                  ΓΕΛ  ΑΙΔΗΧΟΤ  2013   

23.8 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x =  
ex  + e−x

2
   και  g x =  

ex  − e−x

2
                                                                         

α  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη f εύναι ϊρτια.                                                                                                                            

β  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη g εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                          

γ  Αφού αποδεύξετε ότι  g ln2 =  
 3 

4
  να λύςετε την ανύςωςη  g x ≥  

 3 

4
                                                              

δ  Θεωρώντασ γνωςτό την ανιςότητα  α + 
 1 

α
 ≥ 2  που ιςχύει για κϊθε θετικό πραγματικό αριθμό α, να 

λύςετε την εξύςωςη  f x = ςυνx                           ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2013   

23.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log2 + log 4x + 9 − 1 − log 2x + 1                                                                                                               

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                                                                                                         

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  f x = 0                                             ΓΕΛ  2013   

23.10 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln ex − 1   , g x = ln ex + 2                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να ςυγκρύνετε τισ τιμϋσ  f ln2   , g(−1)                                                                                                                              

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f x + x = ln2 + g(x)                                                                                                                      

δ  Να λυθεύ η εξύςωςη  x
5 + logx

3 = 1005+logx                  ΓΕΛ  ΚΑΡΔΙΣΑ  2013   

23.11 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln ex − 1   , g x = 2lnx2 − ln12 .                                                                                                                

Θεωρούμε και την παρϊςταςη  Α = f ln3 − g  6                                                                                                                                              

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 𝑙𝑛 e − 1                                                                                                                                   

γ  Να αποδεύξετε ότι  Α = ln 
 2 

3
  και ότι   Α < 0                                                                                                                                                          

δ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f 2x = ln ex + 1                          ΓΕΛ  ΚΟΜΟΣΗΝΗ 2013   
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23.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  
 x − 1 

x + 1
    και το πολυώνυμο  Q x = 3x3 − 5x2 + 12x − 5                                          

α  Να κϊνετε την διαύρεςη  Q x ÷  2x − 1   και να γρϊψετε την ταυτότητα τησ διαύρεςησ                                      

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x2 + f x = ln 2ex − ln5 − 1                                                                                         

δ  Να βρεθούν οι τετμημϋνεσ για τισ οπούεσ η Cf   βρύςκεται πϊνω από την ευθεύα με εξύςωςη  y = 1            

( 7o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

23.13  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x − 2ex + 1   , g x = ln ex − 1                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να βρεύτε τα διαςτόματα που η  Cf   βρύςκεται πϊνω από τον ϊξονα  x’x                                                                           

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = g x + 2ln2       ( 14o ΓΕΛ  ΠΕΡΙΣΕΡΙΟΤ 2013   

23.14  Δύνεται το πολυώνυμο  P x =  4κ − 4κ+2 x3 + ςυνθ 2ςυνθ − 3 x2 − x − 1 , με θ ∈  0 , 2π   . Αν 

το πολυώνυμο εύναι 2ου βαθμού και το 1 εύναι ρύζα του πολυωνύμου, να βρεύτε τουσ αριθμούσ κ και θ .            

( 3o ΓΕΛ  ΕΡΡΨΝ 2013   

23.15 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x + 5ex − 14   , g x = x + ln 1 − 2e−x                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να δεύξετε ότι   g x = ln ex − 2    και   f x − g x = ln ex + 7                                                                                                                    

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = g x + 2ln3                                                                                                                                           

δ  Να δεύξετε ότι η  Cf   βρύςκεται πϊνω  από την  Cg   για κϊθε  x ∈ Αf ∩ Αg   ( 1o ΓΕΛ  ΦΑΝΙΨΝ 2013   

23.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln2  
1
 x 

 + lnx                                                                                                                             

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να δεύξετε ότι   f x = ln2x + lnx                                                                                                                                                        

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 𝑓(𝑒)                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013  

23.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = eα∙x+ln2 − 2                                                                                                                                                                            

α  Να δεύξετε ότι η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                                                                 

β  Για  α = −ln4  να δεύξετε ότι  f x = 21−2∙x − 2                                                                                                           

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = −3 ∙ 2− x                     ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013  

23.18  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 9x − 27 − ln6 − x ∙ ln3                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = ln 
9x  − 27

6 ∙ 3x                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = 0                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 

23.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln e2x − 1 − ln ex + 5                                                                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = ln4                                                                                                                                                                 

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 0                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2013 ) 
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23.20  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln x2 − 2x + 3                                                                                                                          

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ f.                                                                                                                                        

β  Να δεύξετε ότι η ανύςωςη  f ex > 𝑙𝑛 ex + 1   μετατρϋπεται ιςοδύναμα ςτην ανύςωςη                                                             

e2x − 3ex + 2 > 0   την οπούα και να λύςετε.                                                                                                                        

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f ημx = ln  ςυν2x +
7
2
         ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2013                         

********************************************************************************************************** 

23.21  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  1 −
1
ex                                                                                                                                                               

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ και να αποδεύξετε ότι εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                                          

β  Να αποδεύξετε ότι η γραφικό τησ παρϊςταςη εύναι εξ’ ολοκλόρου κϊτω από τον  ϊξονα  x’x                                 

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f 2x − f x < 𝑥 − 𝑙𝑛2 + 𝑙𝑛  ex −
1
2
                                                                                                                

δ  Να αποδεύξετε ότι  f ln2 + f ln3 + f ln4 + ⋯ + f lnv = −lnv , v ∈ ℕ      ΠΟΤΚΑΜΙΑ  2014   

23.22  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = α + ln ex − 2                                                                                                                                    
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                                                                               

β  Να βρεύτε το α αν η  Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Α(ln3 , 1)                                                                                     

γ   Να λύςετε την εξύςωςη για  α = −1 .                      ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.23 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = x + ln e2x − 1   , g x = ln6 + ln ex − 1                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = g(x)                                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
2013

2014
 

x3+2

 <    
2014

2013
 

4−7x

      ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2014   

23.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  
 4x  − 2x  

2x +1  + 4
                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = −2ln2                                                                                                                                                             

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x < 0                                                                                                                                                      

δ  Να δεύξετε ότι   f x =  x − 1 ln2 + ln 
 2x − 1 

2x  + 2
     ΠΡΟΣΤΠΟ  ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ  ΓΕΛ  ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ  2014   

23.25 Ϊςτω γραμμικό ςύςτημα 2x2 με αγνώςτουσ  α , β ∈ ℝ  για το οπούο ιςχύει                                                        

 Dα
2 − 2Dα ∙ e4 + e8 + Dβ

2 − 2Dβ ∙ e + e2 = 0   1   ,    D = e 
1
2 

log16 + 2log5   (2)                                                           

α  Να αποδεύξετε ότι το ςύςτημα ϋχει μοναδικό λύςη την   α , β =  e2 ,
1
e 

                                                                                          

β  Για τα α, β του προηγούμενου ερωτόματοσ να λύςετε την ανύςωςη  ln α ∙ β − ln αx > 𝑙𝑛 βx − 2α    

γ  Θεωρούμε την ςυνϊρτηςη  f x =  2β −
1

 α 
 

x 

                                                                                                                                

γ1  Να μελετόςετε την ςυνϊρτηςη ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                        

γ2  Αν ιςχύει η ςχϋςη  ln  
2e − 1

e2  
ςυνθ

< 𝑙𝑛 2e − 1 
1
2 − 1  , θ ∈  0 ,

π
2 

     να δεύξετε ότι  ςυνθ >  
1

2 
                

  ΠΟΤΚΑΜΙΑ  2014   
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23.26 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 3x − 5                                                                                                                                    
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τησ Cf  με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                   

γ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του x  για τισ οπούεσ η Cf   βρύςκεται κϊτω από τον  ϊξονα x’x                                                

  ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
1
4
 

x+α
− 8 . Αν η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Μ −3 , −4                                             

α  Να βρεύτε την τιμό του πραγματικού αριθμού α                                                                                                                                                              

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f x ≥ 0                                                                                                                                                     

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  e2x + 5ex + f  −
5
2
 = 0           ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.28  α  Να λύςετε την εξύςωςη  4x − 17 ∙ 2x + 16 = 0                                                                                                                                               

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f x = ln  
1 − 2x

2x  − 16
                                                                              

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = −ln4                               ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log x − 6 + log x + 1                                                                                                               

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                                                                                                         

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  log x − 6 + log x + 1 = 3log2                                                                                                

γ  Να λύςετε την ανύςωςη   
1

 4 
 

x2−2x

 ≥    
1

 2 
 

x2−x + 10

            ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.30  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln  x −
1

  x  
   , g x = log 9x − 3x                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x + lnx = 3ln2                                                                                                                                          

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  g x − g 1 < 𝑙𝑜𝑔2            ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.31 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x − 2ex + 1   , g x = ln ex − 1                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = g x + ln2                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 𝑔 x + 2ln2                   ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.32  α  Να δεύξετε ότι  8log2
 3

3
= 3                                                                                                                                                

β  Να λύςετε την εξύςωςη   32log2x − 2 ∙ 3log2x − 8log2
 3

3
= 0             ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   

23.33  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = log 5 ∙ 4x − 2 ∙ 25x   , g x = −2 ∙ 52x + 25 ∙ 2x−1 − 5                                                                                

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την εξύςωςη  10f(x) = g(x)                                                                                                                                                                             

γ  Να αποδεύξετε ότι  f −1 − f 0 − log g(1) − log13 = −3             ΓΕΛ  ΔΨΔΕΚΑΝΗΨΝ  2014   
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23.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln e2x + ex − 6                                                                                                                                

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = ln6                                                                                                                                                                  

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > 𝑙𝑛 ex + 3                     ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014   

23.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log  
 4x  − 1 

2x  + 5
                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = log3 − log7                                                                                                                                                             

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 0                          ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014   

23.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log3 + log 2 ∙ 4x + 1 − x ∙ log2                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = log 
3 ∙  2∙4x +1 

2x                                                                                                                                                               

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = log9                      ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014   

23.37 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln x2 − 2x + 3   , g x = ln ex − 1                                                                                 

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να δεύξετε ότι   f 2 + 3f 1 − f 3 = ln4                                                                                                                          

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f ex > 𝑔 x + ln3                          ΓΕΛ  ΡΕΘΤΜΝΟΤ  2014                                                                                                                                 

********************************************************************************************************** 

23.38  α  Να λύςετε την εξύςωςη   
1
 3 

 
x

  >  
1

 9 
                                                                                                                       

β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                                                                                                                   

β1  logx + log x − 1 = log3 + 2log2                                                                                                                                                         

β2    
4
 9 

 
1− x

=  
 3 

2
                         ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

23.39  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log 10x − 1 − 2log 6 + x                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                                                                                                         

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  f(x)= 0                                                                                                                                                                       

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f(x)< 0                  ΓΕΛ 2015 ) 

23.40  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log 2x − 4 + log 2x + 1 − log3                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                                                                                                         

β  Να αποδεύξετε ότι   f x = log  
 2x −4  ∙  2x +1   

  3  
                                                                                                                             

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f(x)= 1 − log5          ΓΕΛ ΠΕΝΣΑΠΟΛΕΨ  2015 ) 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 125 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 126 
 

 

23.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  
 x + e2  

x2  + e2                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να δεύξετε ότι  ef(e) − ef(1) > ef(0)                                                                                                                                                                                                        

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > lnx                                                                                                                                                                                                        

δ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f(ex)= 0                                        ΑΚΗΟΛΟΓΙΟ  2015   

23.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
  logx  2  

log x2                                                                                                                                  

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  f(x) = 
1

 2 
                                                                                                                                                                                      

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη   
1

 f(x) 
 < 1                   ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

23.43  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  κ − 2 lnx                                                                                                                           

α  Αν η  Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Α e , 4  , να βρεύτε το κ                                                                                          

β  Για  κ = 6 , να λυθεύ η εξύςωςη  f x + f(8x) = 8                                                                                                       

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > 12                            ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

23.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
 lnx  + 1 

lnx  − 1
                                                                                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ .                                                                                                    

γ  Να δεύξετε ότι   f(
1
 x 

) = 
1

 f(x) 
                                                                                                                                              

δ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f x − 1 = 2f(
1
 x 

)              ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

23.45  α  Να λύςετε την εξύςωςη  log x + 1 + log x − 1 = log2                                                                                                                             

β  Να λυθεύ η ανύςωςη  
1

 2 
log2x + log

1

  x 
> 1         ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

23.46  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = λ  
ex  − 1  

ex + 1 
  τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Α  ln2 ,

1
 3 

                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ .                                                                                                                                                                                               

β  Να δεύξετε ότι  λ = 1                                                                                                                                                                                                

γ  Να δεύξετε ότι   f x + f −x = 0                                                                                                                                        

δ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > 
1

 2 
           ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015    

23.47  α  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                                                                                       

10ημx ∙ log2 + 2log10−log10ημx
− 3 log30 − log3 = 2ημx + 21 − ημx − 3                                                                                           

β  Να λυθεύ η εξύςωςη  2ημx + 21 − ημx = 3   όταν  x ∈ [0 , π]        ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   
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23.48 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + 2λx2 − μx − 1 , λ , μ ∈ ℝ . Αν το  x − 1  εύναι παρϊγοντασ του 

πολυωνύμου και η διαύρεςη  P x ÷  x + 1  αφόνει υπόλοιπο ύςο με 4                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  λ =
3
 2 

  και  μ = 3                                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x ≥ 0                                                                                                                                                                                                                    

γ  Αν  x1 η μεγαλύτερη ρύζα τησ εξύςωςησ   P x = 0  και   log 2x1 = α  να υπολογιςθεύ η τιμό τησ 

παρϊςταςησ  Α =
1
 2 

log2x1 +
1
 2 

log 2 +  2x1 +
1
 2 

log  2 +  2 +  2x1 +
1
 2 

log  2 −  2 +  2x1           

ςαν ςυνϊρτηςη του  α .             ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2015   

********************************************************************************************************** 

23.49 Δύνονται οι   f x = ln ex − 1   , g x = 2lnx2 − ln12 , και η παρϊςταςη  Μ = f ln3 − g( 6)                                                                                

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων .                                                                                                                                 

β  Να δεύξετε ότι  Μ = ln
2
 3 

< 0                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 𝑙𝑛 e − 1                                                                                                                            

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f 2x = ln ex + 1                 ΓΕΛ ΖΑΚΤΝΘΟΤ 2016   

23.50 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln ex − 1   , g x = lnx2  .                                                                                                                                                                                                                                                             

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ .                                                                                                                                 

β  Να λύςετε τισ ανιςώςεισ  f x ≥ 0  , g x < 0                                                                                                               

γ  Να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ  f ln3   , g  
1
 e 

          ( 4o ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ 2016   

23.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln ex − 1                                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f x > 0                                                                                                                                           

γ  Να αποδεύξετε ότι  2f ln9 = 3f ln5                                                                                                                                 

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f 2x − 1 = f(x)                             ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2016 ) 

23.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln2x + ln 
1

 x + κ  
  με  x > 0                                                                                             

α  Αν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Μ 1 , 0  , να δεύξετε ότι  κ = 0                                                                                 

β  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του x  για τισ οπούεσ η Cf   βρύςκεται κϊτω από τον  ϊξονα x’x                                                      

γ  Αν ιςχύει   f α = f β  , α ≠ β   να αποδεύξετε ότι  α ∙ β = e                                                                                         

δ  Να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ    f 2   , f  
1

 e2016 
            ( 1o ΓΕΛ  ΓΙΑΝΝΙΣΨΝ 2016   

23.53  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = −ln x + 1                                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ    f  −
1
 2 

  ,  f 0  ,  f  
1
 2 

                                                                                                                  

γ  Να λύςετε την εξύςωςη f x + f x + 1 = f(1)           ( 3o ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ 2016   
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23.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = log 10x − κ  , κ ∈ ℝ .                                                                                                                        

α  Αν κ η θετικό ρύζα τησ εξύςωςησ  32x − 3x − 6 = 0  , να δεύξετε ότι  κ = 1                                                                         

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                            

γ  Να δεύξετε ότι  3 ∙ 10f(1) + 20 ∙ 10f(2) + f log101 + eln7 = 2016                                                                                                                  

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f 2x = f x + log11                                                                                                                             

ε  Να λυθεύ η ανύςωςη  10f(x) < 9                                  ΓΕΛ ΕΡΕΣΡΙΑ 2016 ) 

23.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 4x + 2x − 6 − ln 2x+1 + 6                                                                                     

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                         

β  Να απλοποιηθεύ ο τύποσ τησ                                                                                                                                                     

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  f x = eln 2f x                 ΓΕΛ  ΘΕΑΛΟΝΙΚΗ 2016 ) 

23.56  α  Να λυθεύ η εξύςωςη  ln2x − 3lnx + 2 = 0                                                                                                                                   

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f x =  ln2x − lnx3 + 2                                                                

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x ≤ f(1)                    ( 1o ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ 2016   

23.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  
 4 − x  

4 + x 
                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  και να δεύξετε ότι εύναι περιττό                                                                 

β  Να δεύξετε ότι  f −2,2 + f −1,1 + f 0 + f 1,1 + f 2,2 = 0                                                                                     

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  e2f(x) + 3 = 4ef(x)             ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2016 ) 

23.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = x + ln ex − 3                                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  .                                                                                                                                              

γ  Να ςυγκρύνετε τουσ αριθμούσ   f ln4  , f ln5                                                                                                                   

δ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > 𝑙𝑛2 + 𝑙𝑛 ex − 2             ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2016 ) 

23.59 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x − 2ex + 3   , g x = ln3 + ln ex − 1                                                

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ                                                                                                                                          

β  Να δεύξετε ότι  f x ≥ ln2                                                                                                                                                                     

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = g(x)                                                                                                                                  

δ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x > 2𝑔(𝑥)            ΓΕΛ ΛΙΜΝΗ 2016 ) 

23.60 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln e2x − κex + λ  , κ , λ ∈ ℝ . Αν εύναι f 0 = ln2 , f ln6 = ln12 ,τότε :  

α  Να δεύξετε ότι  κ = 5 , λ = 6                                                                                                                                                                                                                              

β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                             

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = ln10 − ln ex + 1                                                                                                        

δ  Να βρεύτε τα διαςτόματα, ςτα οπούα η Cf   βρύςκεται πϊνω από την γραφικό παρϊςταςη                                        

τησ  g x = x + ln2                                 ΓΕΛ ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ 2016 ) 
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23.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln x +  x2 + 1                                                                                                                                                                       

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                        

β  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι περιττό                                                                                                                                                                                                                      

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 1                                                                                                                                                                                

δ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f ex > 𝑥 + 𝑙𝑛3                   ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ 2016 ) 

23.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln
 4x − 2x  

2x+1 + 4
                                                                                                

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                   

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = −2ln2                                                                                                                                                                                                                               

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f x < 0                                                                                                                                                                                                                  

δ  Να δεύξετε ότι  f x =  x − 1 ln2 + ln 2x − 1 − ln 2x + 2      ( 1o  ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2016   

23.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln x ∙ ex−1  , x > 0                                                                                                                             

α  Να δεύξετε ότι για κϊθε  x ∈  0 , 1   ιςχύει  f x < 0                                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x + 1 = x − ln2x                                                                                                                                                                                               

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  f ex−1 > 𝑥 + 2x − 2                                                                                                                   

δ  Να δεύξετε ότι για κϊθε  θ ∈  0 ,
π
 2 

    ιςχύει  ςυνθ < 𝑙𝑛
e

 ςυνθ 
      ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΑΝΑΒΡΤΣΨΝ 2016  

23.64  Δύνεται το πολυώνυμο  P x = eκ ∙ x3 − x2 + lnλ ∙ x + 3 , κ , λ ∈ ℝ . Αν το πολυώνυμο ϋχει 

παρϊγοντα  το  x + 1  και η διαύρεςη  P x ÷  x − 2  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  9                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  κ = 0  και  λ = e                                                                                                                                                 

β  Να λύςετε την εξύςωςη  P x = 0                                                                                                                                                   

γ  Να αποδεύξετε ότι  για  x > 0 , xln5 = 5lnx  και ςτην ςυνϋχεια να λύςετε την εξύςωςη                                                      

P 25lnx − 4xln5 − 6 = 0              ( ΓΕΛ ΜΗΛΟΤ 2016   

********************************************************************************************************** 

23.65 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x = log 2x − 1   , g x =  log5 ∙ x + log6                                                                 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ  f                                                                                                                                       

β  Να αποδεύξετε ότι  g 2 = 1 + log3 + log5                                                                                                                                      

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f x = 0                                                                                                                                                                       

δ  Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ  10f(3) + f 1 + g 1 − g 2 − log2                                                                                

( 1o ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ  2017 ) 

23.66 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
logθ + 3
1 − logθ

 
x

                                                                                                                           

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του θ , η ςυνϊρτηςη ϋχει πεδύο οριςμού το  ℝ                                                                                        

β  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του θ , η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ                                                                

γ  Να βρεύτε το θ ώςτε να ιςχύει  f  
1
 2 

 =  3                                                                                                                         

δ  Για  θ = 1  να λύςετε την εξύςωςη  f 2x + f x + 2 = 10     ( ΓΕΛ ΛΕΦΑΙΟΤ 2017   
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23.67  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                                                                                                      

f x = e
 x2−9 , g x = ln

 e − x  
e + x

 , h x = e2x − 2ex + 1  , κ x = ςυνx − 1                                                                               

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των  f  , g                                                                                                                                  

β  Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των  f  , g  δεν τϋμνονται                                                                                             

γ  Να δεύξετε ότι η f  εύναι ϊρτια και η g  εύναι περιττό                                                                                                    

δ  Να δεύξετε ότι  h x ≥ 0 . Για ποια τιμό του x  ιςχύει η ιςότητα ;                                                                                    

ε  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ  κ x   και να λύςετε την εξύςωςη  h x = κ x                                

( 1o  ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ  2017   

23.68  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = ln ex − 5 + x − ln2 − ln3                                                                                                                             

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  με τον ϊξονα  x’x                                                                          

γ  Για ποιεσ τιμϋσ του  x  η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  βρύςκεται κϊτω από τον  ϊξονα  x’x  ;                          

( ΓΕΛ ΔΡΑΜΑ  2017   

23.69  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
 ln 2x − 3   

ln x − 3 
                                                                                                                                      

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 2                                                                                                                                                                                         

γ  Αν   3 < x < 4  , να λύςετε την ανύςωςη  f x < 1                     ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ 2017   

23.70  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln 
 6 − x  

4 + x
                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                                                       

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x − 2 + f(x) = 0                                                                                                
γ  Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                              

γ1   f ex < 𝑥              γ2    
f(x)

 2 
  ≥ ln3 3 − ln3                ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ 2017   

23.71  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x = x + ln ex − 1                                                                                                                              

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = ln2                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x < 𝑥                          ΓΕΛ ΕΡΡΨΝ 2017   

23.72 Δύνεται η εξύςωςη  1 + log x2 − 6x = log20 + log 3x − 10                                                                                                                          

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  x  ορύζεται η εξύςωςη                                                                                                                                

β  Να λύςετε την εξύςωςη .                                                                                                                                                                                  

γ  Αν  x1 = 10  η λύςη τησ παραπϊνω εξύςωςησ , να βρεύτε το y ώςτε να ιςχύει η ςχϋςη                                          

2log  
1
2
 

y
+ 4 = log2 + logx1               ΓΕΛ ΕΡΡΨΝ 2017   

23.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln
 e2x − 1  

ex + β
  όπου  β = log300 −

1
 2 

log9 + eln3                                                             

α  Να αποδεύξετε ότι  β = 5  και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                    

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 2ln2                                                                                                                                

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f x ≥ 0        ΓΕΛ ΜΤΓΔΟΝΙΑ 2017   
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23.74  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = ln e2x − 4ex + 3   , g x = ln3 + ln ex − 1                                                

α  Να βρεθούν τα πεδύα οριςμού τουσ                                                                                                                                          

β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  με τον ϊξονα  x’x                                                                          

γ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των δύο γραφικών παραςτϊςεων.                                                                                               

  ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2017   

23.75  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  
1

2 + x
−

1
2 − x

                                                                                                                                                    

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να λύςετε την εξύςωςη  6e2f(x) − 11ef(x) + 4 = 0                                                                                                                                          

γ  Να αποδεύξετε ότι ιςχύει f x ≥ 0 και να εξετϊςετε πότε ιςχύει η ιςότητα .      ΓΕΛ ΑΘΗΝΨΝ 2017   

23.76  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x =  
eα  − 2

 1 − 2eα  
 

x

      , x ∈ ℝ , α ≠ −ln2                                                                                                          

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  α ≠ −ln2  η  f  ορύζεται  :                                                                                                                               

α1   ςτο  ℝ                                                                                                                                                                                                                                

α2   ωσ εκθετικό με βϊςη   
eα  − 2

 1 − 2eα  
    ςτο  ℝ                                                                                                                            

β  Να αποδεύξετε ότι για   α ∈  −ln2 , 0  η  f   εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ                                                                                                     

γ  Αν  α ∈  −ln2 , ln2   και ιςχύει   α5 + α3 + α + 1 = 0  τότε :                                                                                                                         

γ1  Να δεύξετε ότι  α < 0                                                                                                                                                                                            

γ2  Να λύςετε την ανύςωςη  f  lnx 2 − f lnx ≤ 0                                                                                                                          

δ  Να δεύξετε ότι   f λ2 − f 3λ2 ≤ f 4λ2 − f 2λ2   ,  λ ∈ ℝ . Πότε ιςχύει η ιςότητα ;                                              

  ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ  LISARI  2017 ) 

23.77  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln e − e1−lnx                                                                                                                                   

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ .                                                                                                                      

β  Να δεύξετε ότι  f x = 1 + ln x − 1 − lnx  , x > 1                                                                                                         

γ  Να εξετϊςετε αν η οριζόντια ευθεύα  y =  
ln25 + 3ln2 − 2ln10

2ln2 + ln
1

 2 

     τϋμνει την γραφικό παρϊςταςη τησ  f     

δ  Να δεύξετε ότι   f 2 + f 3 + ⋯ f 2017 = 2016 − ln2017                                                                                          

ε  Ϊςτω η ςυνϊρτηςη  h x = f e3x − f ex − x − ln3  , x > 0                                                                                         

ε1  Να δεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ  h  εύναι εξ’ ολοκλόρου κϊτω από τον ϊξονα x’x  για  x > 0    

ε2  Να βρεύτε το πλόθοσ των ςημεύων τομόσ τησ ευθεύασ  y = h 3 x + 1 με την υπερβολό  y ∙ x = h(2)         

  ΠΡΟΟΜΟΙΨΗ  ΠΟΤΚΑΜΙΑ  2017   

 

 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 131 of 134 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 132 
 

 

23.78  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x = ln  1 −
1

 lnα 
 

x
                                                                                                                                          

α  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  x  η ςυνϊρτηςη  f  ορύζεται ςε όλο το ℝ . Για ποιεσ από αυτϋσ τισ τιμϋσ η 

ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ ;                                                                                                                                                                                                            

β  Να δεύξετε ότι  f −x = 
1

 f(x) 
   για κϊθε  x ∈ ℝ  και ςτη ςυνϋχεια ,                                                                                             

αν  0 < 𝛼 < 1 ,  να λύςετε την ανύςωςη  f ex ∙ f  −
1
 2 

 > 1                                                                                                   

γ  Δύνεται ότι  α =
1
 2 

log381 + log315 − log35 − e
1
 2 

ln9 + e
− 

ln2
ln4                                                                                                                              

γ1  Να δεύξετε ότι    α = e− 
1
 2                                                                                                                                                                 

γ2  Να λύςετε την ανύςωςη  ln2 + ln f(2x) < 𝑥𝑙𝑛2 + 𝑙𝑛 2x + f(x)                                                                                   

γ3  Αφού αποδεύξετε ότι   2 +  f(1) ∙  2 −  f(1) = 1 ,                                                                                                                 

να λύςετε την εξύςωςη   2 +  f(1) 
x

+  2 −  f(1) 
x

= 4       ΟΕΥΕ  2017   

23.79 Δύνεται το πολυώνυμο  P x = x3 + αx2 + β , α , β ∈ ℝ . Αν το  lne  εύναι ρύζα του πολυωνύμου και 

η διαύρεςη  P x ÷  x − log100  αφόνει υπόλοιπο ύςο με  16                                                                                                         

α  Να δεύξετε ότι  α = 3  και  β = −4                                                                                                                                     

β  Να βρεύτε τα διαςτόματα που η γραφικό παρϊςταςη τησ  P x  βρύςκεται πϊνω από τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                                   

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  P ημx ≥ 0       ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΗ  ΓΕΨΡΓΙΚΗ  ΦΟΛΗ  2017   

23.80 Δύνεται το 3ου βαθμού πολυώνυμο   P x =  lnα ∙ x3 −  lnα ∙ x2 +
1
 4 

x + 8β −  2β+1                                           

με  α , β ∈ ℝ  , α ≥ 1 . Αν το  x  εύναι παρϊγοντασ του πολυωνύμου , τότε :                                                                    

α  Να δεύξετε ότι  β = 
1

 2 
                                                                                                                                                                     

β  Να βρεύτε την μικρότερη τιμό του α , αν η εξύςωςη  P x = 0  ϋχει μια τουλϊχιςτον μη μηδενικό ρύζα     

γ  Για  α = e  :                                                                                                                                                                                                                                             

γ1  Να λύςετε την ανύςωςη  P  2x −
1
 2 

 ≤ 0                                                                                                                        

γ2  Αν για το πολυώνυμο  Q(x)  ιςχύει   x − 1 Q x = P x + γ ,  να βρεύτε το γ , τον βαθμό του Q(x) και  

ςτη ςυνϋχεια το πολυώνυμο  Q(x)                 ( 1o  ΓΕΛ ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2017   

23.81 Δύνεται το  P x =  λ2 − 3λ + 2 x2017 +  2 − κ x1821 +  λ − 1 x3 −  κ + 2 x2 +  1 − lnα x + 4               

με  λ , κ , α ∈ ℝ  , α > 0 , που εύναι 3ου βαθμού, ϋχει ακϋραιουσ ςυντελεςτϋσ και αρνητικό ακϋραια ρύζα 

μεγαλύτερη του  −2 , τότε:                                                                                                                                                                                                                    

α  Να αποδεύξετε ότι  λ = κ = 2 , α = e2                                                                                                                                                                                                                              

β  Να λύςετε την ανύςωςη  P x > 0                                                                                                                                     

γ  Να λύςετε την εξύςωςη   x3 − P(x) − x = x + 4                                                                                                                                

δ  Να βρεύτε το ϊθροιςμα των ςυντελεςτών και τον ςταθερό όρο του  Q x = P x +  1 − x 2017                  

  ΓΕΛ ΛΕΦΑΙΟΤ 2017   

********************************************************************************************************** 
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23.82 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ :   f x = ln 3ex − 2   , g x = lnx2                                                                                           
α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων   f  και  g                                                                                                                

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = g ex  , x > 𝑙𝑛 
2

3
                                                                                                                           

γ  Να υπολογύςετε το  α ∈ ℝ, ώςτε η διαύρεςη του πολυωνύμου : P x = x4 − 2x3 + αx +  α − 1                                            

με   (x –  1)  να δύνει υπόλοιπο  υ = g(e)    ( 1ο ΓΕΛ ΠΣΟΛΕΜΑΙΔΑ 2018   

23.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη : f x = ln  
e2x−1
ex+ 1

                                                                                                                  

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                        

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f x = 0                                                                                                                                          

γ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του x που η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  εύναι κϊτω από τον ϊξονα  x΄x                                                                 

  ΓΕΛ ΗΠΕΙΡΟΤ 2018   

23.84  α  Να λυθεύ η εξύςωςη:      log10000 x = 8                                                                                                                            

β  Να αποδεύξετε ότι   
2 log 3+3 log 2+log 5−log 10

2 log 2+log 150−log 100
  = 2      ΓΕΛ ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟΤ ΠΕΛΛΑ 2018   

23.85 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x =  2 −  
1
 4 

 
x

−  
1
 2 

 
x

   και  g x = ln  
1

e ∙ x
  +α  ,  α ∈ ℝ                                                   

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των  f , g .                                                                                                                                       
β  Να μελετόςετε τη μονοτονύα των f , g  ςτα πεδύα οριςμού τουσ.                                                                                         
γ  Να δεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  διϋρχεται από το  0,0  και εύναι «κϊτω»                                                    

από την ευθεύα  ε: y =  2                                                                                                                                                                     

δ  Αν οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των f , g τϋμνονται πϊνω ςτην ευθεύα  η: x = 1 , να δεύξετε  α =  
 5 + 2

2
               

ε  Να δεύξετε ότι το ςημεύο   με τετμημϋνη x = 1 του δ   ερωτόματοσ εύναι το μοναδικό κοινό ςημεύο 
των γραφικών παραςτϊςεων των f , g         ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2018 ) 

23.86 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = 
3 + lnx

1 − lnx
   και  g x = −lnx                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των  f , g .                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων  f , g                                                                                             
γ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του  x  για τισ οπούεσ η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  βρύςκεται πϊνω από την                          
ευθεύα   y − 3 = 0                                                                                                                                                                           

δ  Να αποδεύξετε ότι    f  
2019
2018

 ∙ f  
2018
2017

 ∙ f  
2017
2016

 > 27            ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2018   

23.87  Δύνεται η ςυνϊρτηςη : f x = 2x − 2−x                                                                                                                     
α  Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι ϊρτια ό περιττό. ε περύπτωςη που εύναι κϊτι από τα δύο, να γρϊψετε τη 
ςυμμετρύα που ςχηματύζει η γραφικό τησ παρϊςταςη                                                                                                                                                        
β  Να λύςετε την εξύςωςη   2f x = 3                                                                                                                                                           
γ  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                                                                    

δ  Να ςυγκρύνετε, χωρύσ να βρεύτε, τουσ αριθμούσ   f  3   και  f 3 −  3         ( 2ο ΓΕΛ ΦΟΛΑΡΓΟΤ 2018   
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23.88  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x = x ∙ lnx + 2α  και  g x = lnx + βx                                                                                                                                         
α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των  f , g .                                                                                                                              

β  Δύνεται ότι οι γραφικϋσ τουσ παραςτϊςεισ τϋμνονται ςτα ςημεύα με τετμημϋνεσ  1 και e2  .                           
Να δεύξετε ότι  α = 1  , β = 2                                                                                                                                                                                                    
γ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του  x  για τισ οπούεσ η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  βρύςκεται πϊνω από την                          
από την γραφικό παρϊςταςη τησ  g                                                                                                                                                                      
δ  Αν η εξύςωςη  f x − g x − 4 = 0  ϋχει ρύζα τον θετικό αριθμό ρ , τότε να αποδεύξετε ότι ϋχει ρύζα και 
τον αντύςτροφό του .        ( 1ο ΓΕΛ ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2018   
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