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1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ  


	Μεθοδολογία
3 ο Κεφάλαιο




Μ8:Για να βρούμε τη θέση δύο κύκλων εξισώσεων C1 και  C2
1ος τρόπος

α) Επιλύουμε το σύστημα C1 ,C2
β) Το σύστημα έχει 

1. Δύο λύσεις οπότε οι C1 ,C2 τέμνονται 

2. Μία λύση οπότε οι C1 ,C2 εφάπτονται

3. Καμία λύση οπότε οι C1 ,C2 δεν έχουν κοινά σημεία

2ος τρόπος

α) Βρίσκουμε τις συντεταγμένες των κέντρων των Κ1,Κ2
β) Βρίσκουμε τις ακτίνες των Ρ1,Ρ2
γ) Βρίσκουμε την διάκεντρο Κ1Κ2
δ) Συμπεραίνουμε ότι 

· Αν Κ1Κ2= Ρ1+Ρ2, τότε οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά

· Αν Κ1Κ2= |Ρ1-Ρ2|, τότε οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά

· Αν Κ1Κ2< Ρ1+Ρ2 και Κ1Κ2> |Ρ1-Ρ2|,τότε οι κύκλοι τέμνονται

· Αν Κ1Κ2> Ρ1+Ρ2, τότε οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σημεία

· Αν Κ1Κ2> |Ρ1-Ρ2|, τότε ο ένας είναι εσωτερικός του άλλου

Παράδειγμα 
Να εξετάσετε τη θέση των κύκλων με εξισώσεις x2+y2=4 και x2+(y-6)2=25
Επίλυση
Λύνουμε το σύστημα
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Άρα οι κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α
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Εφαρμογή για τον μαθητή

Να εξετάσετε τη θέση των κύκλων με εξισώσεις x2+y2=10 και x2+(y+3)2=18
M9:Για να βρούμε τη θέση ενός σημείου  Μ ως προς κύκλο C 

α) Βρίσκουμε την απόσταση d=ΚΜ

β) Εξετάζουμε τις περιπτώσεις

· Αν d<ΚΜ το σημείο είναι εσωτερικό του κύκλου

· Αν d=ΚΜ το σημείο είναι πάνω στον κύκλο

· Αν d>ΚΜ το σημείο είναι εξωτερικό του κύκλου

Παράδειγμα 
Δίνεται ο κύκλος C: (x+1)2+(y-3)2=4 και το σημείο Α(10,3). Να αποδείξετε ότι το Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου.

Επίλυση
Βρίσκουμε την απόσταση του σημείου Α(10,3) από το κέντρο Κ(-1,3) του κύκλου. Είναι d=
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=11. Βλέπουμε ότι είναι d>R,διότι R=2. Άρα το Α(10,3) είναι το εξωτερικό του κύκλου.

Εφαρμογή για τον μαθητή

Δίνεται ο κύκλος C: (x-3)2+(y-4)2=25 και το σημείο Α(-1,-3). Να αποδείξετε ότι το Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου.

Μ10: Για τον υπολογισμό της εξίσωσης του κύκλου πρέπει να έχουμε υπ’ όψη μας τα παρακάτω:

 α) Αν Κ(α,β) είναι το κέντρο του κύκλου, τότε αν ο κύκλος διέρχεται από γνωστό σημείο Α, πρέπει d(Κ,Α)=R ενώ αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε), πρέπει d(Κ,ε)=R.

β) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε) στο δοσμένο σημείο Α, πρέπει ΚΑ κάθετη στην (ε)  
[image: image9.wmf]Û

  ΚΑ // κ με κ το κάθετο διάνυσμα στην (ε).

γ) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε δύο ευθείες (ε1),(ε2) ,πρέπει d(Κ,ε1) = d(Κ,ε2).

δ) Αν ο κύκλος διέρχεται από τρία γνωστά σημεία Α, Β, Γ , τότε το κέντρο του κύκλου Κ(α,β) προσδιορίζεται:

i) Από το σύστημα  d(Κ,Α)=d(Κ,Β)=d(Κ,Γ) ή

ii) Από την τομή των μεσοκάθετων των ΑΒ και ΑΓ  ή

 iii) Να υποθέσουμε ότι ο κύκλος επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των σημείων, οπότε θα έχουμε να λύσουμε ένα σύστημα 3x3 .
Παράδειγμα
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

α) Όταν έχει κέντρο Κ(0,1) και διέρχεται από το σημείο Α(
[image: image10.wmf]3

,0)

β)΄Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα Α(-1,2) και Β(7,8)

γ) Όταν έχει ακτίνα ρ=5 και τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(1,0) και Β(7,0) 

δ) Όταν διέρχεται από τα σημεία Α(4,0) και Β(8,0) και έχει το κέντρο του στην ευθεία y=x

ε) Όταν τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(4,0) και Β(8,0) και τον άξονα y΄y στα σημεία Γ(0,-2) και Δ(0,μ)

στ) Όταν εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο Α(3,0) και διέρχεται από το σημείο Β(1,2)

ζ) Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 3x+4y=12 στο σημείο Α(0,3)

Επίλυση

α) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με ρ=
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=2 και επομένως η εξίσωσή του είναι: x2+(y-1)2=22
β) Το κέντρο Κ του κύκλου είναι το μέσον του ΑΒ και επομένως έχει τετμημένη 
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=5, δηλαδή το κέντρο του κύκλου είναι το σημείο Κ(3,5). Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με ρ=
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]100

=5. 

Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι (x-3)2+(y-5)2=52.
γ) Το κέντρο Κ(x0,y0) του κύκλου ισαπέχει από τα Α και Β και μάλιστα ισχύει ΚΑ=ΚΒ=5. 

Επομένως  (x0-1)2+( y0-0)2=25   (1)    και  (x0-7)2+( y0-0)2=25   (2) 

οπότε (x0-1)2+ y02=(x0-7)2+ y02
[image: image19.wmf]Û

 x0=4.

Αντικαθιστούμε την τιμή αυτή του x0 στην(1) και έχουμε 32+ y02=25
[image: image20.wmf]Û

y0=4 ή y0=-4. Επομένως (x0,y0)=(4,4) ή (x0,y0)=(4,-4). Άρα υπάρχουν δύο κύκλοι και έχουν εξισώσεις (x-4)2+(y-4)2=52 και  (x-4)2+(y+4)2=52
δ) Αν Κ(x0,y0) το κέντρο του κύκλου, τότε ισχύουν: y0= x0 και (x0-4)2+( y0-0)2=

( x0-8)2+( y0-0)2. 

Έτσι έχουμε το σύστημα 
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Επομένως ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο Κ(6,6) και ακτίνα ρ=ΚΑ=
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Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι (x-6)2+(y-6)2=40
ε) Το κέντρο Κ του κύκλου θα έχει τετμημένη 
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δηλαδή ο κύκλος θα έχει για κέντρο το σημείο Κ[6, 
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Είναι όμως  ΚΑ=ΚΓ
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μ=-16

Επομένως ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο Κ(6,-9) και ακτίνα ρ=ΚΑ=
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]81
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.Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι

 (x-6)2+(y+9)2=85.
στ) Το κέντρο Κ(x0,y0)  του κύκλου είναι το σημείο τομής της μεσοκαθέτου του τμήματος ΑΒ και της καθέτου στον άξονα x΄x στο σημείο Α. Το μέσον του ΑΒ είναι το σημείο Μ με συντεταγμένες 
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 =(2,1) και ο συντελεστής διεύθυνσης της ΑΒ είναι ο 
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 Επομένως η μεσοκάθετος του ΑΒ έχει εξίσωση y-1=1(x-2), δηλαδή y=x-1. Η κάθετος στον x΄x στο Α έχει εξίσωση x-3. Επομένως το κέντρο Κ προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος
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  η οποία είναι (x,y)=(3,2).

Επομένως ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο Κ(3,2) και ακτίνα ρ=ΚΑ=
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2. Άρα η εξίσωση του είναι (x-3)2+(y-2)2=22.
ζ) Το κέντρο Κ(x0,y0)  του κύκλου θα είναι η τομή της μεσοκαθέτου του τμήματος ΟΑ και της καθέτου στην ε στο σημείο της  Α(0,3) Η μεσοκάθετος του ΟΑ έχει εξίσωση y=
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3

και η κάθετος στην ε στο Α έχει εξίσωση y-3=
[image: image45.wmf]3

4

(x-0) ή ισοδύναμα y=
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x+3. Επομένως το κέντρο Κ προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 
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. Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με ρ=ΟΚ=
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Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι (x+
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Εφαρμογή για τον μαθητή
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

α) Όταν έχει κέντρο Κ(2,3) και διέρχεται από το σημείο Α(4,1)

β)΄Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα Α(1,-2) και Β(7,4)

γ) Όταν έχει ακτίνα ρ=4 και τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(-1,0) και Β(-7,0) 

δ) Όταν διέρχεται από τα σημεία Α(0,4) και Β(0,8) και έχει το κέντρο του στην ευθεία  

     y=x

ε) Όταν τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(5,0) και Β(7,0) και τον άξονα y΄y στα 

    σημεία Γ(0,2) και Δ(0,κ)

στ) Όταν εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο Α(5,0) και διέρχεται από το σημείο  

     Β(1,-2)

ζ) Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας x+5y=10 στο  

    σημείο Α(0,2)

Μ11: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης κύκλου C η οποία είναι  

        παράλληλη σε γνωστή ευθεία ε1
α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση έχει τη μορφή ε:y=λx+β

β) Βρίσκουμε τον συντελεστή λε1 της γνωστής ευθείας οπότε λ=λε
γ) Επιλύνοντας το σύστημα C, ε προκύπτει δευτεροβάθμια εξίσωση

δ) Παίρνοντας την ισότητα Δ=0 βρίσκουμε το β.

ε) Συμπεραίνουμε για την ε

Στην ειδική περίπτωση που η ε1 είναι της μορφής x=α

α) Υποθέτουμε ότι η ε είναι x=β

β) Θέτουμε στη C όπου x το β 

γ) Μηδενίζοντας την Δ βρίσκουμε το β

δ) Συμπεραίνουμε για την ε 

Παράδειγμα
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=5 όταν είναι παράλληλη στην ευθεία y=2x+3
Επίλυση
Αν Α(x1, y1) είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Α θα έχει εξίσωση xx1+ yy1=5 και επειδή είναι παράλληλη στην ευθεία y=2x+3 θα ισχύει

 -
[image: image53.wmf]1
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=2. Άρα x1=-2y1. Επειδή το σημείο Α(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου θα ισχύει x12+ y12=5. Επομένως το σημείο Α(x1, y1) προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος.
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Η (2) λόγω της (1) γίνεται (-2 y1)2+ y12=5 
[image: image55.wmf]Û

 y1=1 ή y1=-1, οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α(-2,1) και Β(2,-1) και οι αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

-2x+y=5 και 2x-y=5
Εφαρμογή για τον μαθητή

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=9 όταν είναι παράλληλη στην ευθεία y=3x+5
Μ12: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης κύκλου C η οποία είναι κάθετη σε γνωστή ευθεία ε1
α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση έχει τη μορφή ε:y=λx+β

β) Βρίσκουμε τον συντελεστή λε1 της γνωστής ευθείας οπότε λε. λε1=-1
[image: image56.wmf]Û

 λε=-
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γ) Η ζητούμενη ευθεία μετασχηματίζεται στη μορφή y=-
[image: image58.wmf]1
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Παράδειγμα
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=5 όταν είναι κάθετη στην ευθεία y=
[image: image59.wmf]x
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Επίλυση
Αν Α(x1, y1) είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Α θα έχει εξίσωση xx1+ yy1=5 και επειδή είναι κάθετη  στην ευθεία y=
[image: image60.wmf]x
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=-2. Άρα x1=2y1. Επειδή το σημείο Α(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου, θα ισχύει x12+ y12=5. Επομένως το σημείο Α προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος.
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Η (2) λόγω της (1) γίνεται  4x12+ y12=5 
[image: image63.wmf]Û

 y1=1 ή y1=-1, οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α(2,1) και Β(-2,-1) και οι αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

2x+y=5 και -2x-y=5
Εφαρμογή για τον μαθητή

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=16 όταν είναι κάθετη στην ευθεία y= 5χ +7

Μ13: Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας ε σε ένα σημείο Α(x1, y1) του κύκλου 
1ος τρόπος
α) Βρίσκουμε το κέντρο Κ(x0, y0) του κύκλου

β) Βρίσκουμε το συντελεστή της ακτίνας ΚΑ δηλαδή λ=
[image: image64.wmf]0
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γ) Βρίσκουμε το συντελεστή της ε από τη σχέση  λ . λε=-1 
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 λε=-
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δ) Αντικαθιστούμε στον τύπο y- y1= λε(x-x1) τις τιμές x1, y1 και λε 

Ειδική περίπτωση: Αν x0= x1 τότε η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσωση y= y1 γιατί είναι  

                                παράλληλη στον άξονα x΄x.

2ος τρόπος

Παίρνουμε τον τύπο (x1- x0)( x- x0) +(y1- y0)(y- y0)=ρ2 και αντικαθιστούμε.
Παράδειγμα
Δίνεται ο κύκλος C:x2+y2+2x-4y+λ-1=0 (λ
[image: image67.wmf]Î

IR) και το σημείο Α(-2,3).

α) Να βρεθεί ο λ ώστε ο C να διέρχεται από το Α.

β) Για την παραπάνω τιμή του λ, να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του C στο Α.

Επίλυση
α) Πρέπει οι συντεταγμένες του Α να επαληθεύουν την εξίσωση του C, δηλαδή: 
    4+9-4-12+λ-1=0 ή λ=4

β) Η εξίσωση του κύκλου γράφεται x2+y2+2x-4y+3=0. Ο κύκλος αυτός έχει κέντρο  

    το σημείο Κ(-1,2) και ακτίνα ρ=
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    Επομένως η εξίσωσή του γράφεται (x+1)2+( y-2)2=2. 
    Η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο του Α(-2,3) έχει εξίσωση
                        (x+1) (-2+1)+(y-2) (3-2)=2
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-x-1+y-2=2
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x-y+5=0

Εφαρμογή για τον μαθητή

Δίνεται ο κύκλος C:x2+y2+6x-10y+λ=0 (λ
[image: image71.wmf]Î

IR) και το σημείο Α(2,1).

α) Να βρεθεί ο λ ώστε ο C να διέρχεται από το Α.

β) Για την παραπάνω τιμή του λ, να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του C στο Α.

Μ14: Για να βρούμε την εξίσωση ευθείας που εφάπτεται σε κύκλο C και διέρχεται 
        από το σημείο Α(x1, y1) εκτός κύκλου

α) Υποθέτουμε ότι έχει τη μορφή ε:y=λx+β (1) ή  x=x1 (κατακόρυφη)

β) Επειδή Α
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 y1=λx1+β οπότε η (1) γράφεται y- y1=λ(x- x1)

γ) Επιλύουμε το σύστημα C, ε και καταλήγουμε σε δευτεροβάθμια εξίσωση

δ) Παίρνουμε Δ=0 και υπολογίζουμε το λ.

ε) Εξετάζουμε αν η ευθεία x=x1 εφάπτεται του κύκλου

στ) Συμπεραίνουμε για τις εφαπτόμενες
Παράδειγμα
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=5 όταν διέρχεται από το σημείο Α(5,0).
Επίλυση
Αν Μ(x1, y1) είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου θα έχει εξίσωση xx1+ yy1=5 και επειδή διέρχεται από το σημείο Α(5,0) θα είναι 5x1+ 0y1=5.Επομένως x1=1.
Επειδή το σημείο Μ(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου, θα ισχύει x12+ y12=5. Επομένως το σημείο Μ1 προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος.
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Η (2) λόγω της (1) γίνεται  1+ y12=5 
[image: image75.wmf]Û

 y1=2 ή y1=-2, οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Μ1(1,2) και Μ2(1, -2) και οι αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

x+2y=5 και x-2y=5

Εφαρμογή για τον μαθητή

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+ y2=9 όταν διέρχεται από το σημείο Α(-6,0).
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