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8ν Κεθάιαην: Οκνηόηεηα 
 

1. Πόηε δύν επζύγξακκα ζρήκαηα ιέγνληαη όκνηα; Τη νλνκάδεηαη ιόγνο νκνηόηεηαο απηώλ; Με 

ηη ηζνύηαη ν ιόγνο ησλ πεξηκέηξσλ δύν νκνίσλ επζπγξάκκσλ ζρεκάησλ; 

Απάληεζε 

 

Γύν επζύγξακκα ζρήκαηα ιέγνληαη όκνηα, αλ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη ηηο γσλίεο πνπ 

ζρεκαηίδνληαη από νκόινγεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

Ο ιόγνο ησλ νκόινγσλ πιεπξώλ δύν επζύγξακκσλ ζρεκάησλ, ιέγεηαη ιόγνο νκνηόηεηαο απηώλ θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε ι. 

Ο ιόγνο ησλ πεξηκέηξσλ δύν όκνησλ επζύγξακκσλ ζρεκάησλ ηζνύηαη κε ην ιόγν νκνηόηεηάο ηνπο. 

 

2. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα νκνηόηεηαο ηξηγώλσλ; 

Απάληεζε 

1ν θξηηήξην νκνηόηεηαο 

Αλ δπν ηξίγσλα έρνπλ δπν γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη όκνηα. 

 

2ν θξηηήξην νκνηόηεηαο 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο αλάινγεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο ζηηο πιεπξέο απηέο 

γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη όκνηα. 

 

3ν θξηηήξην νκνηόηεηαο 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη όκνηα. 

 

3. Να απνδείμεηε όηη αλ δπν ηξίγσλα έρνπλ δπν γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη όκνηα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ έρνπλ ˆ ˆ     θαη ˆ ˆ    , νπόηε ζα 

έρνπλ θαη ˆ ˆ    . Έζησ αθόκε όηη     , ηόηε ππάξρεη ζεκείν Β΄΄ ζηελ 

ΑΒ ηέηνην, ώζηε ΄́    . Από ην Β΄΄ θέξνπκε παξάιιειε πξνο ηε ΒΓ πνπ 

ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Γ΄΄. Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΒ΄΄Γ΄΄ είλαη όκνηα 

(ΒΓ//Β΄΄Γ΄΄) , ηζρύεη όηη 
΄́ ΄́ ΄́ ΄́   
 

  
 θαη ˆ ˆ ˆ ˆ,       . Όκσο ηα 

ηξίγσλα ΑΒ΄΄Γ΄΄ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα αθνύ έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο 

πξνζθείκελεο ζε απηή γσλίεο ίζεο. ΢πλεπώο ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη 

όκνηα. 

 

4. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο αλάινγεο κία πξνο κία θαη ηηο 

πεξηερόκελεο ζηηο πιεπξέο απηέο γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη όκνηα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ έρνπλ ˆ ˆ     θαη 
΄ ΄ ΄ ΄   


 

.Έζησ 

αθόκε όηη     , ηόηε ππάξρεη ζεκείν Β΄΄ ζηελ ΑΒ ηέηνην, ώζηε 

΄́    . Από ην Β΄΄ θέξνπκε παξάιιειε πξνο ηε ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην 

Γ΄΄. Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΒ΄΄Γ΄΄ είλαη όκνηα (ΒΓ//Β΄΄Γ΄΄) , ηζρύεη όηη 

΄́ ΄́ ΄́ ΄́ ΄ ΄ ΄́      
   

    
. 

Όκσο από ηελ ππόζεζε 
΄ ΄ ΄ ΄   


 

, άξα ΄́ ΄ ΄    

Σειηθά ηα ηξίγσλα ΑΒ΄΄Γ΄΄ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα, θαζώο έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο 

κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο ζηηο πιεπξέο απηέο γσλίεο ίζεο. 
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5. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη 

όκνηα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ έρνπλ  
΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄     

 
  

. 

Έζησ αθόκε όηη     , ηόηε ππάξρεη ζεκείν Β΄΄ ζηελ ΑΒ ηέηνην, ώζηε 

΄́    . Από ην Β΄΄ θέξνπκε παξάιιειε πξνο ηε ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ 

ζην Γ΄΄. Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΒ΄΄Γ΄΄ είλαη όκνηα (ΒΓ//Β΄΄Γ΄΄) , ηζρύεη 

όηη 
΄́ ΄́ ΄́ ΄́ ΄ ΄ ΄́ ΄́ ΄́        
    

     
. 

Όκσο από ηελ ππόζεζε είλαη 
΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄     

 
  

, άξα: 

΄́ ΄ ΄
΄́ ΄ ΄

  
    

 
 θαη 

΄́ ΄́ ΄ ΄
΄́ ΄́ ΄ ΄

   
    

 
. 

Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒ΄΄Γ΄΄ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο 

ηνπο ίζεο. 

 

6. Πόηε δύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη όκνηα; Πόηε δύν ηζόπιεπξα ηξίγσλα είλαη όκνηα; Πόηε 

δύν ηζνζθειή ηξίγσλα είλαη όκνηα; 

Απάληεζε 

 

Γπν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη όκνηα, όηαλ έρνπλ κία νμεία γσλία ηνπο ίζε. 

Όια ηα ηζόπιεπξα ηξίγσλα είλαη όκνηα κεηαμύ ηνπο. 

Γπν ηζνζθειή ηξίγσλα, ηα νπνία έρνπλ κία αληίζηνηρε γσλία ίζε, είλαη όκνηα. 

 

7. Πνηα είλαη ε ζρέζε ιόγνπ νκνηόηεηαο κε ηνπο  ιόγνπο ησλ πςώλ, ησλ δηρνηόκσλ θαη ησλ 

δηακέζσλ δύν νκνίσλ ηξηγώλσλ; 

Απάληεζε 

Οη ιόγνη ησλ πςώλ, ησλ δηρνηόκσλ θαη ησλ δηακέζσλ δύν νκνίσλ ηξηγώλσλ είλαη ίζνη κε ην ιόγν 

νκνηόηεηάο ηνπο. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

1. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( ̂  = 1∟). Από ηπραίν ζεκείν Γ ηεο ΑΓ θέξνπκε ΓΔ ⊥ ΒΓ. Να 

απνδείμεηε όηη:  

α) ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΔΓ είλαη όκνηα,  

β)   . 

 

2. ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζεσξνύκε ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα, ώζηε 
1

3
    

θαη 
2

3
   . Να απνδείμεηε όηη:  

α) ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη όκνηα,  

β) ΒΓ = 3ΓΔ 

 

3. Έλα δέληξν ξίρλεη θάπνηα ζηηγκή ζε νξηδόληην έδαθνο ζθηά κήθνπο 24m. ΢ην ίδην ζεκείν, ηελ ίδηα 

ζηηγκή, κηα θαηαθόξπθε ξάβδνο κήθνπο 2m ξίρλεη ζθηά 3m. Να βξείηε ην ύςνο ηνπ δέληξνπ. 

 

4. Αλ ΑΓ, ΒΔ θαη ΓΕ είλαη ηα ύςε θαη Ζ ην νξζόθεληξν ηξηγώλνπ ΑΒΓ, λα απνδείμεηε όηη: 

 . 
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9ν Κεθάιαην: Μεηξηθέο ζρέζεηο 

 

1. Οπθέρ πποβολέρ 
 

8. Τη νλνκάδεηαη πξνβνιή ελόο ζεκείνπ Α ζε κηα επζεία ε; 

Απάληεζε 

 

Σν ίρλνο Α' ηεο θαζέηνπ πνπ θέξνπκε από ην Α πξνο ηελ  

ε ην ιέκε νξζή πξνβνιή ή απιώο πξνβνιή ηνπ Α ζηελ επζεία ε. 

 

 

2. Πςθαγόπειο θεώπημα 

 
9. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν κηαο θάζεηεο  

πιεπξάο ηνπ είλαη ίζν κε ην γηλόκελν ηεο ππνηείλνπζαο επί ηελ πξνβνιή ηεο πιεπξάο απηήο 

ζηελ ππνηείλνπζα 

Απόδεημε 
 

 

Έζησ  νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Γ ε πξνβνιή ηεο θνξπθήο Α ζηελ ππνηείλνπζα 

ΒΓ. Θέινπκε λα απνδείμνπκε όηη 2   θαη 2  . 

Γηα ηελ πξώηε ζρέζε αξθεί λα απνδείμνπκε όηη 
 


 

, δειαδή όηη ηα ηξίγσλα 

ΑΒΓ θαη ΓΒΑ είλαη όκνηα, ην νπνίν ηζρύεη αθνύ ˆ ˆ 90    θαη ε ̂ είλαη θνηλή. 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη θαη ε ζρέζε 2  . 

 

10. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ θάζεησλ 

πιεπξώλ ηνπ είλαη ίζν κε ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο. 

Απόδεημε 

 

Από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα ηζρύεη όηη 2   θαη 2  . 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ ηζνηήησλ πξνθύπηεη όηη: 

 2 2 2      
 

 

11.  Με ηη ηζνύηαη ν ιόγνο ησλ θάζεησλ πιεπξώλ ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ θαη γηαηί; 

Απάληεζε 
 

΢ε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ν ιόγνο ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ θάζεησλ πιεπξώλ ηνπ 

είλαη ίζνο κε ην ιόγν ησλ πξνβνιώλ ηνπο πάλσ ζηελ ππνηείλνπζα. 

Έζησ  νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Γ ε πξνβνιή ηεο θνξπθήο Α ζηελ ππνηείλνπζα 

ΒΓ. Γλσξίδνπκε όηη 2   θαη 
2  . 

Γηαηξώληαο ηηο δύν πξνεγνύκελεο ζρέζεηο θαηά κέιε πξνθύπηεη όηη: 
2

2

 










  

 

12. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν ηνπ ύςνπο ηνπ πνπ αληηζηνηρεί 

ζηελ ππνηείλνπζα είλαη ίζν κε ην γηλόκελν ησλ πξνβνιώλ ησλ θάζεησλ πιεπξώλ ηνπ ζηελ 

ππνηείλνπζα. 

Απόδεημε 
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Έζησ ΑΓ ην ύςνο ηνπ νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ , πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

ππνηείλνπζα. Θα απνδείμνπκε όηη 2  . 

Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΑΓ είλαη όκνηα, αθνύ είλαη νξζνγώληα θαη 

1
ˆ ˆ  σο ζπκπιεξσκαηηθέο ηεο Β. Δπνκέλσο, νη πιεπξέο ηνπο είλαη αλάινγεο, 

δειαδή 
 

 
 

2  . 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

5. Αλ ΑΔ, ΑΕ είλαη αληίζηνηρα νη πξνβνιέο δύν ρνξδώλ ΑΓ θαη ΑΓ ελόο θύθινπ ζε κία δηάκεηξό ηνπ 

ΑΒ, λα απνδείμεηε όηη 
2 2   

 

6. Αλ Γ είλαη κέζν ηεο θάζεηεο πιεπξάο ΑΓ ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  ˆ 90  θαη Δ ε 

πξνβνιή ηνπ ζηε ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη 2 2 2   . ΢ηε ζπλέρεηα δηαηάμηε θαηά αύμνπζα 

ζεηξά κήθνπο ηα ηκήκαηα ΓΒ, ΔΒ, ΔΓ. 

 

7. ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ(ΑΒ = ΑΓ) θέξνπκε ην ύςνο ΒΔ. Να απνδείμεηε όηη  

   2 2 2 2 2 23 2         . 

 

8. Αλ νη δηαγώληνη ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ είλαη θάζεηεο, λα απνδείμεηε όηη: 
2 2 2 2     

 

9. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΓ > ΑΒ θαη νξζόθεληξν Ζ λα δείμεηε όηη: 2 2 2 2    .  

 

3. Γενίκεςζη ηος Πςθαγοπείος θεωπήμαηορ 
 

13. Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάγσλν πιεπξάο ηξηγώλνπ, πνπ βξίζθεηαη απέλαληη από νμεία γσλία, 

είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ δπν άιισλ πιεπξώλ ηνπ, ειαηησκέλν θαηά ην 

δηπιάζην γηλόκελν ηεο κίαο από απηέο επί ηελ πξνβνιή ηεο άιιεο πάλσ ζε απηή. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ζην δηπιαλό ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ˆ 90 θαη ΑΓ ε πξνβνιή ηεο πιεπξάο γ 

πάλσ ζηε β, ζα απνδείμνπκε όηη: 

  2 2 2
2          

Από ηα νξζνγώληα ηξίγσλα ΓΒΓ, ΓΒΑ έρνπκε, κε εθαξκνγέο 

ηνπ Ππζαγόξεηνπ ζεσξήκαηνο αληίζηνηρα: 
2 2 2 2 2 2                      

Δπεηδή είλαη ˆ 90 ηα Γ,Γ βξίζθνληαη πξνο ην ίδην κέξνο ηνπ Α θαη εηδηθόηεξα: 

 αλ ˆ 90  ην Γ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Α,Γ νπόηε   . 

 αλ ˆ 90  ην Γ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Α,Γ νπόηε    . 

Από ηηο δύν ηειεπηαίεο ηζόηεηεο πξνθύπηεη όηη 

 
22 2 2        2        

Με αληηθαηάζηαζε απηήο ηεο ζρέζεο θαη ηεο 2 2 2       ζηελ 2 2 2     πξνθύπηεη όηη 
2 2 2 2 2 2 2             2      2                 

Αλ ηέινο ̂  =1∟, ην Γ ζπκπίπηεη κε ην Γ θαη ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΓΑΒ δίλεη  
2 2 2           πνπ γξάθεηαη 2 2 2      2       , αθνύ ΑΓ = β . 
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14. Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάγσλν πιεπξάο ηξηγώλνπ πνπ βξίζθεηαη απέλαληη από ακβιεία 

γσλία είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ δύν άιισλ πιεπξώλ, απμεκέλν θαηά ην 

δηπιάζην γηλόκελν ηεο κίαο από απηέο επί ηελ πξνβνιή ηεο άιιεο πάλσ ζε απηή. 

Απόδεημε 

 

Αλ δειαδή ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ˆ 90  θαη ΑΓ ε πξνβνιή ηεο πιεπξάο γ πάλσ ζηε β, ηόηε ηζρύεη 
2 2 2
  2         

Από ηα νξζνγώληα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη ΓΒΑ, παίξλνπκε αληίζηνηρα: 
2 2 2 2 2 2                   . 

Δπεηδή ˆ 90  ην Γ βξίζθεηαη ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΑ πξνο ην Α θαη επνκέλσο  

  νπόηε  
22 2 2      2       . 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ ζρέζεσλ 2 2 2          θαη  
22 2 2        2        ζηε ζρέζε 

2 2 2       , πξνθύπηεη ε δεηνύκελε ηζόηεηα 2 2 2 2 2 2 2    2 2             . 

 

 

15.  Πνηα ζρέζε πξέπεη λα έρνπλ νη πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ ώζηε κηα γσλία ηνπ λα είλαη 

ακβιεία, νξζή ή νμεία; 

Απάληεζε 
  

2 2 2    , αλ  θαη  κόλν  αλ  oˆ 90   
2 2 2    , αλ  θαη  κόλν  αλ  oˆ 90   
2 2 2    , αλ  θαη  κόλν  αλ oˆ 90  

 

16. Πνηνο είλαη ν λόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ; 

Απάληεζε 
 

΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ  ηζρύεη ε ζρέζε :  
2 2 2 2       

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

10. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη ηξίγσλν ΑΒΓ, κε α=6κ, β=5κ, γ=4κ, όπνπ κ ζεηηθή παξάκεηξνο. Να 

εμεηαζζεί ην είδνο ηνπ ηξηγώλνπ σο πξνο ηηο γσλίεο ηνπ 

 

11. Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = 4cm, ΑΓ = 5cm θαη 
ˆ 30 ,   όπνπ ΒΓ ην ύςνο ηνπ. 

Να ππνινγηζζεί ε πιεπξά ηνπ ΒΓ. 

 

12. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε βάζεηο ΑΒ, ΓΓ ηζρύεη όηη 
2 2 2 2      2         

 

13. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( ̂ = 1∟). Πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΑΓ θαηά ΓΓ=ΒΓ. Να 

απνδείμεηε όηη 
2 2   .  

 

14. ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θέξνπκε παξάιιειν ηεο ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα 

Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη 2 2   .  

 

15. Αν ζ' έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη 
2 2 2     , λα  απνδείμεηε όηη   = 60° θαη αληηζηξόθσο. 

 

16. Οη πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη: ΑΒ = 3cm, ΒΓ = 5cm, ΑΓ = 7cm.  

α) Να πξνζδηνξηζηεί ην είδνο ηνπ σο πξνο ηηο γσλίεο ηνπ 
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β) Να ππνινγηζηεί ζε κνίξεο ε γσλία ηνπ ηξηγώλνπ πνπ βξίζθεηαη απέλαληη από ηε κεγαιύηεξε  

     πιεπξά ηνπ.  

γ) Να ππνινγίζεηε ηελ πξνβνιή ΒΓ ηεο πιεπξάο ΑΒ πάλσ ζηε ΒΓ.  

 

17. ΢ηε βάζε ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ = 11 παίξλνπκε ζεκείν Γ, ηέηνην ώζηε λα είλαη 

ΒΓ = 3 θαη ΓΓ = 7. Να ππνινγίζεηε ην ΑΓ. 

 

 

10ν Κεθάιαην: Δκβαδά 

 

1. Εμβαδόν βαζικών εςθύγπαμμων ζσημάηων 
 

17. Πόηε δύν ζρήκαηα ιέγνληαη ηζνδύλακα ή ηζεκβαδηθά; 

Απάληεζε 
 

Γύν ζρήκαηα πνπ έρνπλ ην ίδην εκβαδόλ ιέγνληαη ηζνδύλακα ή ηζεκβαδηθά. 

 

18. Με ηη είλαη ίζν ην εκβαδόλ ελόο ηεηξαγώλνπ πιεπξάο α; 

Απάληεζε 

 

Σν εκβαδόλ Δ ελόο ηεηξαγώλνπ πιεπξάο α είλαη α
2
, δειαδή: 2  . 

 

19. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ελόο νξζνγσλίνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ησλ  

   πιεπξώλ ηνπ. Γειαδή αλ α,β νη πιεπξέο θαη Δ ην εκβαδόλ ηνπ, ηόηε    . 

Απόδεημε 
 

Έζησ έλα νξζνγώλην ΑΒΓΓ, κε ΑΒ = α θαη ΑΓ = β . Πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΑΓ 

θαηά ηκήκα   , ηελ ΑΒ θαηά  θαη ζρεκαηίδνπκε ην ηεηξάγσλν ΑΗΖΔ, ην 

νπνίν είλαη θαλεξό όηη έρεη πιεπξά  θαη επνκέλσο είλαη: 

   
2

    (1) 

Πξνεθηείλνληαο ηηο ΓΓ θαη ΒΓ ζρεκαηίδνληαη ηα ηεηξάγσλα ΓΓΕΔ, ΒΗΘΓ κε πιεπξέο 
α, β αληίζηνηρα θαη ην νξζνγώλην ΓΘΖΕ πνπ είλαη ίζν κε ην ΑΒΓΓ. Δίλαη 

   2 2,       θαη        (2). 

Δίλαη                   , νπόηε από ηηο (1),(2) πξνθύπηεη: 

   
2 2 2  2       

2 22     22    2       

 

20. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ Δ ελόο παξαιιεινγξάκκνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν κηαο 

πιεπξάο ηνπ επί ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή, δειαδή 

 
    

, όπνπ α, β νη πιεπξέο θαη ,  
 

  ηα αληίζηνηρα ύςε. 

Απόδεημε 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θαη αο θέξνπκε ην ύςνο 

ΑΕ πνπ αληηζηνηρεί ζηε ΒΓ. Θα απνδείμνπκε όηη    .  

Από ην Γ θέξνπκε ΓΖ θάζεηε ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΓ. Σόηε ηα ηξίγσλα 

ΕΒΑ θαη ΖΓΓ είλαη ίζα ( ˆ ˆZ   90   , ΑΒ = ΓΓ θαη 1 1
ˆ ˆ     ), νπόηε: 

       (1). Όκσο      ABZ    , νπόηε ζύκθσλα 

κε ηελ (1) πξνθύπηεη όηη               . 
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Δπνκέλσο          . 

 

21. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ Δ ελόο ηξηγώλνπ είλαη ίζν κε ην εκηγηλόκελν κηαο πιεπξάο επί ην 

αληίζηνηρν ύςνο, δειαδή 
1 1 1

2 2 2
  

             . 

Απόδεημε 

 

Με πιεπξέο ΑΒ θαη ΒΓ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  ζρεκαηίδνπκε  παξαιιειόγξακκν 

ΑΒΓΓ, ην εκβαδόλ ηνπ νπνίνπ είλαη      (1). 

Όκσο ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΑΓ είλαη ίζα, νπόηε: 

(ΑΒΓ) = (ΑΓΓ)  (2). 

Από ην ζρήκα έρνπκε όηη            ε νπνία, ζύκθσλα 

κε ηηο (1) θαη (2), κεηαηξέπεηαη ζηελ    
1

  2  
2

         . 

 

22. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηξαπεδίνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηνπ εκηαζξνίζκαηνο ησλ 

βάζεώλ ηνπ επί ην ύςνο ηνπ, δειαδή 
 

2

  
    . 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΒΓ//ΑΓ) , κε βάζεηο ΒΓ = Β, ΑΓ = β θαη ύςνο π. 

Φέξνπκε ηε δηαγώλην ΑΓ. Σόηε έρνπκε 

                   (1). 

Αιιά ηα δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ έρνπλ ην ίδην ύςνο π θαη βάζεηο Β, β 

αληίζηνηρα θαη επνκέλσο: 

 
1
     
2

    θαη  
1
     
2

     (2), 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ ζρέζεσλ (2) ζηελ (1) πξνθύπηεη όηη 
 

2


   , δειαδή ην δεηνύκελν. 

 

23. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ην εκβαδόλ ηξαπεδίνπ κε ηε δηάκεζό ηνπ; 

Απάληεζε 
 

Σν εκβαδόλ ηξαπεδίνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο δηακέζνπ επί ην ύςνο ηνπ. 

 

24. Πνηνο ηύπνο δίλεη ην εκβαδόλ ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ πιεπξάο α; Πσο ππνινγίδεηε ην εκβαδόλ 

ξόκβνπ κε δηαγώληεο
1 2
,  ; 

Απάληεζε 

Σν εκβαδόλ ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ είλαη: 
2 3

4


   θαη ηνπ ξόκβνπ: 1 2

2

 
   

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

18.  Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = 6, ΑΓ = 8 θαη ˆ 60  . Να βξείηε:  

   α) ην ύςνο πβ ,                   ii) ην εκβαδόλ (ΑΒΓ),              iii) ην ύςνο πα. 

 

19. Αλ νη δηάκεζνη ΑΓ θαη ΒΔ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ηέκλνληαη ζην Θ λα απνδείμεηε όηη:  

   α) (ΑΒΔ) = (ΒΔΓ),         β) (ΑΘΒ) = (ΓΓΔΘ)       θαη    γ) (ΒΘΓ) = (ΑΘΔ).  

 

20. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ην βαξύθεληξό ηνπ Θ. Από ζεκείν ΢ ηεο δηακέζνπ ΑΓ  
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   θέξνπκε ηηο θάζεηεο ΢Δ, ΢Ε ζηηο ΑΓ, ΑΒ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη 

  α) (ΑΒ΢) = (ΑΓ΢),      β)    θαη    γ)      
1

3
     . 

 

21. Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΒΓ//ΑΓ). Αλ Μ ην κέζν ηεο πιεπξάο ηνπ ΑΒ, λα απνδείμεηε όηη  

(ΑΒΓΓ) = 2(ΜΓΓ). 

 

22. Να ππνινγηζηεί ην εκβαδά ηξηγώλνπ ΑΒΓ, όηαλ  ΒΓ = α ,   = 45°   θαη    = 30°. 

 

 

2. Άλλοι ηύποι για ηο εμβαδόν ηπιγώνος 
 

25. Να γξάςεηε ηνλ ηύπν ηνπ Ήξσλα. 

Απάληεζε 

 

          , όπνπ ηα ε εκηπεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

26. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ Δ ελόο ηξηγώλνπ εγγεγξακκέλνπ ζε θύθιν αθηίλαο ξ είλαη 

   . 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ν εγγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ (Η, ξ). Σα ηξίγσλα ΗΒΓ, ΗΓΑ 

θαη ΗΑΒ έρνπλ ην ίδην ύςνο ξ θαη δελ έρνπλ θνηλά εζσηεξηθά ζεκεία, νπόηε: 

                  

 
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
           2    

 

27. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ Δ ελόο ηξηγώλνπ πεξηγεγξακκέλνπ ζε θύθιν αθηίλαο R είλαη 

4R


  . 

Απόδεημε 

Γλσξίδνπκε όηη 2R     , νπόηε 
 

 
2R




  . 

Δίλαη 
1 1  

2 2 2R 4R


 
         

 

28. Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ Δ ελόο ηξηγώλνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

1 1 1

2 2 2
        

Απόδεημε 

Αλ ˆ 90 ηόηε ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΓΒ ηζρύεη όηη:  






     


 

Αλ ˆ 90  ηόηε ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΓΒ ηζρύεη όηη:  

 1 180





        


 

Οπόηε θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο είλαη    , άξα 

1 1

2 2
     . 
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Όηαλ ˆ 90  , ηόηε    θαη πάιη ηζρύεη ν ηύπνο.  

Όκνηα απνδεηθλύνληαη θαη νη ππόινηπνη ηύπνη. 

 

29.  Πνηνο είλαη ν λόκνο ησλ εκηηόλσλ; 

Απάληεζε 

 

΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη όηη: 2R
  

  
  

, όπνπ R ε αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ 

ηνπ θύθινπ. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

23. Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΑΓ//ΒΓ) κε ΒΓ = 25, ΑΓ = 11, ΑΒ = 13 θαη ΓΓ = 15. Να βξείηε ην 

εκβαδόλ ηνπ θαη ην ύςνο ηνπ. 

 

24. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ κε ̂  ≠ 1∟ θέξνπκε ηα ύςε ΒΕ θαη ΓΖ. Να απνδείμεηε όηη 

 (ΑΕΖ) = (ΑΒΓ)ζπλ
2
Α. 

 

25. Σα κήθε ησλ πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη  α =10, β=12 θαη γ =14.Να ππνινγίζεηε ην 

εκβαδό, ηα ύςε θαη ηηο αθηίλεο ηνπ εγγεγξακκέλνπ θαη πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

26. Οη δηαγώληεο ΑΓ θαη ΒΓ ελόο θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ έρνπλ κήθε ΑΓ = 6, ΒΓ = 10 θαη κηα 

γσλία ηνπο είλαη 30
ν
. Να ππνινγηζζεί ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ. 

 

3. Λόγορ εμβαδών ομοίων ηπιγώνων - πολςγώνων 
 

30. Με ηη ηζνύηαη ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ δύν ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ ίζεο βάζεηο ή ίζα ύςε; 

Απάληεζε 

 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ίζεο βάζεηο, ηόηε ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ ηνπο ηζνύηαη κε ην ιόγν ησλ 

αληίζηνηρσλ πςώλ, ελώ αλ έρνπλ ίζα ύςε, ηόηε ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ ηνπο ηζνύηαη κε ην ιόγν ησλ 

αληίζηνηρσλ βάζεσλ. 

 

31. Να απνδείμεηε όηη αλ δπν ηξίγσλα είλαη όκνηα ηόηε ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ ηνπο ηζνύηαη κε ην 

ηεηξάγσλν ηνπ ιόγνπ νκνηόηεηαο. 

Απόδεημε 
 

Έζησ δύν όκνηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ κε ˆ ˆ    θαη ˆ ˆ    . 

Δίλαη 




  
 

, όπνπ ι ν ιόγνο νκνηόηεηαο ησλ ηξηγώλσλ. 

Δίλαη 

1

2

 1

2


2





   

 
 

 

 

32. Να απνδείμεηε όηη ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ δύν νκνίσλ πνιπγώλσλ ηζνύηαη κε ην ηεηξάγσλν ηνπ 

ιόγνπ νκνηόηεηαο. 

Απόδεημε 
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Έζησ ηα όκνηα πνιύγσλα ΑΒΓΓΔ θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄Δ΄ κε ιόγν νκνηόηεηαο: 

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

    
     

         
. 

Γηα ηα εκβαδά 
1 2 3 1 2 3, , , , ,         ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο 

ηζρύεη όηη: 
2 2 2

2 2 231 2

1 2 3

, ,
΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

        
                            

, 

νπόηε:
 

 
2 3 1 2 31 2

1 2 3 1 2 3 ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

    
     

               
 

 

 

33. Να απνδείμεηε όηη αλ κία γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη ίζε ή παξαπιεξσκαηηθή κε κηα γσλία 

ελόο άιινπ ηξηγώλνπ, ηόηε ν ιόγνο ησλ εκβαδώλ ησλ δύν ηξηγώλσλ είλαη ίζνο κε ην ιόγν ησλ 

γηλνκέλσλ ησλ πιεπξώλ πνπ πεξηέρνπλ ηηο γσλίεο απηέο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ έρνπλ ˆ ˆ    ή  

ˆ ˆ 180   , ηόηε θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ζα ηζρύεη όηη  

΄ , νπόηε: 

1

2



 

1

2
΄ ΄ ΄  

΄ ΄



 

. 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

27. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε εκβαδόλ 20m
2
. Αλ Μ ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΒ ηέηνην 

ώζηε ΑΒ = 2ΒΜ, λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΜΒΓ.  

 

28.  Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα ζεκεία Γ θαη Ε ησλ πξνεθηάζεσλ ησλ ΒΑ θαη ΓΑ αληίζηνηρα, πξνο 

ην Α, ώζηε 
2

3
     θαη 

1

2
   .Αλ ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη 30m

2
, λα βξείηε 

ην εκβαδόλ ηνπ ΑΓΕ.  

 

29. Πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη παίξλνπκε αληίζηνηρα ηα επζύ-

γξακκα ηκήκαηα  ΓΓ = ΒΓ, ΑΔ = ΓΑ θαη ΒΕ = ΑΒ. Να βξείηε ην ιόγν ησλ εκβαδώλ ησλ 

ηξηγώλσλ ΓΔΕ θαη ΑΒΓ. 

 

30. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ˆ ˆ, 90   θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. ΢ην εκηεπίπεδν (ΒΓ, Α) θέξνπκε 

x   θαη y  . Πάλσ ζηηο Βx, Γy παίξλνπκε αληίζηνηρα ηα ζεκεία Δ θαη Ε, ώζηε λα είλαη 

2  . Αλ Μ, Ν είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη 

          . 

 

31. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ. Δπζεία παξάιιειε πξνο ηε ΒΓ, ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Γ θαη  

   ηελ ΑΓ ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη     
2
     . 
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Γεληθέο αζθήζεηο ζηα εκβαδά 
 

32. Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ θαη επζεία  ε//ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα Γ θαη Δ 

αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη:  

   i) (ΒΓΔ) = (ΓΓΔ),       ii) (ΒΑΔ) = (ΓΑΓ),  

   iii) (ΒΑΔ) + (ΓΑΓ) = (ΑΒΓ), κε ηελ επηπιένλ ππόζεζε όηη ηα Γ, Δ είλαη κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ  

      αληίζηνηρα.  

 

33. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ = 6cm θαη ̂  120°.  

   α) Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ,  

   β) Αλ Δ είλαη ζεκείν ηεο ΑΓ ηέηνην, ώζηε 
1

3
    θαη ΑΓ ην ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, λα βξεζεί  

      ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΓ.  

   γ) Αλ ε παξάιιειε από ην Α πξνο ηε ΒΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΔ ζην Ε, λα βξεζεί ην εκβαδόλ  

     ηνπ ηξηγώλνπ ΑΔΕ.  

 

 

11ν Κεθάιαην: Μέηξεζε θύθινπ 

 

Κανονικά πολύγωνα 
 

1.Ιδιόηηηερ και ζηοισεία κανονικών πολςγώνων 
 

34. Πόηε έλα πνιύγσλν ιέγεηαη θαλνληθό; Με ηη ηζνύηαη ε γσλία θαλνληθνύ  λ- γώλνπ; 

Απάληεζε 
 

Έλα πνιύγσλν ιέγεηαη θαλνληθό, όηαλ έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ ίζεο θαη όιεο ηηο γσλίεο ηνπ ίζεο. 

Έζησ Α1Α2...Αλ έλα θαλνληθό πνιύγσλν κε λ πιεπξέο θαη έζησ  

1  2
ˆ ˆ ˆA  A    ...  A           . Σόηε 

360
180  


. 

 

35. Πόηε δύν θαλνληθά πνιύγσλα είλαη όκνηα; 

Απάληεζε 
 

Αλ δύν θαλνληθά πνιύγσλα έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό πιεπξώλ είλαη όκνηα. 

 

36. Να απνδείμεηε όηη θάζε θαλνληθό πνιύγσλν εγγξάθεηαη ζε έλαλ θύθιν θαη πεξηγξάθεηαη ζε 

έλαλ άιινλ. Οη δύν απηνί θύθινη είλαη νκόθεληξνη. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒΓΓ ...Σ έλα θαλνληθό πνιύγσλν . Θεσξνύκε ηνλ θύθιν (Ο, R) πνπ 

δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο Α, Β, Γ ηνπ πνιπγώλνπ. Θα απνδείμνπκε όηη ν θύθινο 

απηόο δηέξρεηαη θαη από ηελ θνξπθή Γ, δειαδή όηη OΓ = R.  

Δπεηδή OB = OΓ = R, ην ηξίγσλν ΟΒΓ είλαη ηζνζθειέο θαη επνκέλσο  

1 1
ˆ ˆ         , νπόηε ηα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ:  

ΟΒ = ΟΓ, ΑΒ = ΓΓ (αθνύ ΑΒΓΓ... T θαλνληθό) θαη 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ  . 

Από ηελ ηζόηεηα απηή πξνθύπηεη όηη ΟΓ = OA = R. Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη ν θύθινο (O,R) 

δηέξρεηαη θαη από ηηο ππόινηπεο θνξπθέο Δ, Ε, ... Σ θαη επνκέλσο ην πνιύγσλν είλαη εγγξάςηκν. Οη 

πιεπξέο ηνπ πνιπγώλνπ είλαη ίζεο ρνξδέο ηνπ θύθινπ (O,R), επνκέλσο θαη ηα απνζηήκαηά ηνπο ζα 

είλαη ίζα, έζησ κε α. Δπνκέλσο, ν θύθινο  O, εθάπηεηαη ζηηο πιεπξέο ηνπ ΑΒΓΓ...Σ, άξα ην 

πνιύγσλν είλαη πεξηγξάςηκν ζε θύθιν. Δίλαη θαλεξό, από ηα παξαπάλσ, όηη ν πεξηγεγξακκέλνο 

θύθινο (O,R) θαη ν εγγεγξακκέλνο  O, ηνπ πνιπγώλνπ είλαη νκόθεληξνη. 
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37. Τη νλνκάδεηαη θέληξν, ηη αθηίλα, ηη απόζηεκα θαη ηη θεληξηθή γσλία ηνπ θαλνληθνύ 

πνιπγώλνπ; 

Απόδεημε 

Σν θνηλό θέληξν ησλ δύν απηώλ θύθισλ ιέγεηαη θέληξν ηνπ πνιπγώλνπ.  

Ζ αθηίλα R ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ιέγεηαη αθηίλα ηνπ πνιπγώλνπ, ελώ ε απόζηαζε ηνπ 

θέληξνπ από κηα πιεπξά ηνπ, δειαδή ε αθηίλα ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ ιέγεηαη απόζηεκα ηνπ 

πνιπγώλνπ.  

Δπεηδή ηα ηόμα ΑΒ, ΒΓ, ... , ΣΑ  είλαη ίζα, νη επίθεληξεο γσλίεο ΑÔΒ, ΒÔΓ, ..., ΣÔΑ είλαη ίζεο. 

Καζεκία από ηηο γσλίεο απηέο, δειαδή ε γσλία ππό ηελ νπνία θαίλεηαη θάζε πιεπξά ηνπ πνιπγώλνπ 

από ην θέληξν ηνπ, ιέγεηαη θεληξηθή γσλία ηνπ πνιπγώλνπ.  

 

38. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε θαλνληθό λ-γσλν αθηίλαο Rηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 

i.  

2

2 2
R

4






      ii. P

 
   

iii. 
360


 


   iv. 

1

2
  

     

Απόδεημε 

 

i. Έζησ ΑΒΓΓ...Σ  έλα θαλνληθό λ- γσλν, R ε αθηίλα ηνπ,  

   ΑΒ = ιλ ε πιεπξά ηνπ θαη OH = αλ ην απόζηεκά ηνπ. 

   Από ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΖΟΑ, κε εθαξκνγή ηνπ  

   Ππζαγόξεηνπ ζεσξήκαηνο πξνθύπηεη 2 2 2OH HA OA  ,  

   δειαδή 

2

2 2R
2




 
   

 
. 

 

ii. Δπεηδή ΑΒ = ΒΓ = ... = ΣΑ = ιλ, ζα είλαη         . 

 

iii. Δπεηδή       ....  TA    ζα είλαη ΑÔΒ = ΒÔΓ = ... = ΣÔΑ = σλ θαη αθνύ νη γσλίεο ΑÔΒ,  

    ΒÔΓ, ... θαη ΣÔΑ έρνπλ άζξνηζκα 360° ,έρνπκε    360    , δειαδή 
360

 


. 

 

iv. Σα ηξίγσλα ΟΑΒ, ΟΒΓ, ... , ΟΣΑ είλαη ίζα (ΠΠΠ), άξα θαη ηζεκβαδηθά θαη επνκέλσο έρνπκε: 

 
1 1 1

2 2 2
                  

 

39. Να απνδείμεηε όηη ζε δύν θαλνληθά λ-γσλα ν ιόγνο ησλ πιεπξώλ ηνπο ηζνύηαη κε ην ιόγν ησλ 

αθηίλσλ ηνπο θαη ην ιόγν ησλ απνζηεκάησλ ηνπο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ δύν θαλνληθά πνιύγσλα ΑΒΓ...Σ θαη Α'ΒΣ'...Σ' κε ην ίδην πιήζνο 

πιεπξώλ, έζησ λ (λ ≥3).  

Αλ Ο,Ο' ηα θέληξα ησλ πνιπγώλσλ, ηα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη Ο'Α'Β' είλαη 

όκνηα γηαηί είλαη ηζνζθειή θαη έρνπλ ΑÔΒ = Α'Ô'Β' = 
360


 θαη επνκέλσο 

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

  
 

     
, όπνπ ΟΖ, Ο'Ζ' ηα ύςε ησλ ηξηγώλσλ. Από ηελ 

ηειεπηαία ηζόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
R

R

 

 

 
 

   
. 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

34. Να απνδείμεηε όηη ην κόλν θαλνληθό πνιύγσλν κε γσλία νμεία είλαη ην ηζόπιεπξν ηξίγσλν.  

 

35. Θεσξνύκε θαλνληθό πεληάγσλν ΑΒΓΓΔ εγγεγξακκέλν ζε θύθιν (Ο,R). Να απνδείμεηε όηη: 

α) θάζε δηαγώληνο ρσξίδεη ην πεληάγσλν ζε έλα ηζνζθειέο ηξαπέδην θαη ζε έλα ηζνζθειέο ηξίγσλν,  

β) ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΒAΓ είλαη θάζεηε ζηελ πιεπξά ΑΔ,  

γ) δύν δηαγώληνη πνπ δελ έρνπλ θνηλό άθξν ζρεκαηίδνπλ κε δύν πιεπξέο ηνπ πεληαγώλνπ ξόκβν θαη 

δ) αλ Ζ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο ΑΓ κε ηε ΒΓ, ηόηε 2  . 

 

2. Εγγπαθή βαζικών κανονικών πολςγώνων ζε κύκλο και ζηοισεία ηοςρ 
 

40. Να θαηαζθεπάζεηε ηεηξάγσλν εγγεγξακκέλν ζε θύθιν (Ο,R) θαη λα ππνινγίζεηε ηελ πιεπξά 

θαη ην απόζηεκά ηνπ. 

Λύζε 

 

Έζησ έλαο θύθινο (Ο,R) θαη δύν θάζεηεο δηάκεηξνη ΑΓ θαη ΒΓ. Δίλαη  

ΑÔΒ = ΒÔΓ = ΓÔΓ = ΓÔΑ = 90°, νπόηε  

ΑΒ = BΓ = ΓΓ = ΓΑ θαη επνκέλσο ην ΑΒΓΓ είλαη ηεηξάγσλν.  

Από ην νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΟΑΒ κε εθαξκνγή ηνπ Ππζαγόξεηνπ 

ζεσξήκαηνο έρνπκε 
2 2 2 2 2 2 2

4 4      R R   2R R 2           

Δίλαη 
 

2

2 2 2
2 2 2 2 2 24
4 4 4 4

R 2 R R R 2
R R R

4 4 2 2 2


             

 

41. Να θαηαζθεπάζεηε θαλνληθό εμάγσλν εγγεγξακκέλν ζε θύθιν (Ο,R) θαη λα ππνινγίζεηε ηελ 

πιεπξά θαη ην απόζηεκά ηνπ. 

Λύζε 

 

Έζησ θύθινο (Ο,R) θαη ΑΒ ε πιεπξά ηνπ θαλνληθνύ εμαγώλνπ πνπ ζέινπκε λα 

εγγξάςνπκε ζηνλ (Ο,R) . Σόηε ΑÔΒ = σ6 = 60° θαη επεηδή OA = OB (=R) ην 

ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη ηζόπιεπξν.  

Άξα AB = OA = R, δειαδή 6 R  . 

Έηζη γηα ηελ εγγξαθή θαλνληθνύ εμαγώλνπ ζε θύθιν, παίξλνπκε πάλσ ζηνλ 

θύθιν έμη δηαδνρηθά ηόμα  , B  ,   ,   ,              κε αληίζηνηρε ρνξδή R, ην θαζέλα, νπόηε ην 

ΑΒΓΓΔΕ είλαη θαλνληθό εμάγσλν.  

Δίλαη 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 26
6 6 6 6

R R 3R R 3
R R R

4 4 4 4 2


             

 

42. Να θαηαζθεπάζεηε ηζόπιεπξν ηξίγσλν εγγεγξακκέλν ζε θύθιν (Ο,R) θαη λα ππνινγίζεηε ηελ 

πιεπξά θαη ην απόζηεκά ηνπ. 

Λύζε 

 

Αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ, Δ θαη Ε  δηαηξνύλ ηνλ θύθιν ζε έμη ίζα ηόμα, ηόηε ηα 

ζεκεία Α, Γ, Δ είλαη θνξπθέο ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ, αθνύ           120    . 

Δπεηδή   180   , ε ΑΓ είλαη δηάκεηξνο θαη επνκέλσο ην ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη 

νξζνγώλην, νπόηε: 

 
22 2 2 2 2 2

3 3       2R    R   3R R 3            . 

Δίλαη 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 23
3 3 3 3

3R 3R R R
R R R

4 4 4 4 2


             
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Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

36. Καλνληθό πνιύγσλν έρεη αθηίλα R = 10cm θαη απόζηεκα   5 3cm  . Να βξεζεί ε πιεπξά ηνπ 

  θαη ην εκβαδόλ ηνπ Δλ.  

 

37. ΢ε θύθιν (Ο,R) παίξλνπκε δηαδνρηθά ηα ηόμα   60  ,   90        120  . Να 

ππνινγηζζνύλ σο ζπλάξηεζε ηνπ R νη πιεπξέο θαη ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ. 

 

38. ΢ε θύθιν (O,R) θαη εθαηέξσζελ ηνπ θέληξνπ ηνπ, ζεσξνύκε δύν παξάιιειεο ρνξδέο ηνπ ΑΒ θαη 

ΓΓ, ώζηε AB = R θαη R 3  . Να ππνινγηζζνύλ νη κε  παξάιιειεο πιεπξέο ΑΓ θαη ΒΓ ηνπ 

ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ, ην ύςνο ηνπ θαη ην εκβαδόλ ηνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ R. 

 

39. Από ην ζεκείν Α εθηόο θύθινπ (ΟΜ) θέξνπκε ηέκλνπζα ΑΒΓ, ώζηε ΑΒ = ΒΓ.  Αλ OA R 7  λα 

απνδείμεηε όηη ΒΓ = ι3 θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΟΓ.  

 

3. Μήκορ κύκλος- Μήκορ ηόξος 
 

43. Από πνηνλ ηύπν ππνινγίδεηε ην κήθνο θύθινπ αθηίλαο R; Πνην ηόμν θύθινπ ιέγεηαη 

αθηίλην(rad); Από πνηνλ ηύπν ππνινγίδεηαη ην κήθνο ηόμνπ κ κνηξώλ θαη α rad; 

Απάληεζε 

Μήθνο θύθινπ: L 2 R   

Αθηίλην ιέγεηαη έλα ηόμν κε κήθνο ίζν κε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ. 

Μήθνο ηόμνπ κ κνηξώλ: 
R

180

 
  Μήθνο ηόμνπ α rad: R  

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

40. Πάλσ ζε επζεία ε ζεσξνύκε δηαδνρηθά ηα ζεκεία Α, Β, Γ θαη Γ. Αλ L1,L2,L3, θαη L είλαη ηα κήθε 

ησλ θύθισλ κε δηακέηξνπο ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ θαη ΑΓ αληίζηνηρα λα απνδείμεηε όηη l 2 3L L L   L   .  

 

41. Όηαλ έλα πνδήιαην δηαλύεη κηα απόζηαζε, ν έλαο ηξνρόο ηνπ πνπ έρεη αθηίλα R θάλεη λ ζηξνθέο, 

ελώ ν άιινο, πνπ έρεη αθηίλα ξ θάλεη 2λ ζηξνθέο. Να απνδείμεηε όηη R = 2ξ.  

 

42. Γίλεηαη θύθινο (O,R) θαη ηα δηαδνρηθά ηνπ ζεκεία Α, Β, Γ, ώζηε λα είλαη AB R 2  θαη 

R 3  . Nα βξεζνύλ ηα κήθε ησλ ηόμσλ ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ, σο ζπλάξηεζε ηνπ R. 

 

43. Με δηάκεηξν ηελ αθηίλα ΟΑ ελόο θύθινπ (O, R) γξάθνπκε θύθιν (Κ) θαη από ην Ο θέξνπκε 

εκηεπζεία πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν (Ο) ζην Γ θαη ηνλ θύθιν (Κ) ζην Γ. Να απνδείμεηε όηη ηα 

ηόμα ΑΓ θαη ΑΓ έρνπλ ίζα κήθε.  

 

44. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε α = 13cm, β = 14cm θαη γ = 15cm. Να βξείηε ην κήθνο  

α) ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ,  

β) ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

45. Γίλεηαη εκηθύθιην (ΟΜ) δηακέηξνπ ΑΒ. Με δηακέηξνπο ηηο ΑΟ θαη ΟΒ γξάθνπκε ζην εζσηεξηθό 

ηνπ πξώηνπ εκηθύθιηα. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηνπ θύθινπ, ν νπνίνο εθάπηεηαη ησλ ηξηώλ 

απηώλ εκηθπθιίσλ, σο ζπλάξηεζε ηνπ R.  
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4. Εμβαδόν κςκλικού δίζκος – κςκλικού ηομέα –  

κςκλικού ημήμαηορ 
 

44. Πνηα ζρέζε δίλεη ην εκβαδόλ θπθιηθνύ δίζθνπ αθηίλαο R; Από πνηνλ ηύπν ππνινγίδεηε ην 

εκβαδόλ θπθιηθνύ ηνκέα κ κνηξώλ θαη α rad; 

Απάληεζε 
 

Σν εκβαδόλ Δ ελόο θπθιηθνύ δίζθνπ αθηίλαο R δίλεηαη από ηε ζρέζε 2R   . 

Σν εκβαδόλ θπθιηθνύ ηνκέα θέληξνπ Ο θαη αληηζηνίρνπ ηόμνπ   δίλεηαη από ηνπο ηύπνπο: 

 
2R

360

 
    θαη   21

R
2

   . 

 

45. Πσο ππνινγίδεηε ην εκβαδόλ θπθιηθνύ ηκήκαηνο πνπ ζρεκαηίδεηαη από ρνξδή ΑΒ ζε θύθιν 

(Ο,R); 

Απάληεζε 

 

Ζ ΑΒ ρσξίδεη ηνλ θπθιηθό δίζθν ζε δύν κέξε πνπ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ απηήο. 

Καζέλα από απηά ηα κέξε ιέγεηαη θπθιηθό ηκήκα. Σν εκβαδόλ ε ηνπ θπθιηθνύ 

ηκήκαηνο πνπ πεξηέρεηαη ζηελ θπξηή γσλία ΑΟΒ ππνινγίδεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο 

ηζόηεηαο          δειαδή αθαηξώληαο από ην εκβαδόλ ηνπ θπθιηθνύ 

ηνκέα ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

46.  Γίλεηαη θύθινο (O,R) θαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν εγγεγξακκέλν ζε απηόλ. Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ 

εγγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ.  

 

47. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ πιεπξάο α. Γξάθνπκε ηα ηόμα ησλ θύθισλ (Α, α), (Β, α) θαη  

   (Γ, α) πνπ πεξηέρνληαη ζηηο γσλίεο ˆ ˆ,   θαη ̂  αληίζηνηρα. Να ππνινγίζεηε σο ζπλάξηεζε ηνπ α ηελ  

   πεξίκεηξν θαη ην εκβαδόλ ηνπ θακππιόγξακκνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.  

 

48. Σξεηο ίζνη θύθινη αθηίλαο R εθάπηνληαη εμσηεξηθά αλά δύν ζηα ζεκεία Α, Β θαη Γ. Να βξείηε ηελ 

πεξίκεηξν θαη ην εκβαδόλ ηνπ θακππιόγξακκνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, σο ζπλάξηεζε ηνπ R. 

 

49. Γίλεηαη θύθινο (O,R) θαη αθηίλα ηνπ ΟΑ. ΢ηελ πξνέθηαζε ηεο ΟΑ πξνο ην Α παίξλνπκε ζεκείν Β, 

ώζηε ΟΑ = ΑΒ. Αλ ΒΓ είλαη ην εθαπηόκελν ηκήκα πνπ άγεηαη από ην Β πξνο ηνλ θύθιν, λα βξείηε 

ηελ πεξίκεηξν θαη ην εκβαδόλ ηνπ κηθηόγξακκνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.  

 

50. Γπν ίζνη θύθινη αθηίλαο R έρνπλ δηάθεληξν ίζε κε R 2 . Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ θνηλνύ ηνπο 

κέξνπο.  

 

51. Γίλεηαη έλα εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΒ θαη ζην εζσηεξηθό ηνπ ηα εκηθύθιηα δηακέηξσλ ΑΓ θαη ΓΒ, 

όπνπ Γ ζεκείν ηεο δηακέηξνπ ΑΒ. Ζ θάζεηνο ηεο ΑΒ ζην Γηέκλεη ην αξρηθό εκηθύθιην ζην Γ. Να 

απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμύ ησλ ηξηώλ εκηθπθιίσλ (άπβςλορ 

ηος Απσιμήδη) είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ θύθινπ δηακέηξνπ ΓΓ. 

 

52. Γίλεηαη θύθινο (O,R) θαη ηόμν ηνπ 60 . Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ 

ζηνλ θπθιηθό ηνκέα  . 
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Δπαλαιεπηηθά δηαγσλίζκαηα 
 

1
ο
 διαγώνιζμα 

 

ΘΔΜΑ 1ν 

Α. Σν εκβαδό γηα θαζέλα από ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηε ζηήιε Η ηνπ επόκελνπ 

πίλαθα δίλεηαη κε έλαλ από ηνπο ηύπνπο πνπ ππάξρνπλ ζηε ζηήιε ΗΗ. Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηό 

ζαο ηα γξάκκαηα ηεο πξώηεο ζηήιεο θαη αθξηβώο δίπια ηνλ αξηζκό ηεο δεύηεξεο ζηήιεο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε.               κνλάδεο 12,5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Για ηιρ επόμενερ δύο επυηήζειρ να γπάτεηε ζηο ηεηπάδιό ζαρ ηον απιθμό ηοςρ (1.B.a και 1.B.β) 

και δίπλα να ζημειώζεηε ηο γπάμμα πος ανηιζηοισεί ζηη  

          ζυζηή απάνηηζη. 

 

α. Σν εκβαδό ελόο ηξηγώλνπ είλαη 24cm
2
 ελώ ε βάζε ηνπ είλαη 12cm. Σν αληίζηνηρν ύςνο 

είλαη: 

 Α. 6cm B. 5cm  Γ. 4cm  Γ. 2cm  E. 12cm 

          κνλάδεο 6,5 

β. Οη δηαζηάζεηο ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ είλαη 4cm θαη 9cm. Ζ πιεπξά ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ην νπνίν έρεη ην ίδην εκβαδό κε ην νξζνγώλην απηό είλαη:  

 Α. 36cm B. 6cm  Γ. 6,5cm Γ. 13cm E. 5cm 

 κνλάδεο 6 

ΘΔΜΑ 2ν 

΢ην δηπιαλό ζρήκα ηα ζεκεία Κ θαη Λ είλαη κέζα ησλ ηκεκάησλ ΑΓ θαη  

ΑΒ αληηζηνίρσο. Να δείμεηε όηη: 

 

 

 α)  Ο ιόγνο ησλ εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ ΑΚΒ θαη ΑΛΓ είλαη ίζνο κε 1. 

κνλάδεο 15 

 β)  Αλ Ρ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΛΓ θαη ΚΒ, ηόηε ηα ηξίγσλα ΒΛΡ θαη ΚΓΡ   

     έρνπλ ίζα εκβαδά.                 κνλάδεο 10 

                    

ΘΔΜΑ 3ν 

Ζ γσλία 
λθ̂  ελόο θαλνληθνύ πνιπγώλνπ είλαη ίζε κε 120  ελώ ε πιεπξά ηνπ είλαη ιλ = 12cm. 

α. Να απνδείμεηε όηη ην πιήζνο ησλ πιεπξώλ ηνπ πνιπγώλνπ απηνύ είλαη λ=6. 

 κνλάδεο 12 

β. Να ππνινγίζεηε ηελ αθηίλα R ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ θαη ην απόζηεκα αλ ηνπ 

πνιπγώλνπ.            κνλάδεο 13 

ΣΤΗΛΗ Ι ΣΤΗΛΗ ΙΙ 

A. Σεηξάγσλν πιεπξάο α 

Β. Οξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε πιεπξέο α, β  

Γ. Παξαιιειόγξακκν (πιάγην) κε βάζε α θαη 

(αληίζηνηρν) ύςνο π 

Γ. Σξίγσλν κε βάζε α θαη (αληίζηνηρν) ύςνο π 

Δ. Ηζόπιεπξν ηξίγσλν πιεπξάο α 

ΣΤ. Σξαπέδην κε βάζεηο Β, β θαη ύςνο π 

  

1.          

2.  
 π 

2
    

3. 
2 α 3 

 
4

   

4.          

5. 
2         

6. 
 1 

     
2

     

7. 
 

    
2

 
   

8.  
 π 

 B
2

    

A B

P

Λ

Γ

Κ
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ΘΔΜΑ 4ν 

΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε πξόζνςε κηαο ζήξαγγαο (ηνύλει)  

α. Να ππνινγίζεηε ην ύςνο ΑΔ.          κνλάδεο 6 

 

β.    Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ.               κνλάδεο 6 

γ. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ εκηθπθιίνπ κε δηάκεηξν ΔΕ. (Γίλεηαη όηη π=3,14)  

                       κνλάδεο 6 

δ. Να ππνινγίζεηε ην θόζηνο ηεο επέλδπζεο ηεο πξόζνςεο (κε γξακκνζθηαζκέλν κέξνο) κε πέηξα 

αλ ε επέλδπζε θνζηίδεη 4.000 δξρ αλά ηεηξαγσληθό κέηξν.                

                        κνλάδεο 7 

 

2
ο
 διαγώνιζμα 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α.1. ΢ην παξαθάησ ζρήκα ην ΑΓ είλαη ύςνο ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ κε ˆ 90   

       Να γπάτεηε ζηο ηεηπάδιό ζαρ ηα γπάμμαηα  

      ηηρ Σηήληρ Α και δίπλα ζε κάθε γπάμμα ηον  

      απιθμό ηηρ Σηήληρ Β, έηζι ώζηε να πποκύπηει 

       ιζόηηηα. 

 

Σηήιε Α Σηήιε Β 

α. ΑΒ
2 

1. ΒΓΒΓ 

β. ΑΓ
2 2.




  

γ. 
2

2




  

3. ΒΓΓΓ 

 4. ΓΓΓΒ 

 
5.



  

Μνλάδεο 6 

Α.2. Να απνδείμεηε όηη, ζε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο ηζνύηαη κε ην 

άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ θάζεησλ πιεπξώλ ηνπ.                       

                     Μνλάδεο 6,5 

Β. ΢ην ζρήκα ηνπ εξσηήκαηνο Α.1 δίλεηαη όηη ΑΒ = 6 θαη ΒΓ = 3,6 . 

Β.1. Να δείμεηε όηη ΒΓ = 10.                             Μνλάδεο 6,5 

Β.2. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΓ.    Μνλάδεο 6 

 

 

A Β

Δ Ε Ζ Γ

10m

6m 10m 6m

10m

 Β  
Γ  

Α  Γ  
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ΘΔΜΑ 2ν 

Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ˆ 120  . 

α. Να απνδείμεηε όηη
2 2 2     .                  Μνλάδεο 10 

β. Αλ επηπιένλ ηζρύεη β = 2γ, λα απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο κα ηνπ παξαπάλσ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη ίζε 

κε 
3

2


.                   Μνλάδεο 15 

 

ΘΔΜΑ 3ν  

Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ πιεπξάο α εγγεγξακκέλν ζε θύθιν θέληξνπ Ο. ΢ηελ πιεπξά ΒΓ 

ζεσξνύκε ην ζεκείν Δ έηζη ώζηε ΔΓ= 
3


  θαη πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΔ πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζην 

ζεκείν Ε. 

α. Να απνδείμεηε όηη ΑΔ = 
7

3


.       Μνλάδεο 8 

β. Να απνδείμεηε όηη ΔΕ = 
2 7

21
 .       Μνλάδεο 8 

γ. Να βξείηε ην ιόγν ησλ εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ ΑΔΒ θαη ΓΔΕ.    Μνλάδεο 9 

 

ΘΔΜΑ 4ν 

Σξίγσλν ΑΒΓ είλαη εγγεγξακκέλν  ζε θύθιν (Ο,R). Ζ πιεπξά ΑΒ είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά ι4 ηνπ 

εγγεγξακκέλνπ ζηνλ θύθιν (Ο,R) ηεηξαγώλνπ θαη ε πιεπξά ΑΓ είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά ι6 ηνπ 

εγγεγξακκέλνπ ζηνλ θύθιν (Ο,R) θαλνληθνύ εμαγώλνπ. Φέξνπκε ην ύςνο ΑΖ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

α. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.     Μνλάδεο 6 

β. Να απνδείμεηε όηη 
R 2

2
  .       Μνλάδεο 3 

γ. Να απνδείμεηε όηη ΒΓ = 
 R 2 6

2


.      Μνλάδεο 6 

δ. Με θέληξν ηελ θνξπθή Β θαη αθηίλα ΒΑ γξάθνπκε θύθιν, ν νπνίνο ηέκλεη ηελ πιεπξά ΒΓ ζην 

ζεκείν Γ, θαη κε θέληξν ηελ θνξπθή Γ θαη αθηίλα ΓΑ γξάθνπκε θύθιν, ν νπνίνο ηέκλεη ηελ 

πιεπξά ΒΓ ζην ζεκείν Δ. Να ππνινγίζεηε ηα εκβαδά ησλ θακππιόγξακκσλ ηξηγώλσλ ΑΒΔ θαη 

ΑΓΓ σο ζπλάξηεζε ηεο αθηίλαο R. 

Μνλάδεο 10 

 

3
ο
 διαγώνιζμα 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
  

Α. Να  δείμεηε  όηη  ζε θάζε ηξίγσλν, ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ δύν πιεπξώλ ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε  

    ην δηπιάζην ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο πεξηερόκελεο δηακέζνπ, απμεκέλν θαηά ην κηζό ηνπ ηεηξαγώλνπ  

    ηεο ηξίηεο πιεπξάο.                       κνλάδεο 10 

 

B.΢ε θάζε κία από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο, λα γξάςεηε ζηε θόιια ζαο ηνλ αξηζκό πνπ αληηζηνηρεί  

    θαη δίπια ην γξάκκα (΢) αλ ζεσξείηαη ηε πξόηαζε ζσζηή, ή ην γξάκκα (Λ) αλ ζεσξείηαη όηη ε  

    πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

i. Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ κε πιεπξέο α, β, γ ηζρύεη 2 2 2    , ηόηε ην ηξίγσλν είλαη πάληνηε 

νμπγώλην.   

ii. Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ίζα εκβαδά, ηόηε ηα ηξίγσλα απηά είλαη ίζα. 

iii. Αλ έλα ηξίγσλν ρσξίδεηαη από κηα δηρνηόκν ηνπ ζε δύν ηζνδύλακα ηξίγσλα, ηόηε είλαη 

ηζνζθειέο.   

iv. Γύν ηξίγσλα όκνηα θαη ηζεκβαδηθά είλαη ίζα. 

v. Αλ νη πιεπξέο ηεηξαγώλνπ απμεζνύλ θαηά 4 cm ε θαζεκία, ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ απμάλεηαη 

θαηά 16 cm
2
.                      κνλάδεο 15 
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ΘΔΜΑ 2
ν
  

Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ζην  νπνίν  ηζρύεη:
2 2 2     .  

α) Να  απνδείμεηε  όηη ην ηξίγσλν είλαη ακβιπγώλην.      κνλάδεο 5 

β) Να  απνδείμεηε  όηη A 120 .        κνλάδεο 6 

γ) Αλ 6   θαη 4  , λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.     κνλάδεο 6 

δ) Αλ Γ είλαη ε πξνβνιή ηνπ Β ζηελ ΑΓ, λα ππνινγίζεηε ην ιόγν ησλ εκβαδώλ 
 

 




.  

                                    κνλάδεο 8 

ΘΔΜΑ 3
ν
  

α)  ΢ην δηπιαλό ζρήκα νη πιεπξέο ηξηγώλνπ ΑΒΓ 

     έρνπλ πξνεθηαζεί θαηά   , 

       θαη  . Αλ   210 cm  ,  

    λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΕ. 

           κνλάδεο 10 

β) Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  90   κε 6  

    θαη 8  . Να βξείηε: 

i. ην εκβαδόλ ηνπ.    κνλάδεο 4 

    ii.  ην ύςνο 
 .    κνλάδεο 6 

    iii. ηελ αθηίλα ξ ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ. κνλάδεο 5 

 

ΘΔΜΑ 4
ν
  

Γύν ίζνη ηεκλόκελνη θύθινη (Ο, R) θαη (Ο΄, R) έρνπλ δηάθεληξν ίζε κε R 2  θαη θνηλή ρνξδή ΑΒ. Να 

βξεζνύλ: 

α) Σν εκβαδόλ ηνπ θπθιηθνύ ηνκέα ΑΟΒ.                κνλάδεο 12 

β) Σν εκβαδόλ ηνπ θνηλνύ κέξνπο ησλ δύν θύθισλ.               κνλάδεο 13 

 

4
ο
 διαγώνιζμα 

 

ΘΔΜΑ 1ν 
Α. Nα απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ελόο νξζνγώληνπ παξαιιεινγξάκκνπ ηζνύηαη µε ην γηλόκελν ησλ 

πιεπξώλ ηνπ.                   κνλάδεο 11 

 

Β. Να γπάτεηε ζηο ηεηπάδιό ζαρ ηα γπάμμαηα ηηρ Σηήληρ Ι και δίπλα ζε κάθε γπάμμα      

      ηον απιθμό ηηρ Σηήληρ ΙΙ πος ανηιζηοισεί ζηο ζυζηό ηύπο. 

 

Σηήιε Ι     Σηήιε ΙΙ 

 

α.    Δκβαδόλ ηξαπεδίνπ 

 

β.    Δκβαδόλ ηξηγώλνπ 

 

γ.    Δκβαδόλ θαλνληθνύ  πνιπγώλνπ 

 

1. Δ = ηξ 

 

2. 
2πR κ

Δ
360



 

3. 
(Β β)π

Δ
2




 

4. 
1

Δ
2

   

 

5. Δ  
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΢ηε Σηήιε ΙΙ πεξηζζεύνπλ δύν ηύπνη.                                                             κνλάδεο 6 

Γ.  Να σαπακηηπίζεηε ηιρ πποηάζειρ πος ακολοςθούν, γπάθονηαρ ζηο ηεηπάδιό ζαρ ηη λέξη "Σωζηό", 

αν η ππόηαζη είναι ζυζηή, και "Λάθορ", αν η ππόηαζη είναι λάθορ, δίπλα ζηο γπάμμα πος ανηιζηοισεί 

ζε κάθε ππόηαζη. 

α. ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη ε ζρέζε  α
2
 = β

2
 + γ

2
 – 2βγ 

β.  ΢ε θάζε θαλνληθό λ-γσλν αθηίλαο R µε πιεπξά ιλ θαη απόζηεκα  ηζρύεη ε ζρέζε:   

   
2

2 2λ
λ

ι
α R

2
  . 

γ.  ΢ε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν ηνπ ύςνπο ηνπ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα είλαη  

    ίζν µε ην γηλόκελν ησλ πξνβνιώλ ησλ θαζέησλ πιεπξώλ ηνπ ζηελ ππνηείλνπζα. 

δ.  Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ δύν πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ηζνύηαη µε ην δηπιάζην ηνπ  

    ηεηξαγώλνπ ηεο δηακέζνπ πνπ πεξηέρεηαη κεηαμύ ησλ πιεπξώλ απηώλ απμεκέλν θαηά ην κηζό ηνπ  

    ηεηξαγώλνπ ηεο ηξίηεο πιεπξάο. 

κνλάδεο 8 

 

ΘΔΜΑ 2ν 

Γίλεηαη θαλνληθό πνιύγσλν   Α1 Α2 ... Αλ   εγγεγξακκέλν ζε θύθιν µε θέληξν  Ο  θαη αθηίλα  R . Aλ ε 

γσλία ηνπ πνιπγώλνπ είλαη θλ = 150
ν
, λα βξείηε: 

α.  Σνλ αξηζκό ησλ πιεπξώλ ηνπ πνιπγώλνπ.                     κνλάδεο 10 

 

β.  Σελ θεληξηθή γσλία ηνπ πνιπγώλνπ σλ .                        κνλάδεο 8 

 

γ.  Σν εκβαδόλ ηνπ πνιπγώλνπ ζπλαξηήζεη ηεο αθηίλαο R.         κνλάδεο 7 

 

ΘΔΜΑ 3ν 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν  ΑΒΓ  µε κήθε πιεπξώλ γ=2, β=1+ 2   θαη εκβαδόλ  (ΑΒΓ) = 
βγ 2

4
 . 

α.  Να απνδείμεηε όηη ην κήθνο ηεο πιεπξάο  α = 3 .          κνλάδεο 9 

β.  Να ππνινγίζεηε ηελ αθηίλα R ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

            κνλάδεο 8 

γ.  Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο πξνβνιήο ηεο πιεπξάο ΑΒ πάλσ ζηε πιεπξά ΒΓ. 

κνλάδεο 8 

ΘΔΜΑ 4ν 

Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  ( A


=900)µε κήθε πιεπξώλ ΑΒ=R θαη 

ΑΓ= R 3  .Γξάθνπκε ηνπο θύθινπο (Β, R) θαη (Γ, R 3 ).    

 Nα ππνινγίζεηε: 

α.  Σν κήθνο ηεο πιεπξάο ΒΓ ζπλαξηήζεη ηνπ R. 

κνλάδεο 4 

β.  Σηο γσλίεο Β


 θαη Γ


                     κνλάδεο 4 

γ.  Σν εκβαδόλ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒ∆Γ ζπλαξηήζεη ηνπ R.              

κνλάδεο 8 

δ.  Σν εκβαδόλ ηνπ θνηλνύ κέξνπο ησλ δύν θύθισλ ζπλαξηήζεη ηνπ R.  

κνλάδεο 9 


