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3ο Κεθάιαην: Σξίγσλα 
 

3.1. ΢ηνηρεία θαη είδε ηξηγώλσλ 

 

1. Πνηα είλαη ηα θύξηα ζηνηρεία ηξηγώλνπ; 

Απάληεζε 

Οη πιεπξέο θαη νη γσλίεο ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη θύξηα ζηνηρεία ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

2. Πσο δηαθξίλνληαη ηα ηξίγσλα κε βάζε ηηο πιεπξέο ηνπο θαη ηη γλσξίδεηε γη΄ απηά;  

Απάληεζε 

 

΢πγθξίλνληαο ηηο πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ, κεηαμύ ηνπο, πξνθύπηνπλ ηξία είδε ηξηγώλσλ: ην ζθαιελό, ην 

ηζνζθειέο θαη ην ηζόπιεπξν. Έηζη, έλα ηξίγσλν ιέγεηαη:  

• ζθαιελό , όηαλ έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ άληζεο ,  

• ηζνζθειέο, όηαλ έρεη δύν πιεπξέο ηνπ ίζεο .  

   ΢ε έλα ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ ε πιεπξά ΒΓ ιέγεηαη βάζε ηνπ θαη ην Α θνξπθή ηνπ,  

• ηζόπιεπξν, όηαλ έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ ίζεο. 

 

3. Πσο δηαθξίλνληαη ηα ηξίγσλα κε βάζε ηηο γσλίεο ηνπο θαη ηη γλσξίδεηε ζε θάζε πεξίπησζε;  

Απάληεζε 

 

Έλα ηξίγσλν, αλάινγα κε ην είδνο ησλ γσληώλ ηνπ, ιέγεηαη  

• νμπγώλην, όηαλ έρεη όιεο ηηο γσλίεο ηνπ νμείεο ,  

• νξζνγώλην, όηαλ έρεη κηα γσλία νξζή . ΢ε έλα νξζνγώλην ηξίγσλν ε πιεπξά πνπ βξίζθεηαη απέλαληη από     

   ηελ νξζή γσλία ιέγεηαη ππνηείλνπζα θαη νη άιιεο δύν ιέγνληαη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ,  

• ακβιπγώλην, όηαλ έρεη κηα γσλία ακβιεία. 

 

4. Πνηα είλαη ηα δεπηεξεύνληα ζηνηρεία ηξηγώλνπ; 

Απάληεζε 

 

Οη δηάκεζνη, νη δηρνηόκνη θαη ηα ύςε ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη δεπηεξεύνληα ζηνηρεία ηνπ. 

 

5. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο δηακέζνπ, ηεο δηρνηόκνπ θαη ηνπ ύςνπο ηξηγώλνπ. 

Απάληεζε 

 

Γηάκεζνο ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη κηα θνξπθή κε ην κέζν ηεο απέλαληη 

πιεπξάο.  

Γηρνηόκνο κηαο γσλίαο ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα ηεο δηρνηόκνπ ηεο γσλίαο, από ηελ 

θνξπθή ηεο κέρξη ηελ απέλαληη πιεπξά. 

Ύςνο ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην θάζεην επζύγξακκν ηκήκα, πνπ θέξεηαη από κηα θνξπθή πξνο ηελ επζεία ηεο 

απέλαληη πιεπξάο. 

 

6. Πνηεο πιεπξέο ζε δύν ίζα ηξίγσλα ιέγνληαη αληίζηνηρεο ή νκόινγεο; 

Απάληεζε 

 

Οη ίζεο πιεπξέο πνπ βξίζθνληαη απέλαληη από ίζεο γσλίεο ιέγνληαη αληίζηνηρεο ή νκόινγεο.  

 

3.2. 1ν Κξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 

 

7. Να δηαηππώζεηε ην 1ν θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ (ΠΓΠ) 

Απάληεζε 

 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο ζε απηέο γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη 

ίζα. 
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8. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν: 

 Οη πξνζθείκελεο ζηε βάζε γσλίεο είλαη ίζεο. 

 Η δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ηεο θνξπθήο  είλαη δηάκεζνο θαη ύςνο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ=ΑΓ . Φέξνπκε ηε δηρνηόκν ηνπ ΑΓ.  

Σα ηξίγσλα ΑΓΒ θαη ΑΓΓ έρνπλ ΑΒ = ΑΓ, ΑΓ θνηλή θαη 1  2
ˆ ˆA  A   (ΠΓΠ), επνκέλσο 

είλαη ίζα, νπόηε ˆ ˆ   .  

Από ηελ ίδηα ηζόηεηα ηξηγώλσλ πξνθύπηεη όηη ΒΓ = ΓΓ, νπόηε ε ΑΓ είλαη δηάκεζνο 

θαη 1 2
ˆ ˆ   . Από ηελ ηειεπηαία ηζόηεηα θαη επεηδή 1 2

ˆ ˆ  180   πξνθύπηεη όηη  

1 2
ˆ ˆ  90   , νπόηε ζπκπεξαίλνπκε όηη ην ΑΓ είλαη ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

9. Να απνδείμεηε όηη θάζε ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκα ηκήκαηνο, ηζαπέρεη από ηα 

άθξα ηνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ε ε κεζνθάζεηνο ελόο ηκήκαηνο ΑΒ θαη Μ έλα ζεκείν ηεο. Σα ηξίγσλα ΜΚΑ 

θαη ΜΚΒ έρνπλ ΚΑ=ΚΒ, ΜΚ θνηλή θαη 1 2
ˆ ˆ    90   (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη ίζα, 

νπόηε ΜΑ= ΜΒ. 

 

 

10. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη ίζα, ηόηε θαη νη ρνξδέο ηνπο είλαη ίζεο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ   θαη   δύν ίζα ηόμα ελόο θύθινπ (Ο,ξ) . Σόηε είλαη ΑÔΒ = ΓÔΓ.  

Σα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ έρνπλ ΟΑ = ΟΓ(= ξ), ΟΒ = ΟΓ(= ξ) θαη ΑÔΒ = ΓÔΓ.  

Δπνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε ΑΒ = ΓΓ. 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

1. ΢ε ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ θαη ζηηο πξνεθηάζεηο ηνπο 

ζεσξνύκε ηκήκαηα BK AM  . Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΚΛΜ είλαη ηζόπιεπξν. 

  (Δκπέδσζεο 2) 

 

2. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ίζσλ πιεπξώλ ηνπ ΒΑ,ΓΑ ζεσξνύκε ίζα 

ηκήκαηα ΑΓ,ΑΔ αληίζηνηρα. Αλ Μ ην κέζν ηεο βάζεο ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΜΓΔ είλαη 

ηζνζθειέο.                       (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

3. Γίλεηαη θύθινο θέληξνπ Ο θαη ρνξδή ηνπ ΑΒ. Πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΒ θαη πξνο ηα δύν ηεο άθξα, θαηά 

ίζα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: O A O B   .                (Απνδεηθηηθέο 3) 

 

4. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  .Οη δηρνηόκνη ησλ εμσηεξηθώλ γσληώλ Β θαη Γ ηέκλνληαη 

ζην ζεκείν Μ θαη Κ,Λ είλαη αληίζηνηρα ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

     α) Σν ηξίγσλν ΒΜΓ είλαη ηζνζθειέο κε MB M  .  

β) MK M        

 

5. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   . ΢ηελ πξνέθηαζε ηεο πιεπξάο ΒΓ θαη πξνο ηα δύν ηεο 

άθξα, ζεσξνύκε ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα έηζη ώζηε B E  . Να απνδείμεηε όηη: 

   α) εμ εμB           β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη ίζα.     

   γ) Ζ δηάκεζνο ΑΜ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη θαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΔ.    (ηξάπεδα 5053) 
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6. Γίλεηαη νμεία γσλία ˆxOy  θαη δύν νκόθεληξνη θύθινη  1O,ξ  θαη  2O,ξ κε 1 2ξ ξ , πνπ ηέκλνπλ ηελ 

Οx ζηα ζεκεία Κ,Α θαη ηελ Ος ζηα Λ,Β αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) A BK   

β) Σν ηξίγσλν ΑΡΒ είλαη ηζνζθειέο, όπνπ Ρ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΛ, ΒΚ. 

γ) Ζ ΟΡ δηρνηνκεί ηε γσλία ˆxOy .         (ηξάπεδα 3696) 

 

3.3. 2ν – 3ν Κξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 

 

11. Να δηαηππώζεηε ην 2ν (ΓΠΓ) θαη ην 3ν (ΠΠΠ) θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 

Απάληεζε 

 

2ν: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκελεο ζε απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα     

      ηξίγσλα είλαη ίζα. 

3ν: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

12. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκελεο ζε απηή γσλίεο ίζεο κία 

πξνο κία, ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'  έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ˆ ˆB  B θαη ˆ ˆ    .  

Θα απνδείμνπκε όηη έρνπλ θαη ΑΒ = Α'Β'. Έζησ όηη AB ≠ Α'Β', π.ρ. ΑΒ > Α'Β'. 

Σόηε ππάξρεη ζεκείν Γ ζηελ ΑΒ, ώζηε λα είλαη ΒΓ = Β'Α'. Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη 

Α'Β'Γ' έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Β'Α' θαη ˆ ˆB  B , επνκέλσο (ΠΓΠ) είλαη ίζα, νπόηε 

ˆ ˆ     . 

Αιιά ˆ ˆ    , νπόηε ˆ ˆ    πνπ είλαη άηνπν, γηαηί ην Γ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν 

ηεο γσλίαο ΑΓΒ θαη επνκέλσο  ˆ ˆ    . Οδεγεζήθακε ζε άηνπν γηαηί 

ππνζέζακε όηη ΑΒ ≠ Α'Β', άξα ΑΒ =Α'Β'. Σα ηξίγσλα, ινηπόλ, ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ 

έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΑΒ = Α'Β' θαη ˆ ˆB  B , άξα (ΠΓΠ) είλαη ίζα. 

 

 

13. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα ηξίγσλα 

είλαη ίζα. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' κε ΑΒ = Α'Β', ΒΓ = Β'Γ', ΓΑ = Γ'Α' .  

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ˆ ˆ    . Τπνζέηνπκε όηη ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα. 

Θεσξνύκε ηελ εκηεπζεία Βx, ώζηε ˆ ˆBx  B   θαη ζεκείν ηεο Γ, ώζηε ΒΓ = Α'Β'. 

Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Α'Β' θαη 

ˆ ˆBΓ  B  . Από ηελ ηζόηεηα απηή πξνθύπηεη όηη ΓΓ = Γ 'Α' θαη ˆ ˆ    . 

Δπεηδή ΒΓ = Α'Β' θαη Α'Β' = ΑΒ, ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο, νπόηε  

                                       1 1
ˆ ˆA   (1).  

Δπίζεο, αθνύ       θαη     , πξνθύπηεη όηη 

                                       2 2
ˆ ˆA   (2).  

Δπεηδή ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα ην ηκήκα ΑΓ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ησλ 

γσληώλ A θαη Γ, νπόηε κε πξόζζεζε ησλ (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη ˆ ˆ   . Δπεηδή  
ˆ ˆ    , έρνπκε ˆ ˆ    , πνπ είλαη ην δεηνύκελν. 

 

14. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ πνπ αληηζηνηρεί ζηε βάζε ηνπ, είλαη  

   δηρνηόκνο θαη ύςνο. 

Απόδεημε 
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Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ=ΑΓ θαη ΑΓ ε δηάκεζόο ηνπ . Σα ηξίγσλα ΑΒΓ 

θαη ΑΓΓ έρνπλ ΑΒ=ΑΓ, ΑΓ θνηλή θαη ΒΓ=ΓΓ, άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα, νπόηε 1 2
ˆ ˆA    A , 

θαη 1 2
ˆ ˆ   . Από ηηο ηζόηεηεο απηέο πξνθύπηεη αληίζηνηρα όηη ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο 

θαη ύςνο. 

 

15. Να απνδείμεηε όηη θάζε ζεκείν πνπ ηζαπέρεη από ηα άθξα ελόο ηκήκαηνο, αλήθεη ζηε κεζνθάζεην 

ηνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ , Μ έλα ζεκείν, ώζηε ΜΑ = ΜΒ θαη Κ ην κέζν ηνπ 

ΑΒ. Σόηε ην ηξίγσλν ΑΜΒ είλαη ηζνζθειέο θαη ε ΜΚ δηάκεζόο ηνπ, νπόηε 

ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν πόξηζκα, ε ΜΚ ζα είλαη θαη ύςνο δειαδή ε ΜΚ 

είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ. 

 

 

16. Να απνδείμεηε όηη αλ νη ρνξδέο δύν ηόμσλ ελόο θύθινπ, κηθξόηεξσλ ηνπ εκηθπθιίνπ, είλαη ίζεο 

ηόηε θαη ηα ηόμα είλαη ίζα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ δύν ηόμα   θαη   ελόο θύθινπ (Ο,ξ) κηθξόηεξα ηνπ εκηθπθιίνπ, κε  

ΑΒ = ΓΓ. Σόηε ηα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ  έρνπλ:  

ΟΑ= ΟΓ (= ξ), ΟΒ = ΟΓ (= ξ) θαη ΑΒ = ΓΓ, άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα.  

Δπνκέλσο, ˆ ˆ , νπόηε  . 

 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

7. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε ηε δηάκεζν ΑΜ θαηά ίζν ηκήκα ΜΓ. Να απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα 

ΑΒΓ θαη ΒΓΓ είλαη ίζα. (Δκπέδσζεο 3) 

 

8. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηεο βάζεο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ είλαη ίζεο. 

(Απνδεηθηηθέο 1) 

 

9. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A  . Ζ κεζνθάζεηνο ηεο πιεπξάο ΑΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο 

ΓΒ ζην Γ. Πξνεθηείλνπκε ηε ΓΑ θαηά ηκήκα AE B  .Να απνδείμεηε όηη: 

α) ην ηξίγσλν ΓΑΓ είλαη ηζνζθειέο, 

β) ην ηξίγσλν ΓΓΔ είλαη επίζεο ηζνζθειέο. 

 

10. Γίλεηαη ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε BA B   θαη A   . Οη δηαγώληνη ΑΓ, ΒΓ ηνπ ηεηξάπιεπξνπ είλαη 

ίζεο θαη ηέκλνληαη θάζεηα. Να απνδείμεηε όηη: 

    α) Ζ ΒΓ είλαη δηρνηόκνο ησλ γσληώλ Β θαη Γ ηνπ ηεηξάπιεπξνπ ΑΒΓΓ.   

    β) Ζ ΒΓ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ. (Σξάπεδα 5144) 

 

3.6. Κξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγσλίσλ ηξηγώλσλ 

 

17. Πνηα είλαη ηα  θξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγσλίσλ ηξηγώλσλ;  

Απάληεζε 

 

Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ:  

   • Γύν νκόινγεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

  • Μία πιεπξά θαη ηελ πξνζθείκελε ζε απηή νμεία γσλία αληίζηνηρα ίζεο κία πξνο κία. 
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18. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ ηελ ππνηείλνπζα θαη κία νμεία γσλία 

αληίζηνηρα ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα 

Απόδεημε 

 

Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' κε ˆ ˆ 90    ,  

ΒΓ = Β'Γ' θαη ˆ ˆ    . Θα απνδείμνπκε όηη είλαη θαη ΑΒ = Α'Β'.  

Έζησ όηη ΑΒ ≠ Α'Β' , π.ρ. ΑΒ > Α'Β'. Σόηε ζηελ πιεπξά ΒΑ ππάξρεη 

ζεκείν Γ, ώζηε ΒΓ = Α'Β'. 

Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΓΒ = Α'Β' θαη ˆ ˆ    , 

επνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε ζα είλαη ˆ ˆ 90    , δειαδή ΓΓ ⊥ ΑΒ. Έηζη 

έρνπκε ΓΛ ⊥ ΑΒ θαη ΓΓ ⊥ ΑΒ πνπ είλαη άηνπν (κνλαδηθόηεηα θαζέηνπ). Οδεγεζήθακε ζε άηνπν γηαηί 

ππνζέζακε όηη ΑΒ ≠ Α'Β'. Άξα ΑΒ = Α'Β', νπόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ  

ΒΓ = Β'Γ', ΒΑ = Β'Α' θαη ˆ ˆ     (ΠΓΠ). 

 

19. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ ηελ ππνηείλνπζα θαη κία θάζεηε πιεπξά 

αληίζηνηρα ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' (ζρ.27) κε ˆ ˆ 90    , ΒΓ = Β'Γ' θαη  

ΑΒ = Α'Β'.  

Θα απνδείμνπκε όηη θαη ˆ ˆ    . ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΒΑ θαη Β'Α' ζεσξνύκε  

αληίζηνηρα ηα ζεκεία Γ θαη Γ', ώζηε λα είλαη ΑΓ = ΑΒ θαη Α'Γ' = Α'Β'.  

Σόηε ε ΓΑ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΒ θαη ε Γ 'Α' κεζνθάζεηνο ηνπ Γ'Β'.  

΢πκπεξαίλνπκε, ινηπόλ, όηη ΓΓ = ΓΒ θαη Γ 'Γ' = Γ'Β'. Από ηηο ηειεπηαίεο ηζόηεηεο θαη ηελ ΒΓ = Β'Γ' 

πξνθύπηεη όηη ΓΓ = Γ'Γ'. Έηζη ηα ηξίγσλα ΓΓΒ θαη Γ 'Γ'Β' έρνπλ ΓΓ = Γ 'Γ',  

ΒΓ = Β'Γ ' θαη ΓΒ = Γ'Β' (σο δηπιάζηα ησλ ίζσλ ηκεκάησλ ΑΒ θαη Α'Β'), επνκέλσο 

είλαη ίζα, νπόηε ˆ ˆ    . Σόηε θαη ηα αξρηθά ηξίγσλα είλαη ίζα (ΠΓΠ). 

 

 

20. Να απνδείμεηε όηη ε θάζεηνο πνπ θέξεηαη από ην θέληξν ελόο θύθινπ πξνο κηα ρνξδή ηνπ, 

δηρνηνκεί ηε ρνξδή θαη ην αληίζηνηρν ηόμν ηεο. 

Απόδεημε 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλαλ θύθιν (Ο,ξ), κηα ρνξδή ηνπ ΑΒ θαη ηελ θάζεηε ΟΚ ηεο ΑΒ, 

πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζην ζεκείν Μ. Δπεηδή ην ηκήκα ΟΚ είλαη ύςνο ζην ηζνζθειέο 

ηξίγσλν ΟΑΒ (ΟΑ= ΟΒ = ξ), ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν πόξηζκα είλαη δηάκεζνο 

θαη δηρνηόκνο, δειαδή ην Κ είλαη κέζν ηνπ ΑΒ θαη Ô1 = Ô2.  

Αθνύ Ô1 = Ô2 πξνθύπηεη όηη   . 

 

21. Να απνδείμεηε όηη δύν ρνξδέο ελόο θύθινπ είλαη ίζεο αλ θαη κόλν αλ ηα απνζηήκαηά ηνπο είλαη 

ίζα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ νη ίζεο ρνξδέο ΑΒ θαη ΓΓ ελόο θύθινπ (Ο,ξ) θαη ΟΚ, ΟΛ ηα απνζηήκαηά 

ηνπο αληίζηνηρα . Σα ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ, έρνπλ ˆˆ 90    

ΟΑ = ΟΓ (= ξ) θαη ΑΚ = ΓΛ (αθνύ ΑΒ = ΓΓ).  

Δπνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε ΟΚ = ΟΛ.  

Αληίζηξνθα.  

Έζησ όηη ηα απνζηήκαηα ΟΚ θαη ΟΛ είλαη ίζα. Σόηε ηα ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ 

έρνπλ ˆˆ 90   , ΟΑ = ΟΓ θαη ΟΚ = ΟΛ, επνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε 

AK
2 2

 
     . 
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22. Να απνδείμεηε όηη θάζε ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο θαη 

αληίζηξνθα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο πνπ ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο, είλαη ζεκείν ηεο 

δηρνηόκνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ κηα γσλία xÔy θαη Μ έλα ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ ηεο Οδ.  

Φέξνπκε MA⊥Ox θαη MB⊥Oy. Σόηε ηα νξζνγώληα ηξίγσλα ΑΟΜ θαη 

ΒΟΜ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ ˆ ˆ 90 , ΟΜ θνηλή θαη ΜÔΑ = ΜÔΒ, 

επνκέλσο ΜΑ = ΜΒ.  

Αληίζηξνθα 

 Έζησ Μ έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο. Φέξνπκε MA⊥Ox θαη 

MB⊥Oy θαη ππνζέηνπκε όηη ΜΑ = ΜΒ. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΟΜ θαη 

ΒΟΜ είλαη πάιη ίζα, αθνύ ˆ ˆ 90 , ΟΜ θνηλή θαη ΜΑ=ΜΒ θαη επνκέλσο ΜÔΑ = ΜÔΒ, νπόηε ην Μ 

είλαη ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ Οδ. 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

11. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ηα ύςε ηνπ ΒΓ θαη ΓΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σα ηξίγσλα ΒΓΓ θαη ΓΔΒ είλαη ίζα.  β) A AE  .         (ηξάπεδα 2846) 

     

12. Να απνδείμεηε όηη ηα κέζα ησλ ίζσλ πιεπξώλ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ηζαπέρνπλ: 

α) από ηε βάζε ηνπ  β) από ηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ.          (εκπέδσζεο 2) 

 

13. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A  θαη Μ ην κέζν ηεο βάζεο ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) ην Μ ηζαπέρεη από ηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ, 

β) ε ΑΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη απνζηάζεηο ηνπ Μ από ηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ. 

(απνδεηθηηθέο 1) 

 

14.  Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη '  , α απ π  θαη α ακ κ  , ηόηε ηα 

ηξίγσλα είλαη ίζα.          (απνδεηθηηθέο 2) 

 

15. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν νμπγώληα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη α = α', πβ = πβ' θαη     

    πγ = πγ', ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα.         (απνδεηθηηθέο 3) 

 

16.  Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90 θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην Γ θέξνπκε E B   , 

πνπ ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Ε. Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΒΓΕ είλαη ηζνζθειέο.              (απνδεηθηηθέο 4) 

 

17. Γίλεηαη θύθινο (Ο,R), νη ίζεο ρνξδέο ηνπ ΑΒ,ΓΓ θαη ηα απνζηήκαηά ηνπο ΟΚ θαη ΟΛ αληίζηνηρα. Αλ 

νη πξνεθηάζεηο ησλ ΒΑ θαη ΓΓ ηέκλνληαη ζην Μ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) ηα ηξίγσλα ΜΟΚ θαη ΜΟΛ είλαη ίζα,  β) MA M   θαη MB M   

(απνδεηθηηθέο 5) 

 

18. ΢ε νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε ηε δηάκεζν ΑΜ (πξνο ην Μ) θαηά ίζν ηκήκα ΜΓ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

     α) Σα ηξίγσλα ΑΒΜ θαη ΜΓΓ είλαη ίζα.   

β) Σα ζεκεία Α θαη Γ ηζαπέρνπλ από ηελ πιεπξά ΒΓ.                     (ηξάπεδα 3421) 

 

19. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  .Έζησ Γ,Ζ ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα. Οη 

κεζνθάζεηνη ησλ ίζσλ πιεπξώλ ηνπ ηέκλνληαη ζην Μ θαη πξνεθηεηλόκελεο ηέκλνπλ ηε βάζε ΒΓ ζηα Ε 

θαη Ζ. 

   α) Να ζπγθξίλεηε ηα ηξίγσλα ΓΒΖ θαη ΔΕΓ. 

   β) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΜΕΖ είλαη ηζνζθειέο.        (ηξάπεδα 4974) 
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3.7. Κύθινο – Μεζνθάζεηνο - δηρνηόκνο 
 

23. Ση είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο; 

Απάληεζε 

 

Γεσκεηξηθόο ηόπνο ιέγεηαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ, πνπ έρνπλ κηα (θνηλή) ραξαθηεξηζηηθή 

ηδηόηεηα.  

 

24. Ση νλνκάδεηαη θύθινο; 

Απάληεζε 

 

Κύθινο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα λα απέρνπλ κηα 

νξηζκέλε απόζηαζε από έλα ζηαζεξό ζεκείν. 

 

25. Ση νλνκάδεηαη κεζνθάζεηνο ηκήκαηνο; 

Απάληεζε 

 

Μεζνθάζεηνο ηκήκαηνο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ από ηα άθξα 

ηνπ ηκήκαηνο. 

 

26. Ση νλνκάδεηαη δηρνηόκνο γσλίαο; 

Απάληεζε 

 

Γηρνηόκνο γσλίαο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ από ηηο πιεπξέο 

ηεο γσλίαο. 

 

3.8-3.9. Κεληξηθή ζπκκεηξία – Αμνληθή ζπκκεηξία 

 

27. Πόηε δύν ζρήκαηα ΢ θαη ΢΄ ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο έλα ζεκείν Ο; Πσο νλνκάδεηαη ην Ο; 

Απάληεζε 

 

Γύν ζρήκαηα ΢, ΢' ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο έλα ζεκείν Ο , αλ θαη κόλν αλ θάζε ζεκείν ηνπ ΢' είλαη 

ζπκκεηξηθό ελόο ζεκείνπ ηνπ ΢ σο πξνο ην Ο θαη αληίζηξνθα. Σν ζεκείν Ο ιέγεηαη θέληξν ζπκκεηξίαο 

ηνπ ζρήκαηνο. 

 

28. Πόηε έλα ζεκείν ιέγεηαη θέληξν ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο; 

Απάληεζε 

 

Έλα ζεκείν Ο ιέγεηαη θέληξν ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο, όηαλ γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ ζρήκαηνο ην 

ζπκκεηξηθό ηνπ Α', σο πξνο ην Ο, είλαη επίζεο ζεκείν ηνπ ζρήκαηνο. 

 

29. Πόηε έλα ζρήκα παξνπζηάδεη θεληξηθή ζπκκεηξία; 

Απάληεζε 

 

Έλα ζρήκα κε θέληξν ζπκκεηξίαο ιέκε όηη παξνπζηάδεη θεληξηθή ζπκκεηξία. 

 

30. Σν επζύγξακκν ηκήκα, ε επζεία θαη ν θύθινο έρνπλ θέληξν ζπκκεηξίαο; Αλ λαη ηόηε πνην; 

Απάληεζε 

 

Σν επζύγξακκν ηκήκα έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ην κέζν ηνπ.  

 Ζ επζεία έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο.  

 Ο θύθινο έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ην θέληξν ηνπ. 

 

31. Πόηε δύν ζρήκαηα ΢ θαη ΢΄ ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο επζεία ε; Πσο ιέγεηαη ε επζεία ε ζηε 

πεξίπησζε απηή; 

Απάληεζε 
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Γύν ζρήκαηα ΢, ΢'  ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία ε, αλ θαη κόλνλ αλ θάζε ζεκείν ηνπ ΢' είλαη 

ζπκκεηξηθό ελόο ζεκείνπ ηνπ ΢ σο πξνο ηελ ε θαη αληίζηξνθα. Ζ επζεία ε ιέγεηαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηνπ 

ζρήκαηνο. 

 

32. Πόηε κηα επζεία ιέγεηαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο; 

Απάληεζε 

 

Μηα επζεία ε ιέγεηαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο, όηαλ γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ ζρήκαηνο ην 

ζπκκεηξηθό ηνπ Α', σο πξνο ηελ ε, είλαη επίζεο ζεκείν ηνπ ζρήκαηνο. 

 

33. Πόηε έλα ζρήκα παξνπζηάδεη αμνληθή ζπκκεηξία; 

Απάληεζε 

 

Έλα ζρήκα κε άμνλα ζπκκεηξίαο ιέκε όηη παξνπζηάδεη αμνληθή ζπκκεηξία.  

 

34. Πνηνο είλαη ν άμνλαο ζπκκεηξίαο ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο θαη κηαο επζείαο x΄x; 

Απάληεζε 

 

Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηε κεζνθάζεηό ηνπ θαη ηνλ θνξέα ηνπ ε. 

 

35. Πόζνπο άμνλεο ζπκκεηξίαο έρεη έλαο θύθινπο θαη πνηνπο; 

Απάληεζε 

 

Ο θύθινο έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ην θνξέα θάζε δηακέηξνπ ηνπ. 

 

36. Πνηνη είλαη νη άμνλεο ζπκκεηξίαο ζε έλα ηζνζθειέο θαη ζε έλα ηζόπιεπξν ηξίγσλν; 

Απάληεζε 

 

Σν ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ην θνξέα κ ηνπ ύςνπο ΑΓ .  

 

 

 

 

 

 

Σν ηζόπιεπξν ηξίγσλν έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπο θνξείο ησλ ηξηώλ πςώλ ηνπ.  

 

3.10. ΢ρέζε εμσηεξηθήο θαη απέλαληη γσλίαο 

 

37. Να απνδείμεηε όηη θάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από θαζεκία από ηηο 

απέλαληη γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε ηε δηάκεζν ΒΓ θαη ζηελ πξνέθηαζή ηεο, πξνο 

ην Γ, ζεσξνύκε ζεκείν Δ, ώζηε ΓΔ = ΒΓ. Δπεηδή ην Δ βξίζθεηαη ζην 

εζσηεξηθό ηεο γσλίαο Âx  έρνπκε ˆ ˆ ˆA <ΓAx  A   . Όκσο ηα ηξίγσλα 

ΒΓΓ θαη ΔΓΑ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ: ΒΓ = ΓΔ, ΑΓ = ΓΓ θαη 1 2
ˆ ˆ     , 

νπόηε ˆ̂   . Από ηελ ηειεπηαία ηζόηεηα θαη ηελ  

ˆ ˆA <ΓAx   πξνθύπηεη όηη ˆ ˆA     . Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη θαη ˆ ˆA  B  . 

 

38. Πόζεο νξζέο ή ακβιείεο κπνξεί λα έρεη έλα ηξίγσλν; 

Απάληεζε 

 

Κάζε ηξίγσλν έρεη ην πνιύ κηα γσλία νξζή ή ακβιεία. 
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39. Ση γλσξίδεηε γηα ην άζξνηζκα δύν γσληώλ ηξηγώλνπ; 

Απάληεζε 

 

Σν άζξνηζκα δύν γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξν ησλ 180°. 

 

3.11. Αληζνηηθέο ζρέζεηο πιεπξώλ θαη γσληώλ 

 

40. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε ηξίγσλν απέλαληη από άληζεο πιεπξέο βξίζθνληαη όκνηα άληζεο γσλίεο 

θαη αληίζηξνθα. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε β > γ . Σόηε ππάξρεη κνλαδηθό εζσηεξηθό ζεκείν Γ 

ηεο ΑΓ, ώζηε ΑΓ=ΑΒ. Σν ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε βάζε ΒΓ θαη 

επνκέλσο 1 1
ˆ ˆB      . Δπεηδή ε ΒΓ είλαη εζσηεξηθή εκηεπζεία ηεο 

γσλίαο B, είλαη 1
ˆ ˆB   B  ελώ ε 1̂  σο εμσηεξηθή γσλία ηνπ ηξηγώλνπ ΒΓΓ 

είλαη κεγαιύηεξε από ηε ̂ , δειαδή 1
ˆ  ̂  . Έηζη έρνπκε B̂    θαη  ̂ , επνκέλσο ˆ ˆB    .  

Αληίζηξνθα. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε ˆ ˆB    . Σόηε ζα είλαη θαη    , γηαηί αλ ήηαλ β = γ ή    ζα είρακε 

ˆ ˆB     ή ˆ ˆB    αληίζηνηρα, πνπ είλαη άηνπν. 

 

3.12. Σξηγσληθή αληζόηεηα 
 

41. Να απνδείμεηε όηη θάζε πιεπξά ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξε από ην άζξνηζκα ησλ δύν άιισλ θαη 

κεγαιύηεξε από ηε δηαθνξά ηνπο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Θα απνδείμνπκε αξρηθά όηη α < β + γ. Γη' απηό πξνεθηείλνπκε ηελ 

πιεπξά ΒΑ, πξνο ην Α, θαηά ηκήκα ΑΓ = ΑΓ. Σόηε ην ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη ηζνζθειέο 

θαη ε ΓΑ εζσηεξηθή εκηεπζεία ηεο ΒΓΓ, νπόηε έρνπκε αληίζηνηρα 1
ˆ ˆ    θαη 1

ˆ ˆ  . 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη όηη ˆ ˆ  , από ηελ νπνία ζύκθσλα κε ην 

πξνεγνύκελν ζεώξεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη ΒΓ < ΒΓ ή  α < β + γ. 

Όκνηα πξνθύπηεη όηη β < γ + α θαη γ < α + β.  

Από ηηο αληζόηεηεο απηέο, αληίζηνηρα πξνθύπηεη όηη    ,  αλ β ≥ γ ή     , αλ γ ≥ β, δειαδή θαη 

ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ηζρύεη ην δεηνύκελν. Δπνκέλσο: ,       . 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

20. Τπάξρεη ηξίγσλν ΑΒΓ κε 
γ

α
3

  θαη 
3γ

β
5

 ; Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο.           (Καηαλόεζεο 3) 

 

21. Αλ Μ ζεκείν ηεο βάζεο ΒΓ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ, λα απνδείμεηε όηη: AM AB    (Δκπέδσζεο 5) 

 

22. ΢ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΒ ζην ζεκείν Γ. 

Από ην Γ θέξνπκε πξνο ηελ πιεπξά ΒΓ ηελ θάζεην ΓΔ, ε νπνία ηέκλεη ηε ΒΓ ζην ζεκείν Δ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) A E         β) A B                    (ηξάπεδα 2837) 

 

23. Θεσξνύκε δύν ζεκεία Α θαη Β ηα νπνία βξίζθνληαη ζην ίδην κέξνο σο πξνο κηα επζεία ε, ηέηνηα ώζηε 

ε επζεία ΑΒ δελ είλαη θάζεηε ζηελ ε. Έζησ A  ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ επζεία ε. 

   α) Αλ ε BA  ηέκλεη ηελ επζεία ε ζην ζεκείν Ο, λα απνδείμεηε όηη: 

      i. Ζ επζεία ε δηρνηνκεί ηε γσλία AOA .      
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      ii. Οη εκηεπζείεο ΟΑ θαη ΟΒ ζρεκαηίδνπλ ίζεο νμείεο γσλίεο κε ηελ επζεία ε.  

   β) Αλ Κ είλαη έλα άιιν ζεκείν πάλσ ζηελ επζεία ε, λα απνδείμεηε όηη: 

        i. KA KA   ii. KA KB AO OB          (ηξάπεδα 3726) 

 

3.13. Κάζεηεο θαη πιάγηεο 

 

42. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν πιάγηα ηκήκαηα είλαη ίζα, ηόηε ηα ίρλε ηνπο ηζαπέρνπλ από ην ίρλνο ηεο 

θαζέηνπ θαη αληηζηξόθσο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒ θαη ΑΓ δύν ίζα πιάγηα ηκήκαηα θαη ΑΚ ην θάζεην ηκήκα .  

To ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο θαη ην ΑΚ ύςνο ηνπ, επνκέλσο ζα είλαη θαη 

δηάκεζνο, δειαδή ΚΒ = ΚΓ.  

Αληίζηξνθα. Έζησ όηη ΚΒ = ΚΓ. ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ην ΑΚ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο, 

άξα ην ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο δειαδή ΑΒ = ΑΓ. 

 

43. Από ζεκείν εθηόο επζεία θέξνπκε ην θάζεην θαη δύν πιάγηα ηκήκαηα. Να απνδείμεηε όηη: 

     α) Σν θάζεην ηκήκα είλαη κηθξόηεξν από θάζε πιάγην. 

     β) Αλ ηα δύν πιάγηα ηκήκαηα είλαη άληζα, ηόηε θαη νη απνζηάζεηο ησλ ηρλώλ ηνπο από ην  

          ίρλνο ηεο θάζεηεο είλαη νκνηνηξόπσο άληζεο θαη αληίζηξνθα. 

Απόδεημε 

 

α) ΢ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΚΒ, ε γσλία Κ είλαη ε κεγαιύηεξε σο νξζή. Δπνκέλσο ε      

   πιεπξά ΑΒ είλαη ε κεγαιύηεξε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη, άξα, ΑΒ > ΑΚ.  

 

β) Έζησ επζεία ε θαη ζεκείν Α εθηόο απηήο. Θεσξνύκε ηελ θάζεην ΑΚ ζηελ ε θαη δύν   

   πιάγηα ηκήκαηα ΑΒ, ΑΓ, όπνπ Β, Γ ζεκεία ηεο ε.  

   Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη θαη ηα δύν ίρλε Β, Γ ησλ  

   πιάγησλ ηκεκάησλ αλήθνπλ ζηελ ίδηα εκηεπζεία πνπ νξίδεη ην ζεκείν Κ.  

   Αο ππνζέζνπκε όηη ΚΓ > ΚΒ. Θα απνδείμνπκε όηη ΑΓ > ΑΒ. Αθνύ ην Β είλαη  

   κεηαμύ ησλ Κ, Γ, ε B̂  είλαη εμσηεξηθή ηνπ νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ΚΑΒ,  

   επνκέλσο ˆ ˆB     = 1∟,δειαδή ε ΑΒΓ είλαη ακβιεία. ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ε  

   πιεπξά ΑΓ βξίζθεηαη απέλαληη από ηελ ˆ , ζπλεπώο είλαη ε κεγαιύηεξε  

   πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ, δειαδή ΑΓ>ΑΒ.  

Αληίζηξνθα. Αο ππνζέζνπκε όηη ΑΓ > ΑΒ. Αλ ήηαλ ΚΓ = ΚΒ, ηόηε ζα είρακε ΑΓ = ΑΒ, πνπ είλαη άηνπν. 

Αλ ηόηε ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν ζα είρακε πνπ είλαη επίζεο άηνπν.  

Δπνκέλσο   . 

 

 

3.14. ΢ρεηηθή ζέζε επζείαο θαη θύθινπ 
 

44. α) Πόηε κηα επζεία είλαη εμσηεξηθή ελόο θύθινπ (Ο,R); Πνηα ζπλζήθε ζπλδέεη ηελ απόζηαζε δ     

          ηνπ θέληξνπ ηνπ θύθινπ από ηελ επζεία; 

     β) Πόηε κηα επζεία είλαη εθαπηνκέλε ελόο θύθινπ; Πνηα ζπλζήθε ζπλδέεη ηελ απόζηαζε δ ηνπ  

        θέληξνπ ηνπ θύθινπ από ηελ επζεία; 

     γ) Πόηε κηα επζεία ηέκλεη έλαλ θύθιν (Ο,R); Πνηα ζπλζήθε ζπλδέεη ηελ απόζηαζε δ ηνπ θέληξνπ  

          ηνπ θύθινπ από ηελ επζεία; 

Απάληεζε 

 

Θεσξνύκε έλαλ θύθιν (Ο,R) κηα επζεία x'x θαη ηελ απόζηαζε δ = ΟΑ ηνπ θέληξνπ Ο 

από ηελ x'x. 

Αλ R  , ηόηε ε x'x δελ έρεη θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν θαη 

ιέγεηαη εμσηεξηθή επζεία ηνπ θύθινπ.  
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Αλ R  , ηόηε ε x'x έρεη έλα κόλν θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν θαη 

ιέγεηαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ζην ζεκείν Α. Σν ζεκείν Α ιέγεηαη ζεκείν 

επαθήο ηεο επζείαο κε ηνλ θύθιν. 

 

 

 

Αλ R  , ηόηε ε x'x έρεη δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ θύθιν. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ε επζεία x'x, ιέγεηαη ηέκλνπζα ηνπ θύθινπ 

θαη ηα θνηλά ηεο ζεκεία κε ην θύθιν ιέγνληαη ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηνλ θύθιν. 

 

45. Ση ζρέζε έρεη ε αθηίλα πνπ θαηαιήγεη ζην ζεκείν επαθήο κε ηελ εθαπηνκέλε; 

Απάληεζε 

Ζ αθηίλα πνπ θαηαιήγεη ζην ζεκείν επαθήο είλαη θάζεηε ζηελ εθαπηνκέλε. 

 

46. Να απνδείμεηε όηη κηα επζεία θαη έλαο θύθινο έρνπλ ην πνιύ δύν θνηλά ζεκεία. 

Απόδεημε 

 

Αο ππνζέζνπκε όηη κηα επζεία ε θαη έλαο θύθινο (Ο,ξ) έρνπλ ηξία θνηλά 

ζεκεία, ηα Α, Β, Γ.  

Δπεηδή ΟΑ= ΟΒ (= ξ) θαη ΟΒ = ΟΓ (= ξ), νη κεζνθάζεηνη μ, δ ησλ ΑΒ, ΒΓ 

αληίζηνηρα, δηέξρνληαη από ην Ο.  

Έηζη από ην ζεκείν Ο έρνπκε δύν δηαθνξεηηθέο θάζεηεο ζηελ ε ηηο μ, δ, πνπ 

είλαη άηνπν. 

 

 

3.15. Εθαπηόκελα ηκήκαηα 

 

47. Να απνδείμεηε όηη ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα θύθινπ, πνπ άγνληαη από ζεκείν εθηόο απηνύ είλαη 

ίζα κεηαμύ ηνπο. 

Απόδεημε 

 

Σα ηξίγσλα ΑΟΡ θαη ΒΟΡ (ζρ.60) έρνπλ ˆ ˆA   90  , ΟΡ θνηλή θαη  

ΟΑ = ΟΒ (= ξ), άξα είλαη ίζα, νπόηε ΡΑ = ΡΒ. 

 

 

 

 

48. Ση ζρέζε έρεη ε δηαθεληξηθή επζεία πνπ άγεηαη από ζεκείν Ρ εθηόο θύθινπ (Ο,R) κε ην ηκήκα 

πνπ έρεη άθξα ηα ζεκεία επαθήο ησλ εθαπηνκέλσλ ηνπ θύθινπ πνπ άγνληαη από ην Ρ; Πνηεο 

γσλίεο δηρνηνκεί ε ΟΡ; 

Απάληεζε 

 

Ζ δηαθεληξηθή επζεία:  

(i) είλαη κεζνθάζεηνο ηεο ρνξδήο ηνπ θύθινπ κε άθξα ηα ζεκεία επαθήο,  

(ii) δηρνηνκεί ηε γσλία ησλ εθαπηόκελσλ ηκεκάησλ θαη ηε γσλία ησλ αθηίλσλ πνπ θαηαιήγνπλ ζηα  

     ζεκεία επαθήο. 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

24. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ), κηα δηάκεηξόο ηνπ ΑΒ θαη νη εθαπηόκελεο 1 2ε ,ε  ηνπ θύθινπ ζηα Α θαη Β. Αλ 

κηα ηξίηε εθαπηνκέλε ε ηέκλεη ηηο 1 2ε ,ε  ζηα Γ,Γ, λα απνδείμεηε όηη O 90   .              (Δκπέδσζεο 2) 

 

25. Να απνδείμεηε όηη δύν ζεκεία κίαο εθαπηνκέλεο θύθινπ, ηα νπνία ηζαπέρνπλ από ην ζεκείν επαθήο, 

απέρνπλ ίζε απόζηαζε από ηνλ θύθιν.                    (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

26. Από ζεκείν Μ εμσηεξηθό ηνπ θύθινπ (Ο,R) θέξνπκε ηηο εθαπηόκελεο ΜΑ, ΜΒ ηνπ θύθινπ. 

Πξνεθηείλνπκε ην ΟΒ θαηά ίζν ηκήκα ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη ε γσλία M̂   είλαη ηξηπιάζηα  

       ηεο M̂  .                       (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

27. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ ελόο θύθινπ θέληξνπ Ο, θέξνπκε ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Αλ Μ 

είλαη έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΟΡ λα απνδείμεηε όηη ˆ ˆ  . 

(Απνδεηθηηθέο 3) 

 

28. Έζησ όηη  θύθινο  O,ξ  εθάπηεηαη ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ ΡΓΔ ζηα ζεκεία Α,Γ θαη Β. 

   α) Να απνδείμεηε όηη: 

     i. P AP    ii. P PE E    

   β) Αλ A BE  , λα απνδείμεηε όηη 

     i.  Σν ηξίγσλν ΡΓΔ είλαη ηζνζθειέο. 

     ii. Σα ζεκεία Ρ, Ο θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά.        (ηξάπεδα 3728) 

 

3.16. ΢ρεηηθέο ζέζεηο δύν θύθισλ 

 

49. Πνην ηκήκα νλνκάδεηαη δηάθεληξνο δύν θύθισλ; 

Απάληεζε 

 

Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα θέληξα δύν θύθισλ ιέγεηαη δηάθεληξνο ησλ δύν θύθισλ θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε δ. 

 

50. Πνηεο ζπλζήθεο πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη ώζηε δύν θύθινη λα κελ έρνπλ θαλέλα θνηλό ζεκείν; 

Απάληεζε 

 

Θεσξνύκε δύν θύθινπο (Κ, R) θαη (Λ, ξ) κε R > ξ. 

Ο θύθινο (Λ, ξ) βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη κόλν αλ R   . 

 

 

Οη θύθινη (Κ, R) θαη (Λ, ξ) βξίζθεηαη ν έλαο ζην εμσηεξηθό ηνπ άιινπ, αλ θαη κόλν 

αλ R   . 

 

51. Πόηε δύν θύθινη ιέγνληαη εθαπηόκελνη; Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύλ λα εθάπηνληαη δύν θύθινη; 

Πνηα ζπλζήθε ζπλδέεη ηε δηάθεληξν δ κε ηηο αθηίλεο ησλ θύθισλ ζε θάζε πεξίπησζε; 

Απάληεζε 

 

Θεσξνύκε δύν θύθινπο (Κ, R) θαη (Λ, ξ) κε R > ξ. 

Οη θύθινη εθάπηνληαη εζσηεξηθά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν θαη ν θύθινο (Λ, ξ) 

βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη κόλν αλ δ = R - ξ.  

 

Οη θύθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν θαη ν έλαο 

βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό ηνπ άιινπ, αλ θαη κόλν αλ δ = R + ξ. Σν θνηλό ζεκείν δύν 

εθαπηόκελσλ θύθισλ ιέγεηαη ζεκείν επαθήο θαη είλαη ζεκείν ηεο δηαθέληξνπ. 
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52. Πόηε δύν θύθινη ηέκλνληαη; Πνηα ζπλζήθε ζπλδέεη ηε δηάθεληξν δ κε ηηο αθηίλεο ησλ δύν 

θύθισλ; Πνηα είλαη ε θνηλή ρνξδή ησλ δύν θύθισλ; 

Απάληεζε 

 

Θεσξνύκε δύν θύθινπο (Κ, R) θαη (Λ, ξ) κε R > ξ. 

Οη θύθινη ηέκλνληαη, δειαδή έρνπλ δύν θνηλά ζεκεία, αλ θαη κόλν αλ R - ξ.  

Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ πνπ ελώλεη ηα θνηλά ζεκεία ιέγεηαη θνηλή ρνξδή ησλ δύν 

θύθισλ. 

 

53. Να απνδείμεηε όηη ε δηάθεληξνο δύν ηεκλόκελσλ θύθισλ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο θνηλήο ρνξδήο 

ηνπο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ νη θύθινη (KR) θαη (Λ,ξ)  θαη Α, Β ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο.  

Δπεηδή ΚΑ = ΚΒ = R, ην ζεκείν Κ είλαη ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ 

ΑΒ. Όκνηα από ηελ ΛΑ = ΛΒ = ξ πξνθύπηεη όηη θαη ην Λ είλαη ζεκείν ηεο 

κεζνθαζέηνπ ηνπ ΑΒ. Άξα, ε ΚΛ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο θνηλήο ρνξδήο 

ΑΒ ηνπ θύθινπ. 

 

54. Αλ δύν ίζνη θύθινη ηέκλνληαη ηόηε ηη ζρέζε έρεη ε δηάθεληξνο  κε ηε θνηλή ρνξδή ηνπο; 

Απάληεζε 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη ηεκλόκελνη θύθινη (Κ, R) θαη (Α, ξ) είλαη ίζνη, δειαδή έρνπλ R = ξ, ηόηε θαη ε 

θνηλή ρνξδή είλαη κεζνθάζεηνο ηεο δηαθέληξνπ. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

29. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ) θαη κηα αθηίλα ηνπ ΟΑ. Γξάθνπκε θύθιν κε δηάκεηξν ΟΑ. Πνηα είλαη ε ζρεηηθή 

ζέζε ησλ δύν θύθισλ;           (Δκπέδσζεο 2) 

 

30. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ) θαη εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ Ρ, ώζηε OP 2ξ . Γξάθνπκε θύθιν (Ο,2ξ). Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) ν θύθινο (Ο,2ξ) ηέκλεη ηνλ θύθιν (Ρ,ΡΟ) ζε δύν ζεκεία Γ θαη Γ. 

β) ηα ηκήκαηα ΟΓ θαη ΟΓ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν (Ο,ξ) ζηα ζεκεία Α θαη Β. 

γ) ηα ΡΑ θαη ΡΒ εθάπηνληαη ζηνλ (Ο,ξ).                     (Απνδεηθηηθέο 1) 
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Γεληθέο αζθήζεηο 3νπ θεθαιαίνπ 
 

31. Σν ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο (ΑΒ=ΑΓ) θαη B E  . Αλ Κ,Λ είλαη νη πξνβνιέο ησλ Β,Γ ζηηο ΑΓ 

θαη ΑΔ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη: 

α) ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζνζθειέο.                                

β) ηα Β,Γ ηζαπέρνπλ από ηηο ΑΓ θαη ΑΔ αληίζηνηρα.       

γ) AK A  .    

 

32. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη έζησ Γ,Δ ζεκεία ηεο πιεπξάο ΒΓ ηέηνηα, ώζηε 

B E E    . Αλ Μ θαη Ν ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα θαη Κ ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ  

ΜΓ θαη ΝΔ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζνζθειέο  β) M NE    γ) M A NEA   
δ) ην ηξίγσλν ΜΝΚ είλαη ηζνζθειέο  ε) ην ηξίγσλν ΒΚΓ είλαη ηζνζθειέο. 

 

33. Έζησ ΑΜ ε δηάκεζνο θαη ΑΓ ην ύςνο ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Πξνεθηείλνπκε ηηο ΑΓ,ΑΜ θαηά ίζα ηκήκαηα 

ΓΔ θαη ΜΕ αληίζηνηρα. Αλ Κ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΒΕ, ΓΔ, λα απνδείμεηε όηη:  

   α) A B B E       β) BZ E  

   γ)    θαη KE KZ    δ) ην ηξίγσλν ΜΔΕ είλαη ηζνζθειέο. 

 

34. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ,ΓΑ ζθαιελνύ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ζεσξνύκε ηα ζεκεία Γ θαη Δ 

αληίζηνηρα  ηέηνηα, ώζηε A A   θαη AE BA . Αλ νη ΒΓ,ΓΔ ηέκλνληαη ζην Μ, λα απνδείμεηε όηη: 

   α) AE AB      

   β) ην ηξίγσλν ΜΔΒ είλαη ηζνζθειέο  

   γ) AME AMB   

  δ) ε επζεία ΜΑ είλαη κεζνθάζεηνο ησλ ηκεκάησλ ΒΔ θαη ΓΓ. 
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4ο Κεθάιαην: Παξάιιειεο επζείεο 
 

4.1. Εηζαγσγή 

 
55. Πνηεο είλαη νη ζρεηηθέο ζέζεηο δύν επζεηώλ; 

Απάληεζε 

 

Δπνκέλσο, νη ζρεηηθέο ζέζεηο δπν επζεηώλ ε1θαη ε2, νη νπνίεο βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν, είλαη νη 

παξαθάησ: 

i) ηαπηίδνληαη,    ii) ηέκλνληαη,  iii) δελ ηέκλνληαη  

 

56. Πόηε δύν επζείεο ιέγνληαη παξάιιειεο; 

Απάληεζε 

 

Γπν επζείεο ε1 θαη ε2 πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν θαη δελ έρνπλ θνηλό ζεκείν ιέγνληαη παξάιιειεο 

επζείεο. 

 

4.2. Σέκλνπζεο δύν επζεηώλ – Επθιείδεην αίηεκα 

 

57. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο 

ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη σ = θ. Αλ νη επζείεο ε1, ε2 ηέκλνληαη ζε ζεκείν Γ, ε 

εμσηεξηθή γσλία θ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζα είλαη ίζε κε ηελ απέλαληη 

εζσηεξηθή γσλία σ, πνπ είλαη άηνπν.  

Άξα ε1//ε2. 

 

58. Να απνδείμεηε όηη  δύν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη 

κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο. 

Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη νη γσλίεο σ θαη θ είλαη νξζέο, νπόηε σ = θ.  

Άξα ε1//ε2. 

Θα εμεηάζνπκε ηώξα αλ από ζεκείν εθηόο επζείαο κπνξνύκε λα θέξνπκε 

παξάιιειεο επζείεο πξνο απηή θαη πόζεο. Έζησ ινηπόλ, επζεία ε θαη ζεκείν 

Α εθηόο απηήο.  

Φέξνπκε ηελ ΑΒ ⊥ ε θαη νλνκάδνπκε ε' ηελ επζεία πνπ είλαη θάζεηε ζηελ 

ΑΒ ζην ζεκείν Α. Σόηε ε'//ε (αθνύ θαη νη δύν είλαη θάζεηεο ζηελ ΑΒ).  

Έηζη ινηπόλ ππάξρεη επζεία ε' πνπ δηέξρεηαη από έλα ζεκείν Α πνπ δελ 

αλήθεη ζηελ ε θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ επζεία ε. 

 

59. Πνην είλαη ην αίηεκα παξαιιειίαο; 

Απάληεζε 

 

Από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη κία κόλν παξάιιειε πξνο απηή. 

 

60. Να απνδείμεηε όηη αλ δπν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο 

ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ε1//ε2 θαη ε κηα ηέκλνπζα . Θα απνδείμνπκε π.ρ. όηη σ = θ.  

Αλ νη γσλίεο σ θαη θ δελ είλαη ίζεο, θέξνπκε ηελ Αx ώζηε νη γσλίεο ˆxAB  
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θαη θ λα βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ε θαη λα είλαη ίζεο. Σόηε Αx//ε2 γηαηί ηεκλόκελεο από ηελ ΑΒ 

ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο θαη ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. Καηά ζπλέπεηα ππάξρνπλ δύν παξάιιειεο από ην Α πξνο 

ηελ ε2, πνπ είλαη άηνπν. Άξα σ = θ. 

 

61. Αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε επζεία, ηόηε ηη ηζρύεη γηα ηηο εληόο εθηόο θαη επί 

ηα απηά κέξε γσλίεο θαη ηη γηα ηηο εληόο θαη επί ηα απηά κέξε; 

Απάληεζε 

 

Οη εληόο εθηόο θαη επί ηα απηά κέξε γσλίεο ίζεο. 

Οη εληόο θαη επί ηα απηά κέξε γσλίεο παξαπιεξσκαηηθέο. 

 

62. Να απνδείμεηε όηη αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο 
1
  θαη 

2
  είλαη παξάιιειεο πξνο κηα ηξίηε 

επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο. 

Απόδεημε 

 

Αλ νη ε1 θαη ε2 ηέκλνληαλ ζε ζεκείν Α, ζα είρακε από ην Α δύν παξάιιειεο 

πξνο ηελ ε, πνπ είλαη άηνπν. Άξα ε1//ε2. 

 

63. Να απνδείμεηε όηη αλ κηα επζεία ηέκλεη κία από δύν παξάιιειεο επζείεο ηόηε ζα ηέκλεη θαη ηελ 

άιιε. 

Απόδεημε 

 

Τπνζέηνπκε όηη ε ε ηέκλεη ηελ ε1 ζην Α. Αλ ε ε δελ έηεκλε ηελ ε2, ζα ήηαλ 

ε//ε2 θαη έηζη ζα είρακε από ην Α δύν παξάιιειεο πξνο ηελ ε2, πξάγκα 

αδύλαην. Άξα ε ε ηέκλεη ηελ ε2. 

 

64. Να απνδείμεηε όηη αλ δπν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο θαη επί ηα απηά 

κέξε γσλίεο κε άζξνηζκα κηθξόηεξν από 2 νξζέο, ηόηε νη επζείεο ηέκλνληαη πξνο ην κέξνο ηεο 

ηέκλνπζαο πνπ βξίζθνληαη νη γσλίεο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ όηη ε ε ηέκλεη ηηο ε1 ,ε2 ζηα Α θαη Β αληίζηνηρα θαη όηη θ + σ ≠ 2∟. 

Σόηε νη ε1 θαη ε2 δελ είλαη παξάιιειεο, αθνύ θ + σ ≠ 2∟.  

Έζησ όηη νη ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζε ζεκείν Κ, πξνο ην κέξνο ηεο 

ηέκλνπζαο, πνπ δελ πεξηέρεη ηηο γσλίεο σ θαη θ.  

Σόηε, όκσο, ε εμσηεξηθή γσλία σ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΚΒ είλαη κεγαιύηεξε 

από ηε γσλία A1 δειαδή 1
ˆ A = 2∟- θ ή σ + θ > 2∟, πνπ είλαη άηνπν. Άξα νη ε1,ε2 ηέκλνληαη πξνο ην 

κέξνο ηεο ηέκλνπζαο πνπ βξίζθνληαη νη γσλίεο σ θαη θ. 

 

 

65. Πνηα ζρέζε έρεη ην κέηξν δύν γσληώλ κε πιεπξέο παξάιιειεο; 

Απάληεζε 

 

Γπν γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο, κία πξνο κία, είλαη ίζεο αλ είλαη θαη νη δπν νμείεο ή 

ακβιείεο, ελώ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο αλ ε κία γσλία είλαη νμεία θαη ε άιιε ακβιεία. 

 

66. Πνηα ζρέζε έρνπλ νη δηρνηόκνη δύν εληόο ελαιιάμ γσληώλ; Πνηα ζρέζε έρνπλ νη δηρνηόκνη δύν 

εληόο θαη επί ηα απηά κέξε γσληώλ; 

Απάληεζε 

 

Οη δηρνηόκνη δπν εληόο ελαιιάμ γσληώλ είλαη παξάιιειεο.  

Οη δηρνηόκνη δπν εληόο θαη επί ηα απηά κέξε γσληώλ είλαη θάζεηεο. 
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4.5. Αμηνζεκείσηνη θύθινη ηξηγώλνπ 

 

67. Πνηνο θύθινο ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλνο ζε έλα ηξίγσλν; Πσο νλνκάδεηαη ην θέληξν ηνπ; 

Απάληεζε 

Ο θύθινο πνπ δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ. Σν θέληξν 

ηνπ ιέγεηαη πεξίθεληξν. 

 

68. Να απνδείμεηε όηη νη ηξεηο κεζνθάζεηνη ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν ην νπνίν 

είλαη θέληξν θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Κ, Λ , Μ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ, ΒΓ θαη ΑΓ 

αληίζηνηρα. Οη κεζνθάζεηνη Κx θαη Λy ησλ ΑΒ, ΒΓ ζα ηέκλνληαη ζε ζεκείν Ο, 

αθνύ ηέκλνληαη νη θάζεηεο επζείεο ηνπο ΑΒ θαη ΒΓ.  

Σν Ο ηζαπέρεη από ηηο θνξπθέο Α θαη Β αθνύ αλήθεη ζηε κεζνθάζεην ηεο 

πιεπξάο ΑΒ, δειαδή ΟΑ=ΟΒ. Δπίζεο ΟΒ=ΟΓ, αθνύ ην Ο αλήθεη ζηε 

κεζνθάζεην ηεο πιεπξάο ΒΓ.  

Δπνκέλσο ηζρύεη όηη ΟΑ=ΟΓ, νπόηε ην Ο ζα αλήθεη θαη ζηε κεζνθάζεην ηεο 

ΑΓ. Άξα, ν θύθινο (O,OA) ζα δηέξρεηαη από ηηο ηξεηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη είλαη ν 

πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

69.  Πνηνο θύθινο ιέγεηαη εγγεγξακκέλνο ζ έλα ηξίγσλν; Πσο νλνκάδεηαη ην θέληξν ηνπ; 

Απάληεζε 

 

Ο θύθινο πνπ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ελόο ηξηγώλνπ θαη εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξείο πιεπξέο ηνπ ιέγεηαη 

εγγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ. Σν θέληξν ηνπ ιέγεηαη έγθεληξν. 

 

70. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν, ην 

νπνίν είλαη θέληξν θύθινπ πνπ εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξείο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη δηρνηόκνη ΒΔ θαη ΓΕ ησλ γσληώλ 

ηνπ Β θαη Γ αληίζηνηρα. Οη ΒΔ θαη ΓΕ ηέκλνληαη ζε ζεκείν I αθνύ 

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ            

2 2

 
      2∟.  

Σν Η σο ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ ηεο ζα ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο 

ΒΑ θαη ΒΓ, δειαδή ΗΛ = ΗΘ. Αλάινγα ην Η ζα ηζαπέρεη από ηηο 

πιεπξέο ηεο Γ, δειαδή ΗΘ = ΗΝ. Δπνκέλσο ην Η ηζαπέρεη από ηηο ΑΒ θαη ΑΓ θαη ζα αλήθεη ζηε δηρνηόκν 

ηεο γσλίαο A.  

Σειηθά, ην Η είλαη ην ζεκείν ηνκήο θαη ησλ ηξηώλ δηρνηόκσλ ηνπ ηξηγώλνπ. Με θέληξν ην Η θαη αθηίλα ηελ 

θνηλή απόζηαζε ηνπ Η από ηηο πιεπξέο ηνπ ΑΒΓ, γξάθεηαη θύθινο πνπ εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξεηο πιεπξέο 

ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

71. Πνηνο θύθινο ιέγεηαη παξεγγεγξακκέλνο θύθινο ηξηγώλνπ; Πσο νλνκάδεηαη ην θέληξν ηνπ θαη 

πσο βξίζθεηαη; 

Απάληεζε 

 

Οη ηξείο δηρνηόκνη ελόο ηξηγώλνπ ηέκλνληαη ζε ζεκείν ην νπνίν είλαη θέληξν θύθινπ πνπ εθάπηεηαη ζηε 

κία πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ δύν άιισλ. Ο θύθινο απηόο ιέγεηαη 

 παξεγγεγξακκέλνο θαη ην θέληξν ηνπ παξάθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ.  

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

35. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ θαη επζεία ε παξάιιειε πξνο ηε βάζε ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ 

ζηα Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζνζθειέο.                  (Δκπέδσζεο 1) 
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36. Γίλεηαη γσλία x O y θαη ζεκείν Α ηεο δηρνηόκνπ ηεο. Αλ ε παξάιιειε από ην Α πξνο ηελ Οx ηέκλεη 

ηελ Οy ζην Β, λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη ηζνζθειέο.                  (Δκπέδσζεο 2) 

 

37. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ,ΓΑ ηξηγώλνπ ΑΒΓ παίξλνπκε αληίζηνηρα ηκήκαηα A AB   θαη 

AE A  . Να απνδείμεηε όηη: E / /B  .                    (Δκπέδσζεο 5) 

 

38. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. Φέξνπκε εκηεπζεία x B  

πξνο ην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ην Α θαη παίξλνπκε ζε απηήλ ηκήκα AB  .Να απνδείμεηε όηη: 

   α) A A         

   β) Ζ ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ˆ .                  (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

39. ΢ην ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θέξνπκε ηηο δηακέζνπο ΒΓ θαη ΓΔ. Μηα επζεία ε παξάιιειε 

ζηε βάζε ΒΓ ηέκλεη ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα Ε θαη Ζ αληίζηνηρα θαη ηηο δηακέζνπο ΒΓ θαη ΓΔ ζηα 

ζεκεία Θ θαη Κ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) BZ H        β) ηα ηξίγσλα ΕΒΘ θαη ΖΚΓ είλαη ίζα.  γ) ZK H  .   (ηξάπεδα 3721) 

 

40. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Από ηε θνξπθή Β θέξνπκε BE A  πνπ ηέκλεη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΓΑ ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη E AB A   .                (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

41. Από ην έγθεληξν Η, ηξηγώλνπ ΑΒΓ θέξνπκε επζεία παξάιιειε ηεο ΒΓ πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα 

ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: E B E   .                 (Απνδεηθηηθέο 4) 

 

42. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ<ΑΓ θαη Μ ζεκείν ηεο πιεπξάο ΒΓ. Από ην Μ θέξνπκε  

   παξάιιειε πξνο ηε δηρνηόκν ΑΓ ηεο γσλίαο  , πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Δ  

   θαη Ε αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη:  

i) Σν ηξίγσλν ΔΑΕ είλαη ηζνζθειέο.  

ii) ΒΔ+ΓΕ = ζηαζεξό.  

iii) Αλ Μ κέζν ηεο ΒΓ ηόηε:    

       α) 
2

 
       β) 

2


                 (΢ύλζεηα 4) 

 

4.6. Άζξνηζκα γσληώλ ηξηγώλνπ 

 

43. Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο. 

Απόδεημε 

 

Από κηα θνξπθή, π.ρ. ηελ Α, θέξνπκε επζεία xy//BΓ. Σόηε ˆ  (1) θαη  

 ̂  (2), σο εληόο θαη ελαιιάμ ησλ παξαιιήισλ xy θαη ΒΓ κε 

ηέκλνπζεο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα.  

Αιιά ˆ A 2  ∟(3).  

Από ηηο (1), (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη ˆ ˆ ˆ 2  ∟ 

 

44. Να απνδείμεηε όηη θάζε εμσηεξηθή γσλία ηξηγώλνπ είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ησλ δύν απέλαληη 

εζσηεξηθώλ γσληώλ ηνπ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε 

 

Έρνπκε ˆ ˆ ˆA  B   2   ∟ θαη  
ˆ  ̂ 2   ∟νπόηε 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA  B              ή ˆ ˆ ̂ A  B     
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45. Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηη ζρέζε έρνπλ νη ηξίηεο γσλίεο ηνπο; 

Απάληεζε 

 

Αλ δπν ηξίγσλα έρνπλ δπν γσλίεο ίζεο, κία πξνο κία, έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο γσλίεο ηνπο ίζεο. 

 

46. Να απνδείμεηε όηη δύν νμείεο γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη ίζεο. 

Απόδεημε 

 

 

Έζησ νη γσλίεο xÔy = σ θαη x'Ô'y'= θ κε Οx⊥O'x' θαη Oy⊥O'y'.  

Σα ηξίγσλα ΟΑΓ θαη Ο'ΒΓ έρνπλ ˆ ˆA   B 1  ∟θαη  

1 2
ˆ ˆ     (θαηαθνξπθήλ).  

Άξα ζα έρνπλ θαη ηηο άιιεο γσλίεο ίζεο, νπόηε σ = θ. 

 

 

 

 

 

47. Αλ δύν ακβιείεο γσλίεο έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο, ηόηε ηη ηζρύεη γηα ην κέηξν ηνπο; Αλ ε 

κία νμεία γσλία θαη κία ακβιεία έρνπλ πιεπξέο θάζεηεο ηόηε ηη ηζρύεη γηα ην κέηξν ηνπο;  

Απάληεζε 

 

Γπν ακβιείεο γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη ίζεο.  

Γπν γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο αιιά ε κία είλαη νμεία θαη ε άιιε ακβιεία είλαη 

παξαπιεξσκαηηθέο. 

 

48. Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 2 4  νξζέο. 

Απόδεημε 

 

 

Αο ζεσξήζνπκε θπξηό πνιύγσλν Α1Α2... Αλ κε λ πιεπξέο θαη αο 

θέξνπκε από κηα θνξπθή ηνπ, π.ρ. ηελ Α1 όιεο ηηο δηαγσλίνπο πνπ 

δηέξρνληαη από απηή. Έηζη ην πνιύγσλν δηαηξείηαη ζε λ-2 ηξίγσλα, 

γηαηί ζε θαζεκηά από ηηο πιεπξέο ηνπ, εθηόο ησλ Α1Α2 θαη Α1Αλ πνπ 

δηέξρνληαη από ηελ θνξπθή Α1, αληηζηνηρεί έλα ηξίγσλν. Δπεηδή ην 

άζξνηζκα ησλ γσληώλ ησλ λ-2 ηξηγώλσλ είλαη 2(λ-2)=(2λ-4) νξζέο 

θαη ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ ηνπ πνιπγώλνπ, πξνθύπηεη 

όηη:  

Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 2λ-4 νξζέο. 

 

49. Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα ησλ εμσηεξηθώλ γσληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 4 νξζέο. 

Απόδεημε 

 

Δίλαη 

1 1

2 2

ˆ ˆ 2

ˆ ˆ 2

...... ...... ....

ˆ ˆ 2





 

   

   



   

∟

∟

∟

 πξνζζέηνπκε θαηά κέιε θαη έρνπκε: 

   1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ... ... 2              ∟  

   1 2
ˆ ˆ ˆ... 2 2          -4 ∟ ∟  

 1 2
ˆ ˆ ˆ... 4       ∟ 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

50. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη Η ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ Β 

θαη Γ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηξίγσλν ΒΗΓ είλαη ηζνζθειέο.      

   β) Οη γσλίεο ΑΗΓ θαη ΑΗΒ είλαη ίζεο.      

   γ) Ζ επζεία ΑΗ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ.                   (ηξάπεδα 2860) 

 

51. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη B A    θαη AB   . 

(Δκπέδσζεο 4) 

52. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη εμ

A
B 90

2
  . Να απνδείμεηε όηη AB A  .                 (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

53. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε B    θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη  

α) A A B B      

β) 
B

A B 90
2


    θαη 

B
A 90

2


                    (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

54. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ κε B    θέξνπκε ην ύςνο ηνπ ΑΓ θαη ηε δηρνηόκν ηνπ ΑΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

B
AE

2


  .                     (Απνδεηθηηθέο 3) 

 

55. Από ηπραίν ζεκείν Γ ηεο βάζεο ΒΓ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ θέξνπκε ηε E A   . Να απνδείμεηε 

όηη A 2E  .                     (Απνδεηθηηθέο 5) 

 

56. ΢ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  ην ύςνο ηνπ ΑΓ θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΕ ηέκλνληαη ζε ζεκείν Δ. 

Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΔΕ είλαη ηζνζθειέο.                 (Απνδεηθηηθέο 6) 

 

57.  Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) θαη ην ύςνο ηνπ ΒΓ. Φέξνπκε ΓΖ  ΑΒ, πνπ  

   ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΓ ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

     i)ΒΓ = ΓΔ,   ii) ΒΓ > ΓΔ.              (΢ύλζεηα 4) 

 

58. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  θαη ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α. Από ην ζεκείν Γ 

θέξνπκε ηελ παξάιιειε πξνο ηελ ΑΒ πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ. 

   α) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΔΓΓ είλαη νξζνγώλην.     

   β) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ΑΓΔ.        

   γ) Αλ ε γσλία Β είλαη 20  κεγαιύηεξε από ηε γσλία Γ, λα ππνινγίζεηε ηε γσλία ΔΓΓ.    (ηξάπεδα 6584) 

 

59. Γίλεηαη θύθινο θέληξνπ Ο θαη από έλα ζεκείν Ρ εθηόο απηνύ θέξνπκε ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη 

ΡΒ. Σν ηκήκα ΡΟ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζην Μ θαη ε εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ζην Μ ηέκλεη ηα ΡΑ θαη ΡΒ 

ζηα ζεκεία Γ θαη Γ αληίζηνηρα. 

   α) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΡΓΓ είλαη ηζνζθειέο.   

   β) Αλ APB 40 , λα ππνινγίζεηε ηε γσλία ΑΟΒ.         (ηξάπεδα 5567) 
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5ο Κεθάιαην: Παξαιιειόγξακκα - Σξαπέδηα 
 

5.2. Παξαιιειόγξακκα 
 

50. Πνην ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη παξαιιειόγξακκν; 

Απάληεζε 

 

Σν ηεηξάπιεπξν πνπ έρεη ηηο απέλαληη πιεπξέο παξάιιειεο ιέγεηαη παξαιιειόγξακκν. 

 

51. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε παξαιιειόγξακκν νη απέλαληη πιεπξέο ηνπ θαη νη απέλαληη γσλίεο ηνπ 

είλαη ίζεο. 

Απόδεημε 

 

΢πγθξίλνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, ΒΓΓ. Έρνπκε:  

1 1
ˆˆ       (εληόο ελαιιάμ).  

ΒΓ θνηλή πιεπξά.  

2 2
ˆˆ      (εληόο ελαιιάμ).  

Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, ΒΓΓ είλαη ίζα, νπόηε ΑΒ = ΓΓ θαη ΑΓ = ΒΓ. 

Δπίζεο έρνπκε ˆ ˆA  θαη ˆˆ      . 

 

52. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε παξαιιειόγξακκν νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη. 

Απόδεημε 

 

΢πγθξίλνπκε ηα ηξίγσλα ΟΑΒ, ΟΓΓ. Έρνπκε: 

ΑΒ = ΓΓ  

1 1
ˆˆ        (εληόο ελαιιάμ).  

1 1
ˆ ˆA     (εληόο ελαιιάμ).  

Άξα, ηα ηξίγσλα ΟΑΒ, ΟΓΓ είλαη ίζα, νπόηε ΟΑ = ΟΓ θαη ΟΒ = ΟΓ. 

 

53. Ση νλνκάδεηαη ύςνο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ; 

Απάληεζε 

 

Κάζε επζύγξακκν ηκήκα πνπ έρεη ηα άθξα ηνπ ζηηο επζείεο ησλ απέλαληη πιεπξώλ παξαιιεινγξάκκνπ 

θαη είλαη θάζεην ζε απηέο ιέγεηαη ύςνο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. 

 

54. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη αλά δύν ίζεο, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν.  

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒ = ΓΓ θαη ΑΓ = ΒΓ. Αλ θέξνπκε ηε δηαγώλην ΒΓ, ηόηε 

ζρεκαηίδνληαη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΓΓ πνπ είλαη ίζα, γηαηί ΑΒ = ΓΓ, 

ΑΓ = ΒΓ θαη ΒΓ θνηλή πιεπξά. Άξα 1 1
ˆˆ        θαη 2 2

ˆˆ        , νπόηε 

ΑΒ//ΓΓ θαη ΑΓ//ΒΓ, δειαδή ην ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

55. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν δύν απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο θαη παξάιιειεο, 

ηόηε είλαη παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒ// = ΓΓ. Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΓΓ είλαη ίζα, γηαηί  

ΑΒ = ΓΓ, 1 1
ˆˆ        θαη ε ΒΓ είλαη θνηλή πιεπξά. Δπνκέλσο, ην ΑΒΓΓ  

είλαη παξαιιειόγξακκν.  
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56. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη αλά δύν ίζεο, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε 

 

Αλ ˆ  ̂   θαη ˆˆ       ε ζρέζε ˆ ˆˆ ˆ      4   ∟ γξάθεηαη  

2σ + 2θ = 4∟ ή θ + σ = 2∟. Δπνκέλσο, έρνπκε όηη ˆ ˆ  2  ∟, νπόηε  

ΑΒ // ΓΓ θαη ˆ ˆ    2 ∟, νπόηε ΑΓ // ΒΓ, δειαδή ην ΑΒΓΓ είλαη 

παξαιιειόγξακκν.  

 

57. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΟ = ΟΓ θαη ΟΒ = ΟΓ. Σα ηξίγσλα ΑΟΒ θαη ΓΟΓ, θαζώο θαη ηα ηξίγσλα  

ΑΟΓ θαη ΒΟΓ είλαη ίζα. Δπνκέλσο, ζα είλαη ΑΒ // ΓΓ θαη ΑΓ // ΒΓ, δειαδή ην  

ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

60. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ. Ζ δηρνηόκνο ηεο A  ηέκλεη ηε ΓΓ ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη 

E B   .            (Δκπέδσζεο 1) 

 

61. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Ζ παξάιιειε από ην Γ πξνο ηελ ΑΒ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην 

Δ. Αλ ε παξάιιειε από ην Δ πξνο ηε ΒΓ ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Ε, λα απνδείμεηε όηη AE BZ . 

(Δκπέδσζεο 4) 

62. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ζεκείν Μ ηεο βάζεο ΒΓ. Φέξνπκε ME AB (Δ 

ζεκείν ηνπ ΑΓ) θαη M A   (Γ ζεκείν ηνπ ΑΒ). Να απνδείμεηε όηη: M ME AB  . 

(Απνδεηθηηθέο 1) 

63. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ. Πξνεθηείλνπκε ηε ΓΓ θαηά ηκήκα E    θαη ηε ΓΑ θαηά ηκήκα 

AZ A  . Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Ε,Β θαη Δ είλαη ζπλεπζεηαθά.                (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

64. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε AB 2B  . Πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΑΓ θαηά ηκήκα 

E A    θαη θέξνπκε ηελ ΒΔ πνπ ηέκλεη ηε ΓΓ ζην Ζ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) ην ηξίγσλν ΒΑΔ είλαη ηζνζθειέο.    

   β) ην ΓΔΓΒ είλαη παξαιιειόγξακκν.    

   γ) ε ΑΖ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΒΑΔ.        (ηξάπεδα 2822) 

 

65. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ δηακέζσλ ΒΓ θαη ΓΔ παίξλνπκε ηα ζεκεία Ζ θαη Ε 

αληίζηνηρα ηέηνηα, ώζηε H B    θαη ZE E  .Να απνδείμεηε όηη  

α) AH AZ    β) ηα ζεκεία Ε,Α θαη Ζ είλαη ζπλεπζεηαθά.             (Απνδεηθηηθέο ) 

 

66. Πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΑΒ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ θαηά ηκήκα BE B  θαη επί ηεο 

εκηεπζείαο ΓΑ ζεσξνύκε ζεκείν Ε, ώζηε Z   .Να απνδείμεηε όηη Z E 90  .             (΢ύλζεηα 2) 

 

67. Πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΑΒ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ θαηά ηκήκα BE B  θαη ηελ ΑΓ θαηά 

ηκήκα Z   . Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Ε,Γ,Δ είλαη ζπλεπζεηαθά.          (΢ύλζεηα 3) 

 

68. ΢ηηο πιεπξέο ΑΓ θαη ΒΓ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ 

   ζεσξνύκε ζεκεία Δ θαη Ε, ηέηνηα, ώζηε AE Z . Αλ ε επζεία ΕΔ ηέκλεη ηηο πξνεθηάζεηο  

   ησλ πιεπξώλ ΑΒ  θαη ΓΓ ζηα ζεκεία Ζ θαη Θ, λα απνδείμεηε όηη: 

   α) HBZ E    β) BZH E        γ) BH      (ηξάπεδα 5108) 
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69. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε AB A  . Θεσξνύκε ζεκεία Κ,Λ ησλ ΑΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα 

ώζηε AK A  . Έζησ Μ ην κέζν ηνπ ΚΛ θαη ε πξνέθηαζε ηνπ ΑΜ (πξνο ην Μ) ηέκλεη ηε ΓΓ ζην 

ζεκείν Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

  α)  A E      β) B E AB   γ) B 2 A K        (ηξάπεδα 3812) 

  

70. ΢ε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ ζεσξνύκε ζεκεία Δ, Ε, Ζ, Θ ζηηο πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ αληίζηνηρα, 

κε AE H  θαη BZ   . Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΖ είλαη παξαιιειόγξακκν.  

   β) Σν ηεηξάπιεπξν ΔΕΖΘ είλαη παξαιιειόγξακκν.        

   γ) Σα ηκήκαηα ΑΓ, ΒΓ, ΔΖ θαη ΕΘ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν.      (ηξάπεδα 4651) 

  

5.3. Οξζνγώλην 
 

58. Πνην ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη νξζνγώλην; 

Απάληεζε 

 

Οξζνγώλην ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ έρεη κία γσλία νξζή. 

 

59.  Να απνδείμεηε όηη νη δηαγώληεο ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη ίζεο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒΓΓ νξζνγώλην. Θα απνδείμνπκε όηη νη δηαγώληνη ΑΓ θαη ΒΓ είλαη ίζεο. 

Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη ίζα ( ˆ ˆA   90   , ΑΓ θνηλή, ΑΒ = ΓΓ), νπόηε  

ΑΓ = ΒΓ. 

 

60. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα ώζηε έλα ηεηξάπιεπξν λα είλαη νξζνγώλην; 

Απάληεζε 

Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη νξζνγώλην όηαλ: 

(i) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη έρεη κία νξζή γσλία.  

(ii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη νη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Έρεη ηξεηο γσλίεο νξζέο.  

(iv) Όιεο νη γσλίεο ηνπ είλαη ίζεο. 

 

61. Να απνδείμεηε όηη θάζε παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ νη δηαγώληεο είλαη ίζεο, είλαη νξζνγώλην. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν κε ΑΓ = ΒΓ. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη 

ίζα (ΑΒ = ΓΓ, ΑΓ = ΒΓ, ΑΓ θνηλή), νπόηε ˆ ˆA    .  

Αιιά ˆ ˆA   2  ∟ , νπόηε ˆ ˆA   1  ∟. Δπνκέλσο, ην ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην.  

 

5.4. Ρόκβνο 
 

62. Πνην ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη ξόκβνο; 

Απάληεζε 

 

Ρόκβνο ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ έρεη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ίζεο. 

 

63. Να απνδείμεηε όηη ζε θάζε ξόκβν νη δηαγώληεο ηνπ ηέκλνληαη θάζεηα θαη δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο 

ηνπ. 

Απόδεημε 

Έζησ ΑΒΓΓ ξόκβνο. Δπεηδή ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο, ε δηάκεζνο ηνπ ΑΟ είλαη  

ύςνο ηνπ θαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο A. Δπνκέλσο ΑΓ ⊥ ΒΓ θαη ε ΑΓ δηρνηνκεί ηελ A.  

Όκνηα ε ΑΓ δηρνηνκεί ηε Γ θαη ε ΒΓ ηηο Β θαη Γ.  
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64. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα γηα λα είλαη έλα ηεηξάπιεπξν ξόκβνο; 

Απάληεζε 

Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη ξόκβνο, αλ ηζρύεη κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

(i) Έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ ίζεο.  

(ii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη δπν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη νη δηαγώληνί ηνπ ηέκλνληαη θάζεηα.  

(iv) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη κία δηαγώληόο ηνπ δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ. 

 

65. Να απνδείμεηε όηη θάζε παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ νη δηαγώληεο ηέκλνληαη θάζεηα είλαη 

ξόκβνο. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν κε ΑΓ ⊥ ΒΓ. ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ε ΑΟ είλαη δηάκεζνο,  

αθνύ νη δηαγώληνη ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ δηρνηνκνύληαη. Δπίζεο, ε ΑΟ είλαη θαη ύςνο,  

επεηδή ΑΓ ⊥ ΒΓ. Άξα ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο, νπόηε ΑΒ = ΑΓ.  

Δπνκέλσο ην ΑΒΓΓ είλαη ξόκβνο.  

 

66. Να απνδείμεηε όηη θάζε παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ κηα δηαγώληνο δηρνηνκεί κηα γσλία ηνπ, 

είλαη ξόκβνο.  

Απόδεημε 

 

 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν θαη ΑΓ δηρνηόκνο ηεο A.  

Σόηε πάιη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο (αθνύ ΑΟ δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο), νπόηε  

ην ΑΒΓΓ είλαη ξόκβνο. 

 

5.5. Σεηξάγσλν 
 

67. Πνην ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη ηεηξάγσλν; 

Απάληεζε 

 

Σεηξάγσλν ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ είλαη νξζνγώλην θαη ξόκβνο. 

 

68. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ηνπ ηεηξαγώλνπ; 

Απάληεζε 

΢ε θάζε ηεηξάγσλν: 

(i) Οη απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη παξάιιειεο.  

(ii) Όιεο νη πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Όιεο νη γσλίεο ηνπ είλαη νξζέο.  

(iv) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο, ηέκλνληαη θάζεηα, δηρνηνκνύληαη θαη δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο ηνπ. 

 

69. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα γηα λα είλαη έλα παξαιιειόγξακκν ηεηξάγσλν; 

Απάληεζε 

 

Έλα παξαιιειόγξακκν είλαη ηεηξάγσλν, αλ ηζρύεη κία από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

(i) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(ii) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη κία δηαγώληόο ηνπ δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ.  

(iii) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη νη δηαγώληνί ηνπ θάζεηεο.  

(iv) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(v) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη ε κία δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ.  

(vi) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη θάζεηεο. 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

71. ΢ε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θέξνπκε AE  θαη Z AB  . Να απνδείμεηε όηη ην ΑΕΓΔ είλαη 

νξζνγώλην.            (Δκπέδσζεο 1) 

 

72. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε θέληξν Ο θαη B 2A   . Αλ Δ,Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΟΒ θαη ΟΓ 

αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ην ΑΔΓΕ είλαη νξζνγώλην.        (Δκπέδσζεο 2) 

 

73. Να απνδείμεηε όηη αλ νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ παξαιιεινγξάκκνπ δελ ζπληξέρνπλ, ηόηε ζρεκαηίδνπλ 

νξζνγώλην.             (Δκπέδσζεο 4) 

 

74. ΢ε θύθιν θέληξνπ Ο θέξνπκε δύν δηακέηξνπο ΑΒ θαη ΓΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Οη ρνξδέο ΑΓ θαη ΒΓ ηνπ θύθινπ είλαη ίζεο.   

   β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΒΓ είλαη νξζνγώλην.   

 

75. Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ. ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ,ΒΓ,ΓΓ θαη ΓΑ παίξλνπκε ζεκεία Κ,Λ,Μ θαη Ν αληίζηνηρα 

ηέηνηα, ώζηε AK B M N    . Να απνδείμεηε όηη ην ΚΛΜΝ είλαη ηεηξάγσλν.       (Δκπέδσζεο 6) 

 

76. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη εθηόο απηνύ θαηαζθεπάδνπκε ηεηξάγσλν ΒΓΓΔ. 

   α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο: i. A BE    ii. BE A    

   β) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΔΓ είλαη ηζνζθειέο.        (ηξάπεδα 5584) 

 

77. Θεσξνύκε νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. Πξνεθηείλνπκε ην ΑΓ (πξνο ην 

Γ) θαηά ηκήκα E A   . Έζησ Κ ην ζπκκεηξηθό ηνπ Β σο πξνο ην Γ. 

      Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηξίγσλν ΑΒΚ είλαη ηζνζθειέο.  β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΚ είλαη ξόκβνο.   (ηξάπεδα 3422)  

 

78. ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΒΓ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ παίξλνπκε ζεκεία Δ θαη Ε αληίζηνηρα, ώζηε AE BZ . 

Να απνδείμεηε όηη: α) AZ E    β) AZ E                   

(Απνδεηθηηθέο 2) 

 

79. Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε από ηελ θνξπθή Α επζεία (ε) παξάιιειε ζηε ΒΓ. Ζ 

κεζνθάζεηνο ηεο πιεπξάο ΑΒ ηέκλεη ηελ (ε) ζην Γ θαη ηελ ΒΓ ζην Δ. 

   α) Να απνδείμεηε όηη A B    θαη EA EB .     

   β) Αλ Μ ην κέζν ηνπ ΑΒ, λα ζπγθξίλεηε ηα ηξίγσλα ΑΜΓ θαη ΔΜΒ.              

   γ) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΓΒΔ είλαη ξόκβνο.      (ηξάπεδα 5554) 

  

80. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  . Φέξνπκε ηε δηάκεζό ηνπ ΑΜ ηελ νπνία πξνεθηείλνπκε, 

πξνο ην κέξνο ηνπ Μ, θαηά ηκήκα M AM  . Θεσξνύκε επζεία ΓΚ θάζεηε ζηε ΒΓ, ε νπνία ηέκλεη ηε 

δηρνηόκν ηεο γσλίαο Β ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην.  

   β) 
B

K E B 90
2

     γ) E B   .       (ηξάπεδα 4643) 

  

81. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε 45  . Από ην κέζν Μ ηεο ΓΓ θέξνπκε θάζεην  

   πάλσ ζηε ΓΓ θαη έζησ Δ θαη Ε ηα ζεκεία ζηα νπνία απηή ηέκλεη ηηο ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα  

   (ή ηηο πξνεθηάζεηο ηνπο). Να απνδείμεηε όηη ην ΓΔΓΕ είλαη ηεηξάγσλν.            (΢ύλζεηα 1) 
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Δθαξκνγέο ησλ παξαιιεινγξάκκσλ 
 

5.6. Δθαξκνγέο ζηα ηξίγσλα 
 

70. Να απνδείμεηε όηη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ δύν πιεπξώλ ηξηγώλνπ, είλαη 

παξάιιειν πξνο ηελ ηξίηε πιεπξά θαη ίζν κε ην κηζό ηεο. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα κέζα Γ, Δ ησλ ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα. Θα 

απνδείμνπκε όηη
B

/ /    
2


  . 

Πξνεθηείλνπκε ηε ΓΔ θαηά ηκήκα EZ = ΓΔ. Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΓΕ είλαη 

παξαιιειόγξακκν, αθνύ νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη. Άξα ΑΓ = // ΓΕ,  

νπόηε ΓΒ = // ΓΕ, αθνύ ΑΓ = ΓΒ. Έηζη ην ηεηξάπιεπξν ΓΕΓΒ είλαη 

παξαιιειόγξακκν, νπόηε: 

(i) ΓΕ // ΒΓ άξα ΓΔ // ΒΓ θαη 

(ii) ΓΕ // ΒΓ ή 2ΓΔ = ΒΓ ή    
2


  . 

 

71. Να απνδείμεηε όηη αλ από ην κέζν κηαο πιεπξάο ελόο ηξηγώλνπ θέξνπκε επζεία παξάιιειε πξνο 

κηα άιιε πιεπξά ηνπ, ηόηε ε επζεία απηή δηέξρεηαη από ην κέζν ηεο ηξίηεο πιεπξάο ηνπ. 

Απόδεημε 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ θαη αο θέξνπκε από ην κέζν Γ ηεο ΑΒ ηελ 

παξάιιειε πξνο ηελ ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ. Θα απνδείμνπκε όηη ην Δ είλαη 

ην κέζν ηεο ΑΓ. Έζησ όηη ην Δ δελ είλαη κέζν ηεο ΑΓ. Αλ Z είλαη ην κέζν ηεο ΑΓ, 

ην ηκήκα ΓΕ ελώλεη ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΑΓ, νπόηε ζύκθσλα κε ην 

πξνεγνύκελν ζεώξεκα ΓΕ // ΒΓ. Έηζη, όκσο, έρνπκε από ην Γ δύν παξάιιειεο 

πξνο ηε ΒΓ, πνπ είλαη άηνπν. Άξα ην Δ είλαη κέζν ηεο ΑΓ. 

 

72. Να απνδείμεηε όηη αλ ηξείο (ηνπιάρηζηνλ) παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ ζε κία επζεία ίζα ηκήκαηα, 

ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζε θάζε άιιε επζεία πνπ ηηο ηέκλεη. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε ηηο παξάιιειεο επζείεο 1 2 3,  ,       νη νπνίεο ηέκλνπλ ηελ 1  

 ζηα ζεκεία Α, Β, Γ θαη νξίδνπλ ζε απηή ηα ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΒ, 

ΒΓ . Αλ κηα άιιε επζεία 2   ηέκλεη ηηο 1 2 3,  ,      ζηα ζεκεία Γ, Δ, Ε 

αληίζηνηρα, ζα απνδείμνπκε όηη ΓΔ = ΔΕ.  

Φέξνπκε ΑΚ // ΓΕ. Σόηε ηα ηεηξάπιεπξα ΑΓΔΖ θαη ΔΕΚΖ είλαη 

παξαιιειόγξακκα, νπόηε ΑΖ = ΓΔ (1) θαη ΖΚ = ΔΕ (2). ΢ην ηξίγσλν 

ΑΚΓ ην Β είλαη ην κέζν ηεο ΑΓ θαη ΒΖ // ΓΚ. Άξα ην Ζ είλαη κέζν ηεο ΑΚ, δειαδή ΑΖ = ΖΚ (3). Από 

ηηο (1), (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη ΓΔ = ΔΕ. 

 

73. Ση νλνκάδεηαη κεζνπαξάιιεινο δύν επζεηώλ 1
  θαη 2

 ; 

Απάληεζε 

 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ από δπν παξάιιειεο επζείεο 1    θαη 2  

 είλαη κία επζεία ε παξάιιειε πξνο ηηο 1  θαη 2  , ε νπνία δηέξρεηαη από ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ πνπ 

έρνπλ ηα άθξα ηνπο ζηηο δπν παξάιιειεο.  

Ζ επζεία ε ιέγεηαη κεζνπαξάιιεινο ησλ 1  θαη 2 . 
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5.7. Βαξύθεληξν ηξηγώλνπ 
 

74. Πνην ζεκείν νλνκάδεηαη βαξύθεληξν ηξηγώλνπ θαη πνηα είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ηνπ ηδηόηεηα; 

Απάληεζε 

 

Σν ζεκείν ζην νπνίν ηέκλνληαη νη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη βαξύθεληξό ηνπ. 

 

75. Να απνδείμεηε όηη νη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν ηνπ νπνίνπ ε 

απόζηαζε από θάζε θνξπθή είλαη ηα 2/3 ηνπ κήθνπο ηεο αληίζηνηρεο δηακέζνπ. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε ηηο δύν δηακέζνπο ΒΔ θαη ΓΕ. Δπεηδή  

1 1
ˆˆ ˆ ˆ    B   2     ∟, νη δύν δηάκεζνη ηέκλνληαη ζε έλα εζσηεξηθό ζεκείν 

Θ ηνπ ηξηγώλνπ. Αλ ε ΑΘ ηέκλεη ηε ΒΓ ζην Γ, ζα απνδείμνπκε όηη ε ΑΓ 

είλαη ε ηξίηε δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ, δειαδή    θαη όηη 

2
A

3
    . 

΢ηελ εκηεπζεία ΘΓ παίξλνπκε ηκήκα ΘΚ = ΑΘ. Παξαηεξνύκε όηη ηα 

ζεκεία Δ θαη Θ είλαη ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΚΓ, νπόηε  

E / /   
2


    (1). 

Όκνηα από ην ηξίγσλν ΑΒΚ έρνπκε / /   
2


   (2). 

Από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη ΒΔ //ΓΚ θαη ΓΕ // ΒΚ, δειαδή ην ΒΘΓΚ είλαη παξαιιειόγξακκν (3). 

Άξα νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη, νπόηε ΒΓ = ΓΓ.  

Από ην παξαιιειόγξακκν ΒΘΓΚ έρνπκε αθόκε    
2


     , άξα    

2


   ή ΑΘ = 2ΘΓ. 

Από ηηο (1) θαη (3) πξνθύπηεη όηη    
2 2

 
    ή ΒΘ = 2ΘΔ. 

Όκνηα από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε ΓΘ = 2ΘΕ. Παξαηεξνύκε, ινηπόλ, όηη ην βαξύθεληξν έρεη ηελ ηδηόηεηα 

λα ρσξίδεη θάζε δηάκεζν ζε δύν ηκήκαηα πνπ ην έλα είλαη δηπιάζην ηνπ άιινπ.  

Δπίζεο έρνπκε όηη ΑΓ = ΑΘ + ΘΓ = 2ΘΓ + ΘΓ = 3ΘΓ.  

Άξα
1
 
3

    , νπόηε 
2

A
3

   . 

Όκνηα πξνθύπηεη όηη 
2
   
3

    θαη 
2
   
3

     

 

5.8. Σν νξζόθεληξν ηξηγώλνπ 
 

76. Να απνδείμεηε όηη νη παξάιιειεο πνπ άγνληαη από ηηο θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ πξνο ηηο απέλαληη 

πιεπξέο ηνπ, ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν, ην νπνίν έρεη σο κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ηηο θνξπθέο ηνπ 

αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε 

 

Από ηηο θνξπθέο Α, Β, Γ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θέξνπκε παξάιιειεο πξνο ηηο 

απέλαληη πιεπξέο ηνπ, νη νπνίεο νξίδνπλ έλα λέν ηξίγσλν ΚΛΜ .  

Λόγσ ησλ ζρεκαηηδόκελσλ παξαιιεινγξάκκσλ ΚΑΓΒ, ΛΑΒΓ θαη ΜΒΑΓ 

έρνπκε: ΚΑ = ΒΓ = ΑΛ, ΛΓ = ΑΒ = ΓΜ θαη ΚΒ = ΑΓ = ΒΜ.  

Δπνκέλσο ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ 

ΚΛΜ. 
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77. Να απνδείμεηε όηη νη θνξείο ησλ πςώλ ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. 

Απόδεημε 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα ύςε ηνπ ΑΓ, ΒΔ θαη ΓΕ. Από ηηο θνξπθέο 

ηνπ Α, Β, Γ θέξνπκε παξάιιειεο πξνο ηηο απέλαληη πιεπξέο. ΢ύκθσλα 

κε ην Λήκκα, ζην ηξίγσλν ΚΛΜ ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ηνπ. Δπίζεο, παξαηεξνύκε όηη νη επζείεο ΑΓ, ΒΔ θαη ΓΕ είλαη 

θάζεηεο ζηηο ΚΛ, ΚΜ θαη ΜΛ αληίζηνηρα (αθνύ είλαη θάζεηεο ζηηο ΒΓ, 

ΑΓ θαη ΑΒ) θαη κάιηζηα είλαη θάζεηεο ζηα κέζα ηνπο. Γειαδή νη 

επζείεο ΑΓ, ΒΔ θαη ΓΕ είλαη νη κεζνθάζεηνη ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ 

ΚΛΜ, νπόηε ζα δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν Ζ.  

 

78. Πνην ζεκείν νλνκάδεηαη νξζόθεληξν ηξηγώλνπ; 

Απάληεζε 

 

Σν ζεκείν από ην νπνίν δηέξρνληαη θαη ηα ηξία ύςε ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη νξζόθεληξό ηνπ. 

 

5.9. Μηα ηδηόηεηα ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ 

 

79. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ θέξνπκε από ηελ θνξπθή ηεο νξζήο 

γσλίαο, είλαη ίζε κε ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( ˆ 90   ) θαη ηε δηάκεζό ηνπ ΑΜ.  

Θα απνδείμνπκε όηη
2


   . 

Φέξνπκε ηε δηάκεζν ΜΓ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΓ. Σν ΜΓ ζπλδέεη ηα κέζα δύν πιεπξώλ 

ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, νπόηε ΜΓ // ΑΒ. Αιιά ΑΒ ⊥ ΑΓ, επνκέλσο θαη ΜΓ ⊥ ΑΓ. 

 Άξα, ην ΜΓ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο ζην ηξίγσλν ΑΜΓ, νπόηε ΑΜ = ΜΓ, δειαδή 

2


  . 

 

80. Να απνδείμεηε όηη αλ ε δηάκεζνο ελόο ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε ην κηζό ηεο πιεπξάο ζηελ νπνία 

αληηζηνηρεί, ηόηε ην ηξίγσλν είλαη νξζνγώλην κε ππνηείλνπζα ηελ πιεπξά απηή. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηε δηάκεζό ηνπ ΑΜ . 

Αλ 
2


    ζα απνδείμνπκε όηη ε γσλία Α είλαη νξζή. 

Δπεηδή έρνπκε ΑΜ = ΜΓ, νπόηε 1
ˆ  ̂    (1) θαη ΑΜ = ΜΒ, νπόηε 2

ˆ ˆ     (2). 

Από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη 1  2
ˆ ˆ ˆ ˆ       , δειαδή ˆ ˆ ˆ    . 

Αιιά ˆ ˆ ˆ    2  ∟   , νπόηε ˆ ˆ2   2  ή  1  ∟ ∟  . 

 

81. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε νξζνγώλην ηξίγσλν κηα γσλία ηνπ ηζνύηαη κε 30 , ηόηε ε απέλαληη 

θάζεηε πιεπξά ηνπ είλαη ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο θαη αληηζηξόθσο. 

Απόδεημε 

 

Δπεηδή ˆ 30    , είλαη ˆ 90 30 60       . Φέξνπκε ηε δηάκεζν ΑΜ θαη είλαη 

Έηζη 2
ˆ ˆ    60     , νπόηε ην ηξίγσλν ΑΜΓ είλαη ηζόπιεπξν.  

Δπνκέλσο    
2


   . 



Μεζνδηθή επαλάιεςε Γεσκεηξίαο 

29

Αληίζηξνθν, αλ ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
2


   , ζα απνδείμνπκε όηη ˆ 30    . 

Απόδεημε 

Φέξνπκε ηε δηάκεζν ΑΜ, νπόηε  
2


      (αθνύ  

2


   ). Άξα ην ηξίγσλν ΑΜΓ είλαη 

ηζόπιεπξν, νπόηε ˆ 60    . Δπνκέλσο ˆ 90 60 30     .  

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

82. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΓ. Αλ Δ,Ε θαη Ζ είλαη ηα κέζα ησλ ΒΓ, ΑΓ θαη ΑΓ 

αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ην ΓΔΕΖ είλαη παξαιιειόγξακκν.     (Δκπέδσζεο 2) 

 

83. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ θέξνπκε ηα ύςε ηνπ ΒΓ θαη ΓΔ. Αλ Μ είλαη ην κέζν ηεο ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη 

M ME  .            (Δκπέδσζεο 3) 

 

84. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90 κε B 30 . Αλ Δ,Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ, λα 

απνδείμεηε όηη EZ A  .          (Δκπέδσζεο 4) 

 

85. Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη β γκ κ , λα απνδείμεηε όηη β γ .      (Δκπέδσζεο 5) 

 

86. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη έζησ Κ,Λ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 

   α) Θεσξνύκε ηπραίν ζεκείν Μ ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ θαη Γ,Δ ηα ζπκκεηξηθά ηνπ Μ  

     σο πξνο Κ θαη Λ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη E B  .     

   β) ΢ηε πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν Μ είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο ΒΓ, θαη Γ,Δ ηα ζπκκεηξηθά  

    ηνπ Μ σο πξνο Κ θαη Λ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Γ,Α θαη Δ είλαη  

    ζπλεπζεηαθά.  

 

87. Έζησ παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ. Αλ ηα ζεκεία Δ θαη Ε είλαη ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ θαη ΓΓ 

αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηεηξάπιεπξν ΓΔΒΕ είλαη παξαιιειόγξακκν.      

   β) AE BZ             

   γ) Οη ΓΔ θαη ΒΕ ηξηρνηνκνύλ ηε δηαγώλην ΑΓ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ.  

 

88. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ.  

α) Αλ Δ,Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ, λα απνδείμεηε όηη E Z A 90   . 

β) Αλ Μ είλαη ην κέζν ηεο ΔΕ, λα απνδείμεηε όηη 
B

M
4


  .                (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

89. Θεσξνύκε νξζνγώλην ΑΒΓ  A 90  κε B 2  . Από ην κέζν Μ ηεο ΒΓ θέξλνπκε επζεία 

παξάιιειε ζηελ ΑΒ, ε νπνία ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην Γ. 

   α) i. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Β θαη Γ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.  

       ii. ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΓ.        

   β) Να απνδείμεηε όηη ε επζεία ΜΓ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ.                   (ηξάπεδα 5096) 

 

90. Αλ Δ, Ε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΒ, ΓΓ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ αληίζηνηρα, λα  

   απνδείμεηε όηη νη ΓΔ θαη ΒΕ ηξηρνηνκνύλ ηε δηαγώλην ΑΓ.                 (Απνδεηθηηθέο 4) 

 

91.  Αλ Δ, Ε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΒΓ, ΓΓ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ αληίζηνηρα, λα  

   απνδείμεηε όηη νη ΑΔ θαη ΑΕ ηξηρνηνκνύλ ηε δηαγώλην ΒΓ.                 (Απνδεηθηηθέο 5) 

 



Μεζνδηθή επαλάιεςε Γεσκεηξίαο 

30

92. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη έζησ Γ ην κέζν ηεο δηακέζνπ ΑΜ. Αλ ε ΒΓ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην Δ, λα 

απνδείμεηε όηη 
E

AE
2


 .                    (Απνδεηθηηθέο 6) 

 

93. Γίλεηαη νξζνγώλην ΑΒΓΓ θαη έζησ Δ,Ε ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΒΓ αληίζηνηρα. Αλ Ζ,Κ είλαη νη πξνβνιέο 

ησλ θνξπθώλ Α θαη Γ ζηε δηαγώλην ΒΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη EH KZ .        (Απνδεηθηηθέο 9) 

 

94. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  , ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ θαη Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. Αλ Δ είλαη ε πξνβνιή 

ηνπ Β ζηε δηρνηόκν ΑΓ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) EM A   β) 
A AB

EM
2

 
   γ) 

A
E M

2
             (΢ύλζεηα 5) 

 

95. Αλ Κ θαη Λ είλαη νη πξνβνιέο ηεο θνξπθήο Α ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζηελ εζσηεξηθή θαη εμσηεξηθή δηρνηόκν 

ηεο B αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ΑΚΒΛ είλαη νξζνγώλην 

β) Ζ επζεία ΚΛ δηέξρεηαη από ην κέζν ηεο ΑΓ.             (΢ύλζεηα 7) 

 

96. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  θαη 25  . Γίλνληαη επίζεο ε δηάκεζνο ΑΜ, ην ύςνο 

ΑΖ από ηελ θνξπθή Α θαη ε δηρνηόκνο ΑΓ ηεο γσλίαο Α. 

   α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο AMB, HAB, A B .  

   β) Να απνδείμεηε όηη MA AH 20    .                    (ηξάπεδα 5562) 

 

5.10. Σξαπέδην 

 

82. Πνην ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη ηξαπέδην; 

Απάληεζε 

 

Σξαπέδην ιέγεηαη ην θπξηό ηεηξάπιεπξν πνπ έρεη κόλν δύν πιεπξέο παξάιιειεο. 

 

83. Ση νλνκάδεηαη δηάκεζνο ηξαπεδίνπ; 

Απάληεζε 

 

Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ κε παξάιιεισλ πιεπξώλ ηνπ ιέγεηαη δηάκεζνο ηνπ 

ηξαπεδίνπ.   

 

84. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο ηνπ ηξαπεδίνπ είλαη παξάιιειε πξνο ηηο βάζεηο ηνπ θαη ίζε κε ην 

εκηάζξνηζκα ηνπο. 

Απόδεημε 

 

Θεσξνύκε ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΑΒ // ΓΓ) , ηε δηαγώλην ηνπ ΒΓ θαη Δ ην κέζν 

ηεο ΑΓ. Από ην Δ θέξνπκε επζεία ε παξάιιειε ησλ ΑΒ θαη ΓΓ πνπ ηέκλεη 

ηηο ΒΓ θαη ΒΓ ζηα Κ θαη Ε αληίζηνηρα. Σόηε:  

΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ην Δ είλαη κέζν ηεο ΑΓ θαη ΔΚ//ΑΒ, νπόηε ην Κ είλαη ην 

κέζν ηεο ΒΓ θαη E  
2


  (1). 

Δπίζεο ζην ηξίγσλν ΒΓΓ ην Κ είλαη κέζν ηεο ΒΓ θαη ΚΕ//ΓΓ, νπόηε ην Ε είλαη ην κέζν ηεο ΒΓ θαη 

 
 

2


  (2). Δπνκέλσο ε ΔΕ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξαπεδίνπ θαη  ΔΕ // ΑΒ, ΓΓ (από θαηαζθεπή). 

Από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη 
 

K KZ     E    
2 2 2

  
       . 
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85. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο ΔΕ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ δηέξρεηαη από ηα κέζα Κ θαη Λ ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ θαη ην ηκήκα ΚΛ είλαη παξάιιειν κε ηηο βάζεηο ηνπ θαη ίζν κε ηελ εκηδηαθνξά 

ηνπο. 

Απόδεημε 

 

΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ην Δ είλαη κέζν ηεο ΑΓ θαη ΔΚ//ΑΒ, νπόηε ην Κ είλαη 

ην κέζν ηεο ΒΓ θαη E  
2


  (1). 

 Όκνηα, αλ θέξνπκε ηελ ΑΓ, ζην ηξίγσλν ΑΓΓ ην Δ είλαη κέζν ηεο ΑΓ θαη 

ΔΛ // ΓΓ, νπόηε ην Λ είλαη κέζν ηεο ΑΓ θαη    
2


  (2). 

Δπνκέλσο, ε δηάκεζνο ΔΕ ηνπ ηξαπεδίνπ δηέξρεηαη από ηα κέζα Κ, Λ ησλ δηαγσλίσλ ηνπ θαη πξνθαλώο 

ΚΛ // ΑΒ, ΓΓ. Δπίζεο από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη: 

 
      

2 2 2

   
       (κε ΓΓ > ΑΒ) 

 

86. Πνην ηξαπέδην ιέγεηαη ηζνζθειέο; 

Απάληεζε 

 

Ηζνζθειέο ηξαπέδην ιέγεηαη ην ηξαπέδην ηνπ νπνίνπ νη κε παξάιιειεο πιεπξέο είλαη ίζεο 

 

87. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ηνπ ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ; 

Απάληεζε 

 

α) νη γσλίεο πνπ πξόζθεηληαη ζε κηα βάζε είλαη ίζεο. 

β) νη δηαγώληνη ηνπ είλαη ίζεο. 

 

88. Να απνδείμεηε όηη αλ έλα ηξαπέδην είλαη ηζνζθειέο, ηόηε: 

α) νη γσλίεο πνπ πξόζθεηληαη ζε κηα βάζε είλαη ίζεο. 

β) νη δηαγώληνη ηνπ είλαη ίζεο. 

Απόδεημε 

 

α) Έζησ ΑΒΓΓ ηζνζθειέο ηξαπέδην (ΑΒ//ΓΓ θαη ΑΓ=ΒΓ).  

   Φέξνπκε ηα ύςε ΑΖ θαη ΒΚ. Σα ηξίγσλα ΑΓΖ θαη ΒΚΓ είλαη ίζα  

   ( ˆ ˆ  90    , ΑΓ = ΒΓ θαη ΑΖ = ΒΚ = π), νπόηε ˆˆ    .  

   Δπεηδή ˆ ˆ  180    θαη ˆ  ̂ 180   (σο εληόο θαη επί ηα απηά κέξε), έρνπκε      

   θαη ˆ ˆ   .  

β) Σα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΒΓΓ είλαη ίζα (ΑΓ = ΒΓ, ΓΓ θνηλή θαη ˆ ˆ  ),  

   νπόηε ΑΓ = ΒΓ. 

 

89. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα γηα λα είλαη έλα ηξαπέδην ηζνζθειέο; 

Απάληεζε 

 

Έλα ηξαπέδην είλαη ηζνζθειέο, αλ ηζρύεη κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

(i) Οη γσλίεο πνπ πξόζθεηληαη ζε κηα βάζε ηνπ είλαη ίζεο.  

(ii) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο. 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

97. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θαη ην ύςνο ηνπ ΑΔ. Αλ Κ,Λ είλαη ηα κέζα ησλ ΑΓ,ΒΓ αληίζηνηρα, 

λα απνδείμεηε όηη ην ΚΛΓΔ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην.       (Δκπέδσζεο 4) 

 

98. ΢ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ  AB   ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β ηέκλεη ηε δηάκεζν ΔΕ ζην Ζ. Να απνδείμεηε 

όηη BH 90  .                      (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

99. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξαπέδην ΑΒΓΓ  AB   κε AB   θαη B 135 . Από ηηο θνξπθέο Α θαη Β 

θέξνπκε ηα ύςε ηνπ ΑΔ θαη ΒΕ. 

   α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξαπεδίνπ.   

   β) Να απνδείμεηε όηη AE E BZ Z    .              (ηξάπεδα 5167) 

 

100. ΢ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ ε κία από ηηο κε παξάιιειεο πιεπξέο ηνπ ΑΓ είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ησλ 

βάζεσλ. Αλ Μ είλαη ην κέζν ηεο ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη AM 90  .                (Απνδεηθηηθέο 4) 

 

101. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ην ύςνο ηνπ ΑΖ. Αλ Γ,Δ, Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα, 

λα απνδείμεηε όηη ην ΓΔΕΖ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην.                  (Απνδεηθηηθέο 6) 

 

102. Αλ ζε ηξαπέδην ε κηα βάζε είλαη δηπιάζηα ηεο άιιεο, λα απνδείμεηε όηη νη δηαγώληνη ρσξίδνπλ ηε 

δηάκεζν ζε ηξία ίζα ηκήκαηα.                     (Απνδεηθηηθέο 7) 

 

103. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην Γ θέξνπκε E B    

θαη νλνκάδνπκε Ε ην ζεκείν ζην νπνίν ε επζεία ΔΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΑ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηξίγσλν ΑΒΔ είλαη ηζνζθειέο.     

   β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΔΕ είλαη ίζα.     

   γ) Ζ επζεία ΒΓ είλαη κεζνθάζεηε ησλ ηκεκάησλ ΑΔ θαη ΕΓ.  

   δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΕ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην.       (ηξάπεδα 3693)
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Γεληθέο αζθήζεηο 5νπ Κεθαιαίνπ 

 

104. Έζησ Γ,Δ,Ε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΒΓ, ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  90  . 

 Πξνεθηείλνπκε ηελ ΔΕ θαηά ηκήκα   .Να απνδείμεηε όηη: 

α) ην ηεηξάπιεπξν ΒΔΖΓ είλαη παξαιιειόγξακκν.            

β) ην ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΕ είλαη νξζνγώλην.              

γ) A HZ  . 

 

105. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  κε B 2AB  θαη έζησ Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. Αλ Βx 

εμσηεξηθή δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β θαη ε θάζεηε από ην Α πξνο ηελ Βx ηέκλεη ηελ ΒΓ ζην Γ, ηόηε: 

α) λα ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.                          

β) λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΜΑΒ είλαη ηζόπιεπξν.            

γ) λα απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη ηζνζθειή.    

δ) λα απνδείμεηε όηη AM Bx .  

106. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( A 90 ) κε 
o30  θαη ε δηάκεζνο ΑΜ. Ζ κεζνθάζεηνο ηεο ΒΓ 

ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Γ. Πξνεθηείλνπκε ηελ ΓΑ θαηά AE A  θαη έζησ Ε ην θνηλό ζεκείν ησλ ΒΔ,ΑΜ. 

Να απνδείμεηε όηη: 

   α)  Ζ ΒΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο AB    

   β)  Σν ηξίγσλν ΒΓΔ είλαη ηζόπιεπξν. 

   γ)  ΔΒ=2ΜΓ    δ)  ΔΕ=ΑΔ     ε)  ΒΕ=ΑΓ. 

 

107. Θεσξνύκε νξζνγώλην ΑΒΓ  A 90  θαη ην ύςνο ηνπ ΑΖ. Έζησ Γ θαη Δ ηα ζπκκεηξηθά ζεκεία ηνπ 

Ζ σο πξνο ηηο επζείεο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 

   α) Να απνδείμεηε όηη: 

     i. AH A AE            

     ii. Σν ηξίγσλν ΔΖΓ είλαη νξζνγώλην.       

     iii. Σα ζεκεία Δ,Α θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά.      

   β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΖΓ είλαη ίζα; Αλ λαη, λα ην απνδείμεηε. Αλ όρη, θάησ  

    από πνηεο αξρηθέο πξνϋπνζέζεηο ζα κπνξνύζε λα είλαη ίζα; 

    Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.    

 

108. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ΑΜ ην ύςνο ηνπ ζηε πιεπξά ΒΓ. ΢ηελ πξνέθηαζε 

ηνπ ΑΜ ζεσξνύκε ηκήκα MN AM . ΢ηε πξνέθηαζε ηνπ ΒΓ πξνο ην κέξνο ηνπ Γ ζεσξνύκε ηκήκα 

B   . Να απνδείμεηε όηη: 

   α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΝΓ είλαη ξόκβνο.   

   β) Σν ηξίγσλν ΑΓΝ είλαη ηζνζθειέο.   

   γ) Σν ζεκείν Γ είλαη ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΝ.   

     

109. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη δύν θάζεηεο αθηίλεο ηνπ ΟΒ θαη ΟΓ. Έζησ Α ην κέζνλ ηνπ ηόμνπ ΒΓ. 

Από ην Α θέξνπκε θάζεηεο ζηηο αθηίλεο ΟΒ θαη ΟΓ πνπ ηηο ηέκλνπλ ζηα Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Οη 

πξνεθηάζεηο ησλ ΑΓ θαη ΑΔ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν ζηα ζεκεία Ε θαη Ζ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) AZ AH      β) Σν ΑΓΟΔ είλαη νξζνγώλην.   

   γ) Σα ζεκεία Ε θαη Ζ είλαη αληηδηακεηξηθά.   

   δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΒΓΖΕ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην.  
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6ο Κεθάιαην: Δγγεγξακκέλα ζρήκαηα 
 

Δγγεγξακκέλε γσλία  

6.1. Δηζαγσγηθά - Οξηζκνί 

 
90. Πνηα γσλία ιέγεηαη επίθεληξε θαη πνηα εγγεγξακκέλε; 

Απάληεζε 

 
Αλ ε θνξπθή ηεο είλαη ην θέληξν ηνπ θύθινπ θαη νη πιεπξέο ηεο ηέκλνπλ ηνλ θύθιν, ηόηε ε γσλία ιέγεηαη 

επίθεληξε. 

Αλ ε θνξπθή ηεο γσλίαο είλαη ζεκείν ηνπ θύθινπ θαη νη πιεπξέο ηεο ηέκλνπζεο ηνπ θύθινπ, ηόηε ε γσλία 

ιέγεηαη εγγεγξακκέλε γσλία ηνπ θύθινπ.  

 
91. Πνηα γσλία ιέγεηαη γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο; 

Απάληεζε 

 
Αλ ε θνξπθή ηεο γσλίαο είλαη ζεκείν ηνπ θύθινπ, ε κία ηεο πιεπξά είλαη ηέκλνπζα θαη ε άιιε 

εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ, ηόηε ε γσλία ιέγεηαη γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο. 

 

 

6.2. ΢ρέζε εγγεγξακκέλεο θαη αληίζηνηρεο επίθεληξεο 
 

92. Να απνδείμεηε όηη θάζε εγγεγξακκέλε γσλία ηζνύηαη κε ην κηζό ηεο επίθεληξεο πνπ βαίλεη ζην 

ίδην ηόμν. 

Απόδεημε 

Έζησ θύθινο (O,R) θαη έλα ηόμν ηνπ ΑΒ. Αο ζεσξήζνπκε ηελ αληίζηνηρε επίθεληξε 

γσλία ΑÔΒ θαη ζεκείν Γ ηνπ θύθινπ πνπ δελ αλήθεη ζην ηόμν Σόηε ζα απνδείμνπκε 

όηη ˆÔ 2   . 

(i) Αο κειεηήζνπκε πξώηα ηελ πεξίπησζε όπνπ ην θέληξν Ο ηνπ θύθινπ βξίζθεηαη 

ζην εζσηεξηθό ηεο εγγεγξακκέλεο γσλίαο ΑΓΒ (ζρ α). Έζησ Γ ' ην αληηδηακεηξηθό 

ζεκείν ηνπ Γ. Σν ηξίγσλν ΑΟΓ είλαη ηζνζθειέο, επνκέλσο ˆ ˆA   .  

Ζ ˆ   είλαη εμσηεξηθή ηνπ ηξηγώλνπ ΑΟΓ, επνκέλσο ˆ ˆ2    θαη όκνηα 

έρνπκε όηη ˆ ˆ2    . 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο δύν παξαπάλσ ηζόηεηεο έρνπκε όηη ˆAÔ 2  . 

(ii) Αο εμεηάζνπκε θαηόπηλ ηελ πεξίπησζε όπνπ ην O αλήθεη ζε κία πιεπξά ηεο 

εγγεγξακκέλεο γσλίαο ΑΓΒ (ζρ β). Ζ επίθεληξε γσλία ΑÔΒ είλαη εμσηεξηθή ηνπ 

ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΓΟΒ, νπόηε ˆÔ 2   . 

(iii) Όκνηα κε ηηο πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο (ζρ γ). 

 

93. Αλ κηα εγγεγξακκέλε γσλία βαίλεη ζε εκηθύθιην, ηόηε ηη είδνπο γσλία είλαη; 

Απάληεζε 

 

Κάζε εγγεγξακκέλε γσλία πνπ βαίλεη ζε εκηθύθιην είλαη νξζή. 

 

6.3. Γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο 
 

94. Να απνδείμεηε όηη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη από κηα ρνξδή θύθινπ θαη ηελ εθαπηνκέλε ζην 

άθξν ηεο ρνξδήο, ηζνύηαη κε ηελ εγγεγξακκέλε πνπ βαίλεη ζην ηόμν ηεο ρνξδήο. 

Απόδεημε 
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Έζησ όηη ε γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο ˆxAy  είλαη νμεία θαη ˆ  κηα ηπραία εγγεγξακκέλε γσλία 

πνπ βαίλεη ζην ηόμν ηεο ρνξδήο ΑΒ. 

Γλσξίδνπκε 
ˆ  ˆ  
2


  . 

Φέξνπκε ην απόζηεκα ΟΜ, νπόηε 
ˆ

ˆÔ Ô  
2


       .  

Αιιά ˆxAy Ô   σο νμείεο γσλίεο κε θάζεηεο πιεπξέο. Δπνκέλσο 

 ˆ ˆxAy= .  

Αλ ε γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο είλαη ακβιεία, ε απόδεημε είλαη αλάινγε. 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

110. ΢ην δηπιαλό ζρήκα ε Αρ είλαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ (Ο,ξ) ζε ζεκείν ηνπ 

Α θαη επηπιένλ Ax 85   θαη BA 40  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη 1B 45 .    

   β) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία θ .   (ηξάπεδα 2819)   

 

111. Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ζην κέζν ελόο από ηα ηόμα κε ρνξδή ΑΒ 

θύθινπ (Κ) είλαη παξάιιειε ζηε ρνξδή ΑΒ θαη αληίζηξνθα.   

                       (Απνδεηθηηθέο 1) 

 

112. Γύν θύθινη ηέκλνληαη ζηα ζεκεία Α θαη Β. Αλ Γ θαη Γ είλαη ηα αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηνπ Α ζηνπο 

δύν θύθινπο, λα απνδείμεηε όηη ε επζεία ΓΓ δηέξρεηαη από ην Β.                   (Απνδεηθηηθέο 2) 

 

113. Γύν θάζεηεο ρνξδέο ΑΒ, ΓΓ θύθινπ (Κ) ηέκλνληαη ζεκείν Ρ. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο ΡΜ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΡΒΓ είλαη θάζεηε ζηελ ΑΓ.                              (Απνδεηθηηθέο 3) 

 

114. Γύν θύθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά (ή εζσηεξηθά) ζην ζεκείν Α θαη δύν επζείεο ε, ε' πνπ δηέξρνληαη 

από ην Α ηέκλνπλ ηνλ έλα θύθιν ζηα ζεκεία Β, Β΄ θαη ηνλ άιιν ζηα Γ θαη Γ΄ αληίζηνηρα. Να 

απνδείμεηε όηη BB  .                (΢ύλζεηα 1) 

 

Δγγεγξακκέλα θαη εγγξάςηκα ηεηξάπιεπξα 

 

6.5. Σν εγγεγξακκέλν ηεηξάπιεπξν 
 

95. Πόηε έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη εγγεγξακκέλν ζε θύθιν; Πνηνο θύθινο ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλνο 

θύθινο ηεηξαπιεύξνπ; 

Απάληεζε 

 

Έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη εγγεγξακκέλν ζε θύθιν, αλ νη θνξπθέο ηνπ είλαη ζεκεία ηνπ θύθινπ 

Ο θύθινο ζηνλ νπνίν είλαη εγγεγξακκέλν έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ 

ηεηξαπιεύξνπ. 

 

96. Να απνδείμεηε όηη έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πνπ είλαη εγγεγξακκέλν ζε θύθιν (Ο,R) έρεη ηηο εμήο 

ηδηόηεηεο: 

  α) Οη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο. 

  β) Κάζε πιεπξά ηνπ θαίλεηαη από ηηο απέλαληη θνξπθέο ππό ίζεο γσλίεο. 

Απόδεημε 
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(i) H γσλία A βαίλεη ζην ηόμν  , ελώ ε ̂  ζην  , κε ˆˆ       4 ∟. 

Δπνκέλσο ˆ ˆA   2  ∟. 

(ii) Γύν νπνηεζδήπνηε δηαδνρηθέο θνξπθέο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ (π.ρ. νη Α, Β) 

είλαη θαη θνξπθέο δύν ίζσλ εγγεγξακκέλσλ γσληώλ ( Â   θαη ˆ ), πνπ βαίλνπλ 

ζην ίδην ηόμν πνπ νξίδεη ε απέλαληη πιεπξά ΓΓ. 

 

6.6. Σν εγγξάςηκν ηεηξάπιεπξν 
 

97. Πόηε έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη εγγξάςηκν; 

Απάληεζε 

 

Έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη εγγξάςηκν όηαλ κπνξεί λα γξαθεί θύθινο πνπ λα δηέξρεηαη θαη από ηηο ηέζζεξηο 

θνξπθέο ηνπ. 

 

98. Να απνδείμεηε όηη έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη εγγξάςηκν ζε θύθιν, αλ ηζρύεη κία από ηηο 

αθόινπζεο πξνηάζεηο:  

(i) Γύν απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο.  

(ii) Μία πιεπξά ηνπ θαίλεηαη από ηηο απέλαληη θνξπθέο ππό ίζεο γσλίεο.  

(iii) Μία εμσηεξηθή ηνπ γσλία ηζνύηαη κε ηελ απέλαληη εζσηεξηθή γσλία ηνπ ηεηξαπιεύξνπ. 

Απόδεημε 

 

(i) Έζησ ˆ ˆA   2  ∟. Φέξνπκε ηνλ θύθιν πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ θαη ηε ρνξδή  

   ηνπ ΒΓ. Σα ζεκεία Α, Γ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ΒΓ, νπόηε θάζε εγγεγξακκέλε γσλία ζην  

   ηόμν ΒΑΓ ηζνύηαη κε ηε ̂ , ελώ θάζε εγγεγξακκέλε γσλία πνπ βαίλεη ζην ΒΔΓ  ηζνύηαη κε ηελ  

   παξαπιεξσκαηηθή ηεο, δειαδή ηελ Â . Δπνκέλσο ην Γ είλαη ζεκείν ηνπ   θαη νκνθπθιηθό κε 

   ηα Α, Β, Γ. 

 

(ii) Έζησ ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ ηέηνην ώζηε ˆ ˆA     . 

   Σόηε ηα Α,Β αλήθνπλ ζηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ από ηα  

   νπνία ην ηκήκα ΓΓ θαίλεηαη ππό νξηζκέλε γσλία θ. Ο γεσκεηξηθόο απηόο ηόπνο  

   είλαη δύν ζπκκεηξηθά ηόμα σο πξνο ην ΓΓ. Σα Α,Β όκσο βξίζθνληαη ζην ίδην κέξνο  

   ηεο ΓΓ, ζπλεπώο αλήθνπλ ζην ίδην ηόμν, επνκέλσο ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ είλαη  

   νκνθπθιηθά. 

 

(iii) Έζησ όηη ˆˆx  A  , ηόηε ˆ ˆA   2  ∟, επνκέλσο ην ηεηξάπιεπξν είλαη  

   εγγξάςηκν γηαηί έρεη δύν απέλαληη γσλίεο ηνπ παξαπιεξσκαηηθέο, ιόγσ ηνπ  

   θξηηεξίνπ (i). 

 

99. Πόηε έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη πεξηγξάςηκν ζε θύθιν;

Απάληεζε 

 

Έλα ηεηξάπιεπξν, ηνπ νπνίνπ νη πιεπξέο εθάπηνληαη ζηνλ ίδην θύθιν, ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλν ζηνλ 

θύθιν απηό, ελώ ν θύθινο ιέγεηαη εγγεγξακκέλνο ζην ηεηξάπιεπξν απηό.  

 

100. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ελόο ηεηξάπιεπξνπ πεξηγξάςηκνπ ζε θύθιν; 

Απάληεζε 

 

(i) Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν, ην νπνίν είλαη ην θέληξν ηνπ  

    εγγεγξακκέλνπ θύθινπ.  

(ii) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη πιεπξώλ ηνπ είλαη ίζα.  
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Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

115. Να απνδείμεηε όηη θάζε εγγεγξακκέλν παξαιιειόγξακκν είλαη νξζνγώλην.    (Δκπέδσζεο 3) 

 

116. Γύν θύθινη ηέκλνληαη ζηα ζεκεία Α θαη Β. Από ηα Α θαη Β θέξνπκε επζείεο πνπ ηέκλνπλ ηνλ έλα 

θύθιν ζηα Γ θαη Γ΄ θαη ηνλ άιιν ζηα Γ θαη Γ΄ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη:    . 

(Απνδεηθηηθέο 1) 

117. Να απνδείμεηε όηη ηα ύςε ΑΓ, ΒΔ, ΓΕ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΕ. 

(Απνδεηθηηθέο 3) 

118. Να απνδείμεηε όηη νη εθαπηόκελεο ζηα άθξα δύν θάζεησλ ρνξδώλ θύθινπ ζρεκαηίδνπλ εγγξάςηκν 

ηεηξάπιεπξν.                     (Απνδεηθηηθέο 4) 

 

119. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ΑΓ, ΒΔ ηα ύςε ηνπ. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) B 2E   .     β) 
A

BE
2

  .  

   γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΒ είλαη εγγξάςηκν. δ) ABE A E  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


