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ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΣΧΗΜΑΤΑ 

 

 
ΠΡΩΤΑΡΧΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

• Το σηµείο, η ηµιευθεία, το επίπεδο 
• Το ‘ανήκει’ ή το ‘βρίσκεται’ 
• Το µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος 
• Το µέτρο της γωνίας 

 
Ένα σηµείο δεν έχει διαστάσεις, το παριστάνουµε στο σχήµα 
µε µια τελεία και το συµβολίζουµε µε ένα κεφαλαίο γράµµα.   
 
 
ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 

Επιφάνεια ενός στερεού σώµατος ονοµάζεται το σύνολο των 
σηµείων τα οποία το χωρίζουν από το περιβάλλον του. 
(επίπεδο). 
 
 
ΕΠΙΠΕ∆Α ΣΧΗΜΑΤΑ 

Επίπεδα σχήµατα λέγονται τα σχήµατα όπου όλα τα σηµεία 
του βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. 
 
 
ΕΥΘΕΙΑ 

Από δύο διαφορετικά σηµεία Α και Β διέρχεται µοναδική 
ευθεία. 
 
ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ∆ΥΟ ΕΥΘΕΙΩΝ 

• ∆ύο ευθείες που έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο 
λέγονται τεµνόµενες, και το κοινό τους σηµείο λέγεται 
τοµή των ευθειών. 

• ∆ύο ευθείες που δεν έχουν κοινά σηµεία λέγονται 
παράλληλες. 

• ∆ύο ευθείες που έχουν δύο ή περισσότερα κοινά 
σηµεία ταυτίζονται.  
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ΗΜΙΕΥΘΕΙΑ 

Έστω µια ευθεία χ’χ και σηµείο Α, τότε το σηµείο χωρίζει την 
ευθεία σε δύο µέρη τα οποία συµβολίζουµε Αχ και Αχ’ και τα 
ονοµάζουµε ηµιευθείες µε αρχή το Α 
 
Οι ηµιευθείες αυτές λέγονται αντικείµενες ηµιευθείες. 
 
 
ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΟ ΤΜΗΜΑ 

Σε ευθεία ε θεωρούµε δύο διαφορετικά σηµεία Α και Β. 
ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ ή ΒΑ λέγεται το σχήµα που 
αποτελείται από τα σηµεία Α, Β και τα σηµεία της ευθείας ε 
που βρίσκονται µεταξύ τους. 
 

• Τα Α και Β λέγονται άκρα του ευθυγράµµου τµήµατος. 
• Η ευθεία ε λέγεται φορέας του τµήµατος. 
• Τα σηµεία ενός ευθυγράµµου τµήµατος , εκτός των 

άκρων του λέγονται εσωτερικά σηµεία του τµήµατος. 
 
 
∆ΙΑΤΑΞΗ ΣΗΜΕΙΩΝ ΜΙΑΣ ΕΥΘΕΙΑΣ 

    
• Τα Α και Γ βρίσκονται εκατέρωθεν του Β 
• Τα Β και Γ βρίσκονται προς το ίδιο µέρος του Α 

 
 
∆ΙΑ∆ΟΧΙΚΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

∆ύο τµήµατα που έχουν κοινό ένα άκρο και δεν έχουν κοινά 
εσωτερικά σηµεία λέγονται διαδοχικά. ∆ηλαδή : τα τµήµατα 
ΑΒ και ΒΓ είναι διαδοχικά  
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ΙΣΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα λέγονται ίσα, όταν µε κατάλληλη 
µετατόπιση συµπίπτουν. 
 
ΜΕΣΟ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΟΥ ΤΜΗΜΑΤΟΣ 

Μέσο ευθυγράµµου τµήµατος ονοµάζεται ένα εσωτερικό 
σηµείο Μ τέτοιο ώστε ΑΜ=ΜΒ. 
 
ΑΠΟΣΤΑΣΗ ∆ΥΟ ΣΗΜΕΙΩΝ 

Έστω δύο σηµεία Α και Β. Το µήκος του ευθυγράµµου 

τµήµατος ΑΒ λέγεται απόσταση των σηµείων Α και Β. 

 
ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ 

Το σηµείο Β λέγεται συµµετρικό του Α ως προς το Ο αν 
ισχύει ΑΟ=ΟΒ 

 
Τα σηµεία Α και Β λέγονται συµµετρικά σηµεία και το Ο 
λέγεται κέντρο συµµετρίας  
 
ΗΜΙΕΠΙΠΕ∆Α 

Κάθε ευθεία ε ενός επιπέδου Π χωρίζει το επίπεδο αυτό σε 
δύο µέρη Π1 , Π2 τα οποία βρίσκονται εκατέρωθεν αυτής.  
Τα σηµεία του  Π1 µαζί µε την ευθεία ε αποτελούν ένα σχήµα 
που λέγεται ηµιεπίπεδο. 

Αν δύο σηµεία του επιπέδου βρίσκονται εκατέρωθεν µιας 
ευθείας ε, τότε η ευθεία ε τέµνει το ευθύγραµµο τµήµα που 
ορίζουν τα δύο σηµεία. 
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ΓΩΝΙΑ 

Έστω σηµεία Α και Β των ηµιευθειών Οχ και Οy αντίστοιχα. 
Το σχήµα που αποτελείται από τα κοινα σηµεία των 
ηµιεπιπέδων (Οχ, Β) και  (Οy, Α) λέγεται κυρτή γωνία µε 
κορυφή Ο. 

   
Στην περίπτωση που οι ηµιευθείες Οχ και Οy έχουν ίδιο 
φορέα 

• Αν οι ηµιευθείες Οχ και Οy ταυτίζονται τότε ορίζουν 
µια µηδενική γωνία, ενώ η µη κυρτή γωνία που 
ορίζουν είναι µια πλήρης γωνία 

• Αν οι ηµιευθείες Οχ και Οy είναι αντικείµενες τότε 
ορίζουν µια ευθεία γωνία 

 
∆ΙΧΟΤΟΜΟΣ ΓΩΝΙΑΣ 

∆ιχοτόµος µιας γωνίας λέγεται η ηµιευθεία που βρίσκεται 
στο εσωτερικό της γωνίας και την χωρίζει σε δύο ίσες 
γωνίες. 
 
 
ΕΥΘΕΙΑ ΚΑΘΕΤΗ ΑΠΟ ΣΗΜΕΙΟ ΣΕ ΕΥΘΕΙΑ 

Από κάθε σηµείο ευθείας άγεται µια µόνο κάθετος σε αυτή. 
 
 
ΜΕΣΟΚΑΘΕΤΟΣ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΟΥ ΤΜΗΜΑΤΟΣ 

Η ευθεία ε που είναι κάθετη σε ένα ευθύγραµµο τµήµα και 
διέρχεται από το µέσο του λέγεται µεσοκάθετος του 
ευθυγράµµου τµήµατος. 
 
Τα άκρα του ευθυγράµµου τµήµατος λέγονται συµµετρικά ως 
προς την ε και η ευθεία ε λέγεται άξονας συµµετρίας. 
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ΕΦΕΞΗΣ – ∆ΙΑ∆ΟΧΙΚΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

∆ύο γωνίες λέγονται εφεξής ή διαδοχικές αν έχουν κοινή 
κορυφή, µια κοινή πλευρά και κανένα άλλο κοινό σηµείο. 
 
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

∆ύο γωνίες λέγονται συµπληρωµατικές αν έχουν άθροισµα 

µια ορθή γωνία ( )�90  

Κάθε µια από αυτές λέγεται και συµπλήρωµα της άλλης 
 

ΠΑΡΑΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

∆ύο γωνίες λέγονται παραπληρωµατικές αν έχουν άθροισµα 

µια ευθεία γωνία ( )�180  

Κάθε µια από αυτές λέγεται και παραπλήρωµα της άλλης. 
 

 
 
 
 
 
 

ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗΝ ΓΩΝΙΕΣ 

∆ύο γωνίες λέγονται κατακορυφήν, αν έχουν κοινή κορυφή 
και οι πλευρές της µιας είναι προεκτάσεις των πλευρών της 
άλλης. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

∆ύο εφεξής και παραπληρωµατικές γωνίες έχουν 
τις µη κοινές πλευρές τους αντικείµενες ηµιευθείες 
και αντίστροφα 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Η προέκταση της διχοτόµου µιας γωνίας είναι 
διχοτόµος της κατακορυφήν της γωνίας. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παραπληρωµατικών 
γωνιών είναι κάθετες. 
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ΕΝΝΟΙΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ 

 

 
ΚΥΚΛΟΣ 

Κύκλος µε κέντρο Κ και ακτίνα ρ ονοµάζουµε το σχήµα του 
επιπέδου του οποίου όλα τα σηµεία απέχουν από το Κ 
απόσταση ίση µε ρ και συµβολίζεται (Κ, ρ). 
 
ΧΟΡ∆Η 

Χορδή κύκλου ονοµάζουµε το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 
δύο τυχαία σηµεία του κύκλου. 
 

ΑΠΟΣΤΗΜΑ 

Απόστηµα ονοµάζεται το µοναδικό κάθετο τµήµα που άγεται 
από το κέντρο του κύκλου προς µια χορδή 
 
∆ΙΑΜΕΤΡΟΣ 

∆ιάµετρο κύκλου ονοµάζουµε την χορδή του κύκλου που 
διέρχεται από την κορυφή του κύκλου. 
Τα άκρα της διαµέτρου λέγονται αντιδιαµετρικά. 
 
ΤΟΞΟ 

Τόξο λέγεται το µέρος του κύκλου που βρίσκεται ανάµεσα στα 
άκρα µιας χορδής. 
 

ΗΜΙΚΥΚΛΙΑ 

Ηµικύκλια είναι τα τόξα που δηµιουργεί η διάµετρος. 
 
ΟΜΟΚΕΝΤΡΟΙ 

∆ύο ή περισσότεροι κύκλοι που έχουν κοινό κέντρο λέγονται 
οµόκεντροι. 
 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΟΠΟΣ 

Γεωµετρικός χώρος λέγεται το σύνολο των σηµείων του 
επιπέδου που έχουν µια κοινή χαρακτηριστική ιδιότητα. 
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ΘΕΣΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟΝ ΚΥΚΛΟ 

Τα σηµεία που βρίσκονται εντός του κύκλου λέγονται 
εσωτερικά, ενώ αυτά που βρίσκονται εκτός του κύκλου 
λέγονται εξωτερικά. 
 

ΙΣΟΙ ΚΥΚΛΟΙ 

∆ύο κύκλοι λέγονται ίσοι, όταν ο ένας µε κατάλληλη 
µετατόπιση ταυτίζεται µε τον άλλον. 
 
ΕΠΙΚΕΝΤΡΗ ΓΩΝΙΑ 

Μια γωνία ονοµάζεται επίκεντρη όταν η κορυφή της είναι το 
κέντρο του κύκλου. 
 

ΙΣΑ ΤΟΞΑ 

∆ύο τόξα του ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων λέγονται ίσα όταν 
µε κατάλληλη µετατόπιση το ένα ταυτίζεται µε το άλλο.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

∆ύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, αν και µόνο αν οι 
επίκεντρες γωνίες που βαίνουν σε αυτά είναι ίσες.  
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Κάθε διάµετρος ενός κύκλου τον διαιρεί σε δύο ίσα τόξα. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

∆ύο κάθετες διάµετρος ενός κύκλου τον διαιρούν σε 
τέσσερα ίσα τόξα. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

∆ύο τόξα ενός κύκλου είναι άνισα, όταν οι αντίστοιχες 
επίκεντρες γωνίες σε αυτά είναι οµοιοτρόπως άνισες. 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο 
 

ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ 2001-ΟΡΟΣΗΜΟ 12 

ΜΕΣΟ ΤΟΞΟΥ 

Μέσο ενός τόξου ονοµάζουµε το εσωτερικό σηµείο του, το 
οποίο χωρίζει το τόξο σε δύο ίσα τόξα 
 
 
 
 
 
 
ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

 
ΤΕΘΛΑΣΜΕΝΗ ΓΡΑΜΜΗ – ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΗ ΓΡΑΜΜΗ 

Ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από ευθύγραµµα 
τµήµατα τα οποία δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 
 
ΠΟΛΥΓΩΝΟ 

Μια απλή τεθλασµένη γραµµή της οποίας τα άκρα συµπίπτουν 
λέγεται πολύγωνο. 
 

∆ΙΑΓΩΝΙΟΣ ΠΟΛΥΓΩΝΟΥ 

∆ιαγώνιος πολύγωνου ονοµάζεται το ευθύγραµµο τµήµα που 
ενώνει δύο απέναντι κορυφές του.  
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Το µέσο ενός τόξου είναι µοναδικό.  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Σε µία ευθεία ε δίνονται τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ και ∆. 
Πόσες ηµιευθείες µε αρχή τα σηµεία αυτά ορίζονται; 
Α:4 Β:6 Γ:8 ∆:5 Ε:10 
 

2. ∆ίνονται πέντε σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και Ε που ανά τρία είναι 
συνευθεία. Πόσα ευθύγραµµα τµήµατα ορίζονται; 
Α:45 Β:10 Γ:4 ∆:6 Ε:12  
 

3. Αν οι διχοτόµοι δύο εφεξής γωνιών είναι κάθετες, τότε οι 
γωνίες είναι:  
Α:ίσες     Β:κατακόρυφες   
Γ:συµπληρωµατικές  ∆:παραπληρωµατικές   
 

4. Αν µία γωνία είναι ίση µε τα 
3

2
 της ορθής, τότε η διαφορά 

συµπληρωµατικής της από την παραπληρωµατική της 
είναι: 

Α: 
2

1
 ορθής  Β:µηδενική Γ:1 ορθή ∆:

5

3
 

 

5. Αν το άθροισµα δύο εφεξής γωνιών είναι ίσο µε τα 
7

3
 

ορθής τότε οι διχοτόµοι τους σχηµατίζουν γωνία ίση µε: 

Α:
14

3
ορθής   Β:

7

4
ορθής   Γ:

7

11
ορθής   ∆:

7

6
ορθής  

 

6. Το άθροισµα των µέτρων της συµπληρωµατικής και της 

παραπληρωµατικής γωνίας ω είναι �200 . Το µέτρο της 
γωνίας ω είναι: 

Α:20 �  Β:60 �           Γ:45 �      ∆:35 �  Ε:100 �  
 

7. Ερωτήσεις Σωστού, Λάθους 

i. ∆ύο γωνίες µε κοινή κορυφή είναι κατακορυφήν.  
       Σ  ή  Λ 
ii Αν δύο γωνίες έχουν άθροισµα µε µέτρο µικρότερο 

από την ευθεία γωνία, τότε είναι οξείες. Σ  ή  Λ 
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iii Οι µη κοινές πλευρές δύο εφεξής  και 
παραπληρωµατικών γωνιών είναι αντικείµενες 
ηµιευθείες.      Σ  ή  Λ 

 

iv ∆ύο οξείες γωνίες δεν µπορεί να είναι 
παραπληρωµατικές.    Σ  ή  Λ 

 

v Μια κυρτή γωνία είναι µικρότερη από την ευθεία 
γωνία.      Σ  ή  Λ 

 

vi ∆ύο εφεξής γωνίες είναι παραπληρωµατικές.  
       Σ  ή  Λ 
 

vii  Αν δύο γωνίες έχουν ίσες συµπληρωµατικές γωνίες 
τότε είναι ίσες.     Σ  ή  Λ 

 

viii Οι διχοτόµοι δύο εφεξής γωνιών είναι κάθετες. 
       Σ  ή  Λ 
 

ix Αν δύο τόξα δύο κύκλων έχουν ίσα µέτρα, τότε είναι 
ίσα.       Σ  ή  Λ 

 

8. Αν M  είναι το µέσο τµήµατος AB  και O  σηµείο της 
ηµιευθείας MA , να αποδείξετε ότι: 

      α) Αν το O  δεν ανήκει στο AM , είναι 
2

OBOA
OM

+
=  

      β) Αν το O  ανήκει στο AM , είναι 
2

OBOA
OM

−
=  

 

9. Έστω M  σηµείο του ευθυγράµµου τµήµατος AB  µε 

ν

µ
=

MB

MA
, όπου νµ,  είναι θετικοί αριθµοί και O  

σηµείο της ηµιευθείας MA . Να αποδείξετε ότι: 
      α) Αν το O  δεν ανήκει στο AM , είναι       

   
ν+µ

⋅µ+⋅ν
=

OBOA
OM  

      β) Αν το O  ανήκει στο AM , είναι       

   
ν+µ

Α⋅ν−Β⋅µ
=

OO
OM  
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10. Σε ευθεία ε θεωρούµε δύο σηµεία Α  και Β  και 
σηµείο M  του ευθυγράµµου τµήµατος AB τέτοιο, ώστε 

ΜΒ=Α
3

5
M . Αν Σ  σηµείο της αντικείµενης 

ηµιευθείας της ΒΑ  τέτοιο, ώστε ΣΒ=ΣΑ
3

5
, να 

αποδείξετε ότι: 
ΑΣ

+
ΑΜ

=
ΑΒ

112
. 

 

11. Σε µια ευθεία ε παίρνουµε τα διαδοχικά τµήµατα ΟΑ , 
ΑΒ  & ΒΓ . Αν Μ  το µέσο του ΑΒ   και Ν  σηµείο του 
ΜΓ  τέτοιο, ώστε ΝΓ =2ΜΝ , να αποδείξετε ότι:  
3• ON = OA =+OB + ΓO . 

 

12. Σε µια ευθεία ε παίρνουµε τα διαδοχικά τµήµατα ΑΒ , 
ΒΓ  και Γ∆ . Αν Μ  σηµείο του ΑΒ  και Ν  σηµείο του 
Γ∆  τέτοια, ώστε ΑΜ =λ •ΑΒ  και ∆Ν =λ •Γ∆ , όπου 
λ > 0  να αποδειχθεί ότι : ΜΝ = λ •ΒΓ  +( λ−1 )Α∆ . 

 

13. Θεωρούµε ηµιευθεία ΟΑ , η οποία βρίσκεται στο 

εσωτερικό της γωνίας 
∧

xOy  και είναι τέτοια, ώστε 
∧∧

= yOA
5

3
xOA . Αν η ηµιευθεία ΟΒ  είναι εξωτερική της 

∧

xOA  και βρίσκεται προς το µέρος της xΟ , να 

αποδείξετε ότι .y
8

3
x

8

5
O

∧∧∧

ΟΒ+ΟΒ=ΒΑ  

 

14. Έστω 
∧

ΑΟΒ  και 
∧

ΒΟΓ  δύο εφεξής γωνίες µε 
∧

ΑΟΒ >
∧

ΒΟΓ  και Ο∆ , ΟΕ  αντίστοιχα οι διχοτόµοι τους. 

Αν χΟ  και yΟ  είναι οι διχοτόµοι των γωνιών 
∧

∆ΟΕ  και 
∧

ΑΟΓ  αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι η ΟΧ είναι διχοτόµος 

της γωνίας 
∧

ΒΟ .y  
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15. Να υπολογίσετε τα µέτρα των διαδοχικών τόξων 
∩∩∩∩

∆Α και Γ∆ ,ΒΓ ,AB  ενός κύκλου, αν γνωρίζετε ότι αυτά 

είναι ανάλογα µε τους αριθµούς 3,4,5 και 6 αντίστοιχα. 
 

16. Να βρείτε το µέτρο της γωνίας φ, αν γνωρίζετε ότι το 
άθροισµα των µέτρων της συµπληρωµατικής και της 
παραπληρωµατικής γωνίας της φ είναι ίσο µε το 
εφταπλάσιο του µέτρου της γωνίας φ. 

 

17. Να υπολογίσετε µία οξεία γωνία, αν γνωρίζετε ότι η 

συµπληρωµατική της είναι ίση µε το 
6

1
 της 

παραπληρωµατικής της. 
 

18. Από σηµείο Ο  ευθείας ΑΒ  φέρνουµε προς το ίδιο µέρος 
της ΑΒ  ηµιευθείες ΟΓ  και Ο∆  τέτοιες ώστε, οι 

γωνίες
∧

ΑΟΓ , 
∧

ΓΟ∆  και 
∧

∆ΟΒ  να είναι εφεξής. Αν ΟΕ , 

ΟΖ  είναι οι διχοτόµοι των γωνιών 
∧

ΑΟΓ  και 
∧

∆ΟΒ  

αντίστοιχα και �120=ΕΟΖ
∧

, να υπολογιστεί η γωνία
∧

ΓΟ∆  
. 

19. Από ένα σηµείο Ο  µιας ευθείας ΑΒ  φέρουµε προς το 
ίδιο µέρος της ΑΒ  ηµιευθείες ΟΓ και Ο∆  τέτοιες, ώστε 

οι γωνίες 
∧∧

ΓΟ∆ΑΟΓ, και 
∧

∆ΟΒ  να είναι εφεξής.  

     Αν 
∧∧∧

∆ΟΒ=ΓΟ∆=ΑΟΓ
3

1

2

1
 να αποδειχθεί ότι ΑΒ⊥Ο∆  
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ΤΡΙΓΩΝΑ 

 

 
ΚΥΡΙΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 
 
ΕΙ∆Η ΤΡΙΓΩΝΩΝ ΣΕ ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΙΣ ΠΛΕΥΡΕΣ ΤΟΥΣ 

• Σκαληνό, όταν έχει όλες τις πλευρές του άνισες 
• Ισοσκελές, όταν έχει δύο πλευρές του ίσες 
• Ισόπλευρο, όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες 

 
 
ΕΙ∆Η ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΣΕ ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΙΣ ΓΩΝΙΕΣ ΤΟΥΣ 

• Οξυγώνιο, όταν έχει όλες τις γωνίες του οξείες 
• Ορθογώνιο, όταν έχει µια γωνία ορθή. Η πλευρά που 

βρίσκεται απέναντι από την ορθή γωνία λέγεται 
υποτείνουσα και οι άλλες πλευρές κάθετες 

• Αµβλυγώνιο, όταν έχει µια γωνία αµβλεία   
 
 
∆ΕΥΤΕΡΕΥΟΝΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

• ∆ιάµεσος ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα 
που ενώνει µια κορυφή µε το µέσο της απέναντι 
πλευράς 

• ∆ιχοτόµος µιας γωνίας ενός τριγώνου λέγεται το 
ευθύγραµµο τµήµα της διχοτόµου της γωνίας, από την 
κορυφή της µέχρι την απέναντι πλευράς 

• Ύψος τριγώνου λέγεται το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα 
που φέρεται από µια κορυφή προς την ευθεία της 
απέναντι πλευράς   

• Κορυφές Α, Β, Γ 
• Πλευρές  ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ή γ, α, β 

• Γωνίες  
∧∧∧

ΓΒΑ ,,  
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ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΙΣΟΤΗΤΑΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

• ∆ύο ίσα τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους και τις 
γωνίες τους ίσες µία προς µια 

• Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές 
βρίσκονται ίσες γωνίες και αντίστροφα 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ (1ο Κριτήριο-ΠΓΠ) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες µια προς µία και 
τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.   
 

• Το σηµείο ∆ λέγεται προβολή 
του Α πάνω στην ΒΓ 

• Το ∆ λέγεται το ίχνος της 
καθέτου 

ΠΟΡΙΣΜΑ I 

Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο: 
• Οι προσκείµενες στη βάση γωνίες είναι ίσες. 
• Η διχοτόµος της γωνίας της κορυφής είναι 

διάµεσος και ύψος.    
 

ΠΟΡΙΣΜΑ II 

Οι γωνιές ισοπλεύρου τριγώνου είναι ίσες    
 

ΠΟΡΙΣΜΑ IIΙ 

Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ενός ευθυγράµµου 
τµήµατος ισαπέχει από τα άκρα 
 του     

ΠΟΡΙΣΜΑ IV 

Αν δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, τότε και οι χορδές 
τους είναι ίσες    
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ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑ ΚΑΘΕΤΟΥ 

 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ (2ο Κριτήριο- ΓΠΓ) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν µια πλευρά και τις προσκείµενες 
σε αυτήν γωνίες ίσες µια προς µια, τότε τα τρίγωνα είναι 
ίσα.   
 

ΘΕΩΡΗΜΑ (3ο Κριτήρια-ΠΠΠ) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές ίσες µια προς µία, 
τότε τα τρίγωνα είναι ίσα   
 

ΠΟΡΙΣΜΑ I 

Η διάµεσος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη 
βάση του, είναι διχοτόµος και ύψος     

ΠΟΡΙΣΜΑ II 

Κάθε σηµείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός τµήµατος 
ανήκει στη µεσοκάθετό του.     
 

ΠΟΡΙΣΜΑ IIΙ 

Αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου, µικρότερων του 
ηµικυκλίου, είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ IV 

Αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου, µεγαλύτερων του 
ηµικυκλίου, είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα.  

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Από σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µοναδική κάθετος 
στην ευθεία.   
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ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΙΣΟΤΗΤΑΣ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ I 

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και 
µια οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες µια προς µια, τότε είναι 
ίσα.   
 

ΘΕΩΡΗΜΑ IΙ 

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και 
µια κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες µια προς µια, τότε 
είναι ίσα.   

ΠΟΡΙΣΜΑ I 

Το ύψος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη βάση 
είναι διάµεσος και διχοτόµος της γωνίας της κορυφής.   
 

ΠΟΡΙΣΜΑ IΙ 

Η κάθετος που φέρεται από το κέντρο ενός κύκλου προς 
µια χορδή του διχοτοµεί τη χορδή και το αντίστοιχο τόξο 
της.    
 

ΘΕΩΡΗΜΑ IΙΙ 

∆ύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και µόνο αν τα 
αποστήµατα τους είναι ίσα.   
 

ΘΕΩΡΗΜΑ IV 

Κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τις 
πλευρές της και αντίστροφα κάθε εσωτερικό σηµείο της 
γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές είναι σηµείο της 
διχοτόµου.  
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

Ένα σύνολο από σηµεία του επιπέδου, που µόνο αυτά έχουν 
µια κοινή ιδιότητα, ονοµάζεται γεωµετρικός τόπος. 
Τους γεωµετρικούς τόπους τους χρησιµοποιούµε για τον 
προσδιορισµό σηµείων τα οποία έχουν κάποιες συγκεκριµένες 
ιδιότητες.  
 
ΒΑΣΙΚΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

• Ο κύκλος είναι ένας γεωµετρικός τόπος, αφού όλα τα 
σηµεία του και µόνον αυτά έχουν την ιδιότητα να 
απέχουν µια ορισµένη απόσταση από ένα σταθερό 
σηµείο. 

• Η µεσοκάθετος ενός τµήµατος είναι επίσης ένας 
γεωµετρικός τόπος, αφού όλα τα σηµεία της και µόνον 
αυτά έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τα άκρα 
του τµήµατος. 

• Η διχοτόµος µιας γωνίας είναι ένας άλλος 
γεωµετρικός τόπος, αφού όλα τα σηµεία της και µόνον 
αυτά ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας. 

 

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

• ΚΕΝΤΡΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 
∆ύο σχήµατα Σ και Σ’ λέγονται συµµετρικά ως προς ένα 
σηµείο Ο αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ’ είναι 
συµµετρικό ενός σηµείου του Σ ως προς το Ο και 
αντίστροφα 
Το σηµείο Ο λέγεται κέντρο συµµετριας 
 
• ΑΞΟΝΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 
∆ύο σχήµατα Σ και Σ’ λέγονται συµµετρικά ως προς µια 
ευθεία ε αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ’ είναι 
συµµετρικό ενός σηµείου του Σ ως προς την ε και 
αντίστροφα 
Η ευθεία ε λέγεται άξονας συµµετρίας  
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ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι η µεγαλύτερη 
από κάθεµια από τις απέναντι γωνίες του τριγώνου.   
 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

• Κάθε τρίγωνο έχει το πολύ µια γωνία ορθή ή αµβλεία. 
• Το άθροισµα δύο γωνιών κάθε τριγώνου είναι 

µικρότερο των �180 . 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες πλευρές 
βρίσκονται όµοια άνισες γωνίες και αντίστροφα.    
 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

• Αν µια γωνία ενός τριγώνου είναι ορθή η αµβλεία, 
τότε η απέναντι πλευρά της είναι η µεγαλύτερη 
πλευρά του τριγώνου 

• Αν ένα τρίγωνο έχει δύο γωνίες ίσες, τότε είναι 
ισοσκελές 

• Αν ένα τρίγωνο έχει και τις τρεις γωνίες του ίσες, 
τότε είναι ισόπλευρο. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (τριγωνική ανισότητα) 

Κάθε πλευρά τριγώνου είναι µικρότερη από το άθροισµα 
των δύο άλλων και µεγαλύτερη από την διαφορά του      

γβαγβ +<<−  
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ΚΑΘΕΤΕΣ ΚΑΙ ΠΛΑΓΙΕΣ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Κάθε χορδή κύκλου είναι µικρότερη ή ίση της διαµέτρου.    
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις 
περιεχόµενες γωνίες άνισες, τότε και οι τρίτες πλευρές 
θα είναι όµοια άνισες και αντίστροφα.    
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν δύο πλάγια τµήµατα είναι ίσα, τότε και τα ίχνη τους 
ισαπέχουν από το ίχνος της καθέτου, και αντίστροφα.    
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν από ένα σηµείο εκτός ευθείας φέρουµε το κάθετο και 
δύο πλάγια ευθύγραµµα τµήµατα τότε: 
• Το κάθετο τµήµα είναι µικρότερο από κάθε πλάγιο 
• Αν δύο πλάγια τµήµατα είναι άνισα, τότε και οι 

αποστάσεις των ιχνών τους από το ίχνος της 
καθέτου είναι οµοιοτρόπως άνισες και αντίστροφα. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο ∆ της πλευράς ΒΓ. Αν 
ισχύουν δύο από τις επόµενες προτάσεις: 
• Το τµήµα Α∆ είναι διάµεσος 
• Το τµήµα Α∆ είναι διχοτόµος 
• Το τµήµα Α∆ είναι ύψος 

Τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές µε βάση ΒΓ. 
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ΕΥΘΕΙΑ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΣ 

 

 
ΣΧΗΜΑ 1: 

Η ευθεία ε λέγεται εξωτερική ευθεία ενός κύκλου, διότι δεν 
έχει κανένα κοινό σηµείο µε τον κύκλο.  
Αυτό συµβαίνει όταν η απόσταση ενός σηµείου της ευθείας 
από το κέντρο του κύκλου είναι µεγαλύτερη από την ακτίνα 
του κύκλου ΟΜ>ρ  
ΣΧΗΜΑ 2: 

Η ευθεία ε λέγεται εφαπτοµένη ενός κύκλου, διότι έχει ένα 
κοινό σηµείο µε τον κύκλο.  Το κοινό σηµείο της εφαπτοµένης 
και του κύκλου λέγεται σηµείο επαφής  
Αυτό συµβαίνει όταν η απόσταση ενός σηµείου της ευθείας 
από το κέντρο του κύκλου είναι ίση µε την ακτίνα του κύκλου 
ΟΜ=ρ  
ΣΧΗΜΑ 3: 

Η ευθεία ε λέγεται εσωτερική ευθεία ενός κύκλου, διότι έχει 
δύο κοινά σηµεία µε τον κύκλο.  
Αυτό συµβαίνει όταν η απόσταση ενός σηµείου της ευθείας 
από το κέντρο του κύκλου είναι µικρότερη από την ακτίνα του 
κύκλου ΟΜ<ρ  
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά 

σηµεία    
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Τα εφαπτόµενα τµήµατα κύκλου, που άγονται από σηµείο 
εκτός αυτού είναι ίσα µεταξύ τους.    
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ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ∆ΥΟ ΚΥΚΛΩΝ 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

Αν Ρ είναι ένα εξωτερικό σηµείο ενός κύκλου, τότε η 
διακεντρική ευθεία του:  
• Είναι η µεσοκάθετος της χορδής του κύκλου µε άκρα 

τα σηµεία επαφής 
• ∆ιχοτοµεί τη γωνιά των εφαπτόµενων τµηµάτων και 

τη γωνία των ακτινών που καταλήγουν στα σηµεία 
επαφής.  

 

Κύκλοι χωρίς κοινά σηµεία 

Εφαπτόµενοι κύκλοι 

   Τεµνόµενοι κύκλοι 
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∆ΙΑΚΕΝΤΡΟΣ 

∆ιάκεντρος δύο κύκλων ονοµάζεται το ευθύγραµµο τµήµα 
που έχει άκρα τα κέντρα των κύκλων και συµβολίζεται µε δ 
 
 
 
 
 
 
 

Παρατήρηση 

Αν οι τεµνόµενοι κύκλοι είναι ίσοι τότε η κοινή χορδή είναι 
µεσοκάθετος της διακέντρου  

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Η διάκεντρος δύο τεµνόµενων κύκλων είναι η 
µεσοκάθετος της κοινής χορδής τους.    
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80ο 30ο ∆ 
E 3 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1η 
α) Τι λέγεται διάµεσος τριγώνου; 
β) Τι λέγεται διχοτόµος τριγώνου; 
γ) Τι λέγεται περίµετρος τριγώνου; 
δ) Τι λέγεται εξωτερική γωνία τριγώνου; 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2η 
α) Πότε ένα τρίγωνο λέγεται οξυγώνιο, πότε αµβλυγώνιο και 
πότε ορθογώνιο; 
β) Πότε ένα τρίγωνο λέγεται ισόπλευρο, πότε ισοσκελές  
και πότε σκαληνό; 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3η 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ η Α∆ είναι η εσωτερική και η ΑΕ είναι η 

εξωτερική του διχοτόµος. Το µέτρο της γωνίας ∆ΑΕ
∧

 είναι: 
Α : 60ο       Β : 30ο      Γ : 120ο           ∆ : 90ο    Ε : 45ο  
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 4η 
Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ του σχήµατος είναι ίσα. Η τιµή της 
γωνίας x είναι: 
Α : 70ο       Β : 80ο      Γ : 45ο           ∆ : 60ο      Ε : 30ο 
        Z 
                                                                  

    Α                                                 x   
                                                             
 3 
Β                          Γ 
                                                           
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 5η  

α)   ∆ύο ισοσκελή τρίγωνα µε ίσες περιµέτρους είναι ίσα. 
      Σ Λ 
β)   Ένα σκαληνό τρίγωνο έχει όλες τις γωνίες του άνισες. 
      Σ Λ 
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γ)    ∆ύο ισόπλευρα τρίγωνα µε ίσες περιµέτρους είναι ίσα. 
      Σ Λ 
δ)    Όλες οι γωνίες ισοσκελούς τριγώνου είναι άνισες. 
      Σ Λ 
ε) Αν σε δύο κύκλους οι χορδές ΑΒ και Γ∆ αυτών είναι ίσες, 

τότε και τα αντίστοιχα τόξα 
∩

ΑΒκαι 
∩

Γ∆ είναι ίσα.  
      Σ Λ 
στ) Η διάµεσος τριγώνου χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ίσα 
τρίγωνα.     Σ Λ 
ζ) Η διχοτόµος τριγώνου χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ισογώνια 
τρίγωνα.     Σ Λ 
η)   ∆ύο τρίγωνα είναι ίσα όταν δύο πλευρές και µια γωνία 
του ενός είναι ίσες µε δύο πλευρές και µια γωνία του άλλου.                   
      Σ Λ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 6η  

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και στον φορέα της εξωτερικής 

διχοτόµου της γωνίας 
∧

Α  τα σηµεία ∆, Ε εκατέρωθεν του Α 
τέτοια, ώστε Α∆ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
ΒΕ=Γ∆. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 7η  

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Αν ∆ σηµείο της πλευράς 
ΑΓ τέτοιο, ώστε Α∆=ΑΒ και ΑΕ η διχοτόµος του τριγώνου 
ΑΒΓ, να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο ΕΒ∆ είναι ισοσκελές. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8η  

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και τα σηµεία ∆, Ε 
των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα τέτοια, ώστε Β∆ = ΓΕ. 
Αν Μ είναι το µέσο της ∆Ε, να αποδειχθεί ότι: 
α) Το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές. 

β) η ΑΜ είναι διχοτόµος της γωνίας 
∧

Α . 
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ΑΣΚΗΣΗ 9η  

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και στο εξωτερικό του δυο 

ηµιευθείες Αx, Αy, έτσι ώστε x
∧

ΑΒ = y
∧

ΑΓ  και οι γωνίες 

yx
∧∧∧

ΑΓΓΑΒΑΒ ,,  να είναι διαδοχικές. Αν ∆, Ε σηµεία των 

Αx, Αy αντίστοιχα τέτοια, ώστε Α∆ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ, να 
αποδείξετε ότι ΒΕ = Γ∆. 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10η  

Στην ηµιευθεία Α∆ της διχοτόµου τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε 
τα σηµεία Ε και Ζ, έτσι ώστε ΑΒ = ΑΕ και ΑΓ = ΑΖ. Να 
αποδείξετε ότι ΒΖ = ΓΕ. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 11η  

Θεωρούµε κύκλο (Ο,ρ) και σηµείο Σ εκτός αυτού. Αν οι 

πλευρές Σx και Σy γωνίας yx
∧

Σ  τέµνουν τον κύκλο στα 

σηµεία Α, Β και Γ, ∆ αντίστοιχα και η ΟΣ είναι διχοτόµος της 

yx
∧

Σ , να αποδειχθεί ότι ΑΒ = Γ∆. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 12η  

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Έστω ∆ το σηµείο τοµής της 

διχοτόµου της γωνίας 
∧

Α  και της µεσοκάθετης της πλευράς 
ΒΓ. Από το ∆ φέρω κάθετες στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ που 
τέµνουν αυτές στα Ε, Η αντίστοιχα.  
Να αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΗ. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 13η  

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ, η διάµεσος του ΑΜ και ∆ ένα 
σηµείο της διαµέσου. Προεκτείνουµε τη διάµεσο προς το 
µέρος του Μ κατά τµήµα ΜΕ = Μ∆.  Να αποδείξετε ότι:  
α)  τα τρίγωνα Β∆Μ και ΜΓΕ είναι ίσα  
β)  Από τις κορυφές Β, Γ φέρουµε τις κάθετες προς τη 
διάµεσο που την τέµνουν στα Ζ, Η αντίστοιχα.  
Να αποδείξετε ότι       i)  ΒΖ = ΓΗ       ii) ∆Ζ = ΗΕ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 14η  

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και στις 
προεκτάσεις των ίσων πλευρών του παίρνουµε τµήµατα Β∆ = 

ΓΕ. Αν ΑΚ είναι το ύψος του ΓΒΑ
∆

, να δειχθεί ότι το 
τρίγωνο Κ∆Ε είναι ισοσκελές. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 15η  

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και στις 
προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ προς το µέρος του Α 
παίρνουµε αντίστοιχα τα σηµεία Θ και Η τέτοια ώστε ΑΘ = 
ΑΗ. Αν Μ το µέσο της πλευράς ΒΓ .Να δειχθεί ότι: 
i)  ΘΜ = ΗΜ   ii) τα τρίγωνα ΜΒΘ και ΜΓΗ είναι ίσα. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 16η   

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ο90=Α
∧

) και φέρουµε τη 
διχοτόµο ΒΚ. Αν ΒΓ⊥ΚΗ  και η ΚΗ την τέµνει την ΑΒ στο 
Θ, να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΒΓΘ είναι ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 17η   

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και φέρουµε τις ηµιευθείες ΑΒ⊥Αx  

και ΑΓ⊥Αy  έτσι ώστε κάθε µια από τις γωνίες ΒΑ
∧

x  και 

ΓΑ
∧

y  να είναι εφεξής µε την 
∧

Α . Στις Αx, Αy παίρνουµε τα 

τµήµατα Α∆ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι: 
ΒΕ = Γ∆. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 18η   

Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουµε τη βάση ΒΓ προς το µέρος 
του Β παίρνοντας τµήµα Β∆=ΑΒ και προς το µέρος του Γ 
παίρνοντας τµήµα  ΓΕ = ΑΓ. Στη συνέχεια φέρουµε τις 

διχοτόµους των εξωτερικών γωνιών 
∧

Β  και 
∧

Γ  οι οποίες 
τέµνουν τις Α∆ και ΑΕ στα Κ και Λ αντίστοιχα. Αν οι 
διχοτόµοι τέµνονται στο σηµείο Μ να αποδείξετε ότι:   
α) ΒΚ και ΓΛ µεσοκάθετες των τµηµάτων Α∆ και ΑΕ 
αντίστοιχα   
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β)   το τρίγωνο Α∆Μ είναι ισοσκελές   
γ)   το τρίγωνο ∆ΜΕ είναι ισοσκελές   

δ)   η ΑΜ είναι διχοτόµος της γωνίας 
∧

Α  του τριγώνου ΑΒΓ.. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 19η   

Έστω ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και τα σηµεία ∆, Ε των 
πλευρών του ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα τέτοια, ώστε Β∆ = ΓΕ. Αν Μ 
το µέσο της ∆Ε, να αποδειχθεί ότι:   
α)  το τρίγωνο ΜΒΓ είναι ισοσκελές  β)  η ΑΜ είναι 

διχοτόµος της γωνίας 
∧

Α . 
 
ΑΣΚΗΣΗ 20η   

Έστω ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και φέρουµε τις ηµιευθείες 
ΑΒ⊥Αx  και ΑΓ⊥Αy  έτσι ώστε κάθε µια από τις γωνίες 

y
∧

ΑΒ  και x
∧

ΑΓ  να είναι εφεξής µε την γωνία ΓΑΒ
∧

. Πάνω 

στις ηµιευθείες Αx, Αy παίρνουµε σηµεία Ε και ∆ αντίστοιχα 
ώστε Α∆ = ΑΕ. Να δειχθεί ότι:  
α)  Γ∆ = ΒΕ   
β) αν ΑΜ είναι διάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ τότε να δειχθεί 
ότι ∆Ε⊥ΑΜ . 
 
ΑΣΚΗΣΗ 21η 

∆ίνεται γωνία 
∧

xoy  και σηµείο Μ στη διχοτόµο της. Αν 

φέρουµε από το Μ κάθετη στη διχοτόµο που τέµνει τις 
πλευρές της γωνίας στα σηµεία Κ και Λ, να δειχθεί ότι  ΟΚ = 
ΟΛ και  MK = MΛ. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 22η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), Α∆ το ύψος του 
και παίρνουµε τυχαίο σηµείο Ο στη Α∆.   
α)  Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΒΟΓ είναι ισοσκελές. 
β)  Αν Ε, Ζ είναι τα µέσα των ΟΒ και ΟΓ αντίστοιχα να 
δειχθεί ότι ΑΕ = ΑΖ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 23η 

∆ίνεται ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) µε ΒΓ<ΑΒ. Προεκτείνουµε 
την ΒΓ κατά τµήµα Γ∆=ΑΒ-ΒΓ και την ΑΒ κατά τµήµα ΒΕ = 

Γ∆. Να αποδείξετε ότι:  α)Β∆=ΑΒ   β)
∆

Α∆Ε  ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 24η 

Αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΗΕΖ έχουν ΑΓ = ΗΕ, 
∧

Α  = 
∧

Ε  και Α∆ 

= ΕΘ όπου Α∆ διχοτόµος της 
∧

Α  του 
∆

ΑΒΓ  και ΕΘ διχοτόµος 

της γωνίας 
∧

Ε  του τριγώνου ΗΕΖ, να αποδείξετε ότι: 
∆

ΑΒΓ  = 
∆

ΗΕΖ . 
 

ΑΣΚΗΣΗ 25η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ και η διχοτόµος ΑΕ. Φέρουµε 
Β∆⊥ ΑΕ και η προέκταση της Β∆ τέµνει την ΑΓ στο Ζ. Να 

αποδείξετε ότι: α)  
∆

ΑΒΖ  ισοσκελές 
                               β) ΖΓ = ΑΓ – ΑΒ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 26η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και Μ, Ν µέσα των 
ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Φέρουµε ΜΡ ⊥ ΒΓ και ΝΕ⊥ ΒΓ . Να 
αποδείξετε ότι: α) ΜΡ = ΝΕ                                                                                     
                        β) ΡΝ = ΕΜ  

     γ) ΑΕ διχοτόµος της 
∧

BEZ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 27η 

∆ίνεται τµήµα ΑΒ και µια τυχαία ευθεία διέρχεται από το 
µέσο του τµήµατος. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β 
ισαπέχουν από την ευθεία. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 28η 

Τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Να βρεθεί σηµείο της πλευράς ΑΓ 
που ισαπέχει από τα σηµεία Β, Γ και σηµείο της ευθείας ΑΒ 
που ισαπέχει από τα σηµεία Β, Γ.  
(∆ικαιολογήστε την απάντησή σας) 
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ΑΣΚΗΣΗ 29η 

∆ίνεται γωνία xΟy, η διχοτόµος της ΟΖ και Μ σηµείο της 
διχοτόµου. Φέρουµε ΜΑ⊥ Οx, η προέκταση της οποίας τέµνει 
την Οy στο Β και ΜΓ⊥ Οy, η προέκταση της οποίας τέµνει 
την Οx στο ∆. Να αποδείξετε ότι:  
i) να δικαιολογήσετε ότι ΑΜ = ΜΓ    ii) AO = ΟΓ    iii) ΑΒ = 

Γ∆    iv) 
∆

Α∆Μ  = 
∆

ΓΜΒ  
 
ΑΣΚΗΣΗ 30η 

____________________ε       
 

     Α •  
   Β•  
∆ίνεται ευθεία (ε) και σηµεία Α, Β εκτός αυτής. 
Να βρεθεί σηµείο της ευθείας (ε) που να ισαπέχει από τα 
Α,Β 
 
ΑΣΚΗΣΗ 31η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ µέσο της ΒΓ. Προεκτείνουµε την 
ΑΜ κατά τµήµα Μ∆ = ΑΜ.  
α)  Να βρεθούν ποια τρίγωνα είναι ίσα. 
β) Τι τρίγωνα πρέπει να είναι το ΑΒΓ έτσι ώστε τα τρίγωνα 
ΑΒΜ, ΑΜΓ, ΜΓ∆, ∆ΜΒ να είναι ίσα:  
Α. ισοσκελές       Β. σκαληνό       Γ. τίποτα από τα παραπάνω.   
 
ΑΣΚΗΣΗ 32η 

∆ίνεται γωνία yx
∧

Ο , σηµεία Α, Γ της Οx και Β, ∆ της Οy  

τέτοια ώστε ΟΑ=ΟΒ και ΟΓ=Ο∆. Αν Ε, Ζ µέσα των ΒΓ και 
∆Α αντίστοιχα να αποδειχθεί ότι  
i) ΒΓ = Α∆   

ii) ΓΟΕ=∆ΟΖ
∆∆

  iii) η διχοτόµος της ΖΟΕ
∧

  συµπίπτει µε 

την διχοτόµο της γωνίας yx
∧

Ο . 
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ΑΣΚΗΣΗ 33η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του Α∆. Προεκτείνουµε το 
Α∆ κατά τµήµα ∆Ε = Α∆. Να αποδειχθεί ότι   

 i) AB = BE    ii) ΓΒΕ=ΓΒΑ
∆∆

. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 34η 

∆ίνεται ισοσκελές και οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). 

Φέρνουµε ΑΒ⊥Αx  και ΑΓ⊥Αy   έτσι ώστε η γωνία yx
∧

Α  

να είναι αµβλεία. Θεωρούµε τα σηµεία ∆, Ε στις ηµιευθείες 

xΑ , yΑ  αντίστοιχα έτσι ώστε Α∆ = ΑΕ. Να αποδειχθεί ότι  i)  

ΒΕ = Γ∆  ii) η διχοτόµος ΑΖ του τριγώνου ΑΒΓ αν τέµνει την 

∆Ε στο Θ, τότε ΑΘ είναι ύψος του τριγώνου Α∆Ε. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο 
 

ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ 2001-ΟΡΟΣΗΜΟ 35 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 

 
ΕΥΘΕΙΕΣ ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ 

∆ύο ευθείες λέγονται παράλληλες όταν ανήκουν στο ίδιο 
επίπεδο και δεν τέµνονται και τις συµβολίζουµε ε1//ε2 

 

ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ∆ΥΟ ΕΥΘΕΙΩΝ  

• Να ταυτίζονται 
• Να τέµνονται 
• Να είναι παράλληλες 

 

ΓΩΝΙΕΣ ΠΟΥ ΣΧΗΜΑΤΙΖΟΝΤΑΙ ΑΠΟ ∆ΥΟ ΕΥΘΕΙΕΣ  

ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΚΑΙ ΜΙΑ ΤΕΜΝΟΜΕΝΗ 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Π.χ. : η, γ 
ΙΣΧΥΕΙ ΚΑΙ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Π.χ. : α) α, η  β)δ, η 
ΙΣΧΥΕΙ ΚΑΙ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µια τρίτη σχηµατίζουν 
δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µια τρίτη σχηµατίζουν 
δύο εντός, εκτός και επι τα αυτά µέρη γωνίες ίσες, τότε 
είναι παράλληλες ή 
δύο εντός επί τα αυτά µέρη γωνίες παραπληρωµατικές, 
τότε είναι παράλληλες. 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 

Αν δύο ευθείες είναι κάθετες στην ίδια ευθεία, σε 
διαφορετικά σηµεία της, τότε είναι µεταξύ τους 
παράλληλες. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν δύο διαφορετικές ευθείες είναι παράλληλες σε µια 
τρίτη, τότε είναι και µεταξύ τους παράλληλες. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µια τρίτη ευθεία 
τέµνει τη µία από αυτές τότε θα τέµνει και την άλλη. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Αν µια ευθεία είναι κάθετη σε µια από δύο παράλληλες 
ευθείες, τότε είναι κάθετη και στην άλλη. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από τρίτη σχηµατίζουν τις 
εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες µε άθροισµα µικρότερο 
από δύο ορθές, τότε οι ευθείες τέµνονται προς το µέρος 
της τέµνουσας που βρίσκονται οι γωνίες. 
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ΓΩΝΙΕΣ ΜΕ ΠΛΕΥΡΕΣ ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ  

∆ύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες, µια 
προς µια, είναι ίσες αν είναι και οι δύο οξείες ή αµβλείες, ενώ 
είναι παραπληρωµατικές αν η µια γωνία είναι οξεία και η άλλη 
αµβλεία. 
 
ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΙ ΚΥΚΛΟΙ ΕΝΟΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

• ΠΕΡΙΓΕΓΡΑΜΜΕΝΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 
Περιγεγραµµένος ονοµάζεται ο κύκλος που διέρχεται από 
τις κορυφές οποιουδήποτε τριγώνου 
Το κέντρο του ονοµάζεται περίκεντρο και είναι το σηµείο 
τοµής των µεσοκαθέτων των πλευρών του τριγώνου  
 

 
 
 
 
 
 
 

• ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 
Εγγεγραµµένος ονοµάζεται ο κύκλος που βρίσκεται στο 
εσωτερικό οποιουδήποτε τριγώνου και εφάπτεται στις 
πλευρές του 
Το κέντρο του ονοµάζεται έγκεντρο και είναι το σηµείο 
τοµής των διχοτόµων του τριγώνου 
 

 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Οι τρεις µεσοκάθετοι ενός τριγώνου διέρχονται από το 
ίδιο σηµείο, το οποίο είναι το κέντρο κύκλου που 
διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Οι τρεις διχοτόµοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο 
σηµείο, το οποίο είναι το κέντρο κύκλου που εφάπτεται 
στις τρεις πλευρές του τριγώνου. 
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• ΠΑΡΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 
Παραγγεγραµµένος ονοµάζεται ο κύκλος που εφάπτεται 
σε µία πλευρά του τριγώνου και στις προεκτάσεις των δύο 
άλλων  
Το κέντρο του ονοµάζεται παράκεντρο και είναι το σηµείο 
τοµής δύο εξωτερικών διχοτόµων και µιας εσωτερικής 
διχοτόµου του τριγώνου  

 

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 
 
 
 

 

�180=Γ+Β+Α
∧∧∧

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΓΩΝΙΕΣ ΜΕ ΠΛΕΥΡΕΣ ΚΑΘΕΤΕΣ 
 

 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

• Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση µε το 
άθροισµα των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών 
του τριγώνου 

• Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες, µια προς 
µια, έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες 

• Οι οξείες γωνίες ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι 
συµπληρωµατικές 

• Κάθε γωνία ισοπλεύρου τριγώνου είναι 
�60  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

∆ύο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες 
είναι ίσες 
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ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΚΥΡΤΟΥ Ν-ΓΩΝΟΥ 

 
Το άθροισµα των γωνιών κυρτού ν-γώνου είναι 2ν-4 ορθές  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

• ∆υο αµβλείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους 
κάθετες είναι ίσες 

• ∆ύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες 
αλλά η µια είναι οξεία και η άλλη αµβλεία είναι 
παραπληρωµατικές 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών κυρτού ν-γώνου 
είναι 4 ορθές 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
ΑΣΚΗΣΗ 1η 
∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ εφάπτονται εξωτερικά στο Α. 
Αν η ευθεία ΒΑΓ είναι µια τέµνουσα των δύο κύκλων, να 
αποδείξετε ότι ΚΒ//ΛΓ. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε τις διαµέσους ΒΜ και ΓΝ και τις 
προεκτείνουµε κατά τµήµα ΒΜ=Μ∆ και ΝΕ=ΓΝ. Να 
αποδειχθεί ότι:   α) Α∆//ΒΓ,   β) ΕΑ//ΒΓ   γ) τα σηµεία Ε, 
Α, ∆ είναι συνευθειακά. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 3η 

Αν ε1 // ε2 τότε το x είναι ίσο µε: 
Α: 55ο      Β: 19ο     Γ: 82ο    ∆: 37ο  
 
                         ε1 
    2x+16                               
                                                                                 
                                                       ε2     
                                                   54o 
 

ΑΣΚΗΣΗ 4η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΒΕ ύψος .Φέρουµε Αx ΑΓ⊥  και 
πάνω σ’ αυτήν παίρνουµε σηµείο ∆ ώστε Α∆=ΑΒ και τα 
σηµεία ∆, Β να είναι εκατέρωθεν της ΑΓ. Να αποδειχθεί ότι:   

α) ΒΕ//Α∆   β) η Β∆ διχοτόµος της ΕΒΑ
∧

. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 5η 

Να βρεθεί η γωνία 
∧

Γ  ενός τριγώνου ΑΒΓ σε κάθε µια από 

τις παρακάτω περιπτώσεις:   α) ο38=Α
∧

 και ο74=Β
∧

.    

β) 
∧∧

Γ=Α  και ο48=Β
∧

   γ) ο120=Γ+Α
∧∧

 και .130ο=Β+Γ
∧∧
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ΑΣΚΗΣΗ 6η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ο60=Α
∧

, ΑΓ=2ΑΒ και ∆ µέσο της 
ΑΓ. Να αποδειχθεί ότι:   α) Το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ισόπλευρο   

β) Το τρίγωνο Β∆Γ είναι ισοσκελές    γ) ο90=ΓΒΑ
∧

. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 7η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 
∧∧

Γ=Β 2 . Φέρουµε το ύψος Α∆ και 
στην πλευρά ΒΓ παίρνουµε τµήµα ∆Ε=Β∆. 
Να αποδειχθεί ότι:    
α) είναι ισοσκελή τα τρίγωνα: 
 i) ABE   ii) ΑΕΓ.     
                            β) αν Μ είναι µέσο της ΑΓ, τότε η ΕΜ 
είναι µεσοκάθετη στην ΑΓ. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 8η 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 15+=Α
∧

x , 3+=Β
∧

x , 65 −=Γ
∧

x , 
τότε σωστή είναι η σχέση:  Α:ΑΓ>ΒΓ   Β:ΑΓ>ΑΒ   Γ:ΒΓ>ΑΒ   
∆:ΑΒ>ΒΓ. 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9η 

Στο παρακάτω σχήµα η γωνία 
∧

y  είναι ίση                                                                             

µε:   Α:70ο     Β:50ο      Γ:60ο      ∆:30ο  
                            
                          2x 
 
 
                                             
       
             2x+10o                     y      3x+40o 
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ΑΣΚΗΣΗ 10η 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΓΒΑ
∆

 µε ο90=Α
∧

. 
Προεκτείνουµε την πλευρά ΒΓ κατά τµήµατα Β∆=ΑΒ και 

ΓΕ=ΑΓ. Να αποδειχθεί ότι:   α) ο135=∆ΑΕ
∧

     

β) o
yx 270=+
∧∧

 όπου ΕΓΑ=
∧∧

x  και .∆ΒΑ=
∧∧

y  

 
ΑΣΚΗΣΗ 11η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
∧∧

Γ=Β 3 . Αν ∆ είναι το σηµείο τοµής 
της µεσοκάθετης της ΒΓ µε την ΑΓ, να αποδειχθεί ότι το 
τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ισοσκελές. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και το ύψος του 
Β∆. Αν η κάθετη ευθεία ∆Ε στην πλευρά ΑΒ τέµνει την 
ευθεία ΒΓ στο σηµείο Ζ να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο ∆ΒΖ 
είναι ισοσκελές. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 13η 

      Αν οι διχοτόµοι των γωνιών 
∧

Α  και 
∧

Β  κυρτού τετραπλεύρου 

ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ο, να αποδειχθεί ότι 
2

∧∧
∧ ∆+Γ

=ΒΟΑ . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 14η 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) η ευθεία της 

διχοτόµου της γωνίας εξ
∧

Γ  τέµνει τις διχοτόµους των 

γωνιών 
∧

Β  και εξ
∧

Β  στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα.     

α) Να υπολογιστεί η γωνία ΕΒ∆
∧

.    

β) Να αποδειχθεί ότι: o45=∆=Ε
∧∧

. 
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ΑΣΚΗΣΗ 15η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε 
∧∧

Γ=Β 2  µε ο90<Β
∧

. Φέρουµε το 
ύψος Α∆ και στην προέκταση της ΑΒ παίρνουµε τµήµα 
ΒΕ=Β∆. Να αποδειχθεί ότι:   

α) Ε∆Β=Β
∧∧

2    
β) Το τρίγωνο Μ∆Γ είναι ισοσκελές όπου Μ σηµείο τοµής 
των Ε∆ και ΑΓ. 

γ) ∆ΑΜ=Α∆Μ
∧∧

    
δ) Το Μ είναι µέσο του ΑΓ,  
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ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ 

 

 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟ 

Παραλληλόγραµµο ονοµάζεται το τετράπλευρο που έχει τις 
απέναντι πλευρές του παράλληλες. 

 
Ιδιότητες παραλληλογράµµων: 

i) Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες 
ii) Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες 
iii) Οι διαγώνιοι του διχοτοµούνται 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Κριτήρια παραλληλογράµµων 

(δηλαδή πως αποδεικνύουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι 
παραλληλόγραµµο) 

i) Οι απέναντι πλευρές του ανά δύο είναι ίσες 
ii) ∆ύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και 

παράλληλες 
iii) Οι απέναντι γωνίες ανά δύο είναι ίσες 
iv) Οι διαγώνιοι διχοτοµούνται 

Επίσης αν αποδείξουµε ότι οι πλευρές του ανά δύο είναι 
παράλληλες τότε το τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Το σηµείο τοµής των διαγωνίων παραλληλογράµµου είναι 
κέντρο συµµετρίας του. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Παράλληλα τµήµατα που έχουν τα άκρα τους σε δύο 
παράλληλες ευθείες είναι ίσα. 
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ΕΙ∆Η ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 
 

• ΟΡΘΟΓΏΝΙΟ 
Ορθογώνιο λέγεται το παραλληλόγραµµο που έχει µια γωνία 
ορθή. 
 

Ιδιότητες ορθογωνίων: 
o Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες. 
 

Επίσης και ότι ισχύει και στο παραλληλόγραµµο 

Κριτήρια ορθογωνίων 

(δηλαδή πως αποδεικνύουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι 
ορθογώνιο) 

i) Είναι παραλληλόγραµµο  και έχει µια ορθή γωνία 
ii) Είναι παραλληλόγραµµο  και  οι διαγώνιοι του είναι 

ίσες 
iii) Έχει τρεις γωνίες ορθές  
iv) Όλες οι γωνίες του είναι ίσες 

 

• ΡΟΜΒΟΣ 
Ρόµβος λέγεται το παραλληλόγραµµο που έχει δύο διαδοχικές 
πλευρές ίσες. 
Προκύπτει ότι έχει και όλες τις πλευρές τους ίσες. 
 

Ιδιότητες ρόµβων: 
o Οι διαγώνιοι του ρόµβου τέµνονται κάθετα. 
o Οι διαγώνιοι του ρόµβου διχοτοµούν τις γωνίες 

του. 

Κριτήρια ρόµβων 

(δηλαδή πως αποδεικνύουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι 
ρόµβος) 

i) Έχει όλες τις πλευρές του ίσες 
ii) Είναι παραλληλόγραµµο και οι διαδοχικές πλευρές 

του είναι ίσες 
iii) Είναι παραλληλόγραµµο και οι διαγώνιοι του 

τέµνονται κάθετα  
iv) Είναι παραλληλόγραµµο και µια διαγώνιος του 

διχοτοµεί µια γωνία του 
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• ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ 
Τετράγωνο λέγεται το παραλληλόγραµµο που είναι ορθογώνιο 
και ρόµβος 
 

Ιδιότητες τετραγώνων: 
o Οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες. 
o Όλες οι πλευρές του είναι ίσες 
o Όλες οι γωνίες του είναι ορθές  
o Οι διχοτόµοι του είναι ίσες, τέµνονται κάθετα, 

διχοτοµούνται και διχοτοµούν τις γωνίες του 
 

Κριτήρια τετραγώνων 

(δηλαδή πως αποδεικνύουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι 
τετράγωνο) 
Αποδεικνύεται ότι ένα παραλληλόγραµµο είναι τετράγωνο, αν 
ισχύει µία από τις παρακάτω προτάσεις 

i) Μια γωνία του είναι ορθή και οι διαδοχικές 
πλευρές του είναι ίσες 

ii) Μια γωνία του είναι ορθή και µια διαγώνιος του 
διχοτοµεί µια γωνία του 

iii) Μια γωνία του είναι ορθή και οι διαγώνιοι του 
κάθετες 

iv) Οι διαγώνιοι του είναι ίσες και οι δύο διαδοχικές 
πλευρές του είναι ίσες 

v) Οι διαγώνιοι του είναι ίσες και η µια διχοτοµεί µια 
γωνία του 

vi) Οι διαγώνιοι του είναι ίσες και κάθετες  
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ Ι 

Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα των δύο 
πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη 
πλευρά και ίσο µε το µισό της. 
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 ΜΕΣΟΠΑΡΑΛΛΗΛΟΣ 

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου που 
ισαπέχουν από δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 είναι µια 
ευθεία ε παράλληλη προς την ε1 και ε2, η οποία διέρχεται από 
τα µέσα των τµηµάτων που έχουν τα άκρα τους στις δύο 
παράλληλες. 
Η ευθεία ε λέγεται µεσοπαράλληλος των ε1 και ε2  
 

ΒΑΡΥΚΕΝΤΡΟ 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Το σηµείο τοµής των διαµέσων ενός τριγώνου ονοµάζεται 
βαρύκεντρο 
 

ΟΡΘΟΚΕΝΤΡΟ 
 

 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΙ 

Αν από το µέσο µιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουµε 
ευθεία παράλληλη προς µια άλλη πλευρά του, τότε η 
ευθεία αυτή διέρχεται από το µέσο της τρίτης πλευράς. 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΙΙ 

Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες ορίζουν σε µια 
ευθεία ίσα τµήµατα, θα ορίζουν ίσα τµήµατα και σε κάθε 
άλλη ευθεία που τις τέµνει. 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Οι διάµεσοι ενός τριγώνου διέρχεται από το ίδιο σηµείο 

του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή είναι τα 
3

2
.του 

µήκους της αντίστοιχης διαµέσου. 

ΛΗΜΜΑ 

Οι παράλληλες που άγονται από τις κορυφές ενός 
τριγώνου προς τις απέναντι πλευρές του, σχηµατίζουν 
τρίγωνο, το οποίο έχει ως µέσα των πλευρών του τις 
κορυφές του αρχικού τριγώνου. 
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Το σηµείο τοµής των υψών ενός τριγώνου ονοµάζεται 
ορθόκεντρο. 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το 
ίδιο σηµείο. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Οι κορυφές Α, Β, Γ τριγώνου ΑΒΓ και το ορθόκεντρο του 
Η αποτελούν ορθοκεντρική τετράδα, δηλαδή κάθε ένα 
από αυτά τα σηµεία είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου, 
που ορίζεται από τα άλλα τρία σηµεία.  

ΘΕΩΡΗΜΑ Ι 

Η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου που φέρουµε από την 
κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση µε το µισό της 
υποτείνουσας. 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΙ 

Αν η διάµεσος ενός τριγώνου ισούται µε το µισό της 
πλευράς στην οποία αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι 
ορθογώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά αυτή. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο µια γωνία ισούται µε �30 , τότε 
η απέναντι πλευρά του είναι το µισό της υποτείνουσας 
και αντίστροφα. 
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ΤΡΑΠΕΖΙΑ 
 

ΤΡΑΠΕΖΙΟ 

Τραπέζιο ονοµάζεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει µόνο 
δύο πλευρές παράλληλες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΑΠΕΖΙΟ 

Ισοσκελές τραπέζιο ονοµάζεται το τραπέζιο του οποίου οι µη 
παράλληλες πλευρές του είναι ίσες. 
 
Ιδιότητες ισοσκελούς τραπεζίου: 

i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια βάση είναι ίσες 
ii) Οι διαγώνιοι του είναι ίσες 

 

Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές  

i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια βάση του είναι 
ίσες 

ii) Οι διαγώνιοι του είναι ίσες 
Επίσης αν οι µη παράλληλες πλευρές του είναι ίσες  
 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Η διάµεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις 
βάσεις του και ίση µε το ηµιάθροισµά τους. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Η διάµεσος τραπεζίου διέρχεται από τα µέσα των 
διαγωνίων του και τα τµήµα που σχηµατίζεται από τα 
µέσα αυτά είναι παράλληλο προς τις βάσεις του και ίσο µε 
την ηµιδιαφορά των βάσεών του. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1η 
i) Οι διαγώνιες ενός παραλληλογράµµου χωρίζουν το 

παραλληλόγραµµο σε τέσσερα ίσα τρίγωνα. Σ Λ 
ii) Οι διαγώνιες ενός παραλληλογράµµου είναι ίσες. 

     Σ Λ 
iii) Οι απέναντι γωνίες ενός παραλληλογράµµου είναι 

παραπληρωµατικές.              Σ        Λ 
iv) Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο όταν έχει δύο 

από τις απέναντι πλευρές του ίσες.  Σ         Λ 
v) Αν ένα τετράπλευρο έχει όλες τις πλευρές του ίσες και 

µια γωνία ορθή, τότε είναι τετράγωνο.  Σ  Λ 
vi) Το τετράγωνο είναι πάντα ρόµβος.  Σ  Λ 
vii) Ο ρόµβος είναι πάντα τετράγωνο.   Σ  Λ 
viii) Οι διαγώνιες ενός τετραγώνου σχηµατίζουν τέσσερα 

ισοσκελή και ορθογώνια τρίγωνα.   Σ  Λ 
ix) Αν ένας ρόµβος έχει όλες τις γωνίες του ίσες τότε είναι 

τετράγωνο.      Σ         Λ 
x) Οι διαγώνιες ενός τετραγώνου είναι και διχοτόµοι των 

γωνιών του.     Σ  Λ 
xi) Αν Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων ΑΓ και Β∆ ενός 

ορθογωνίου ΑΒΓ∆ τότε ΑΟ=Β∆/2.  Σ  Λ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 2η 

Να συµπληρωθούν οι παρακάτω προτάσεις, ώστε να 
προκύψουν αληθείς ισχυρισµοί.  
α) Ένα τετράπλευρο µε όλες τις γωνίες του ορθές είναι 
……………… ή ……………. . 
 

β) Όταν οι διαγώνιες ενός παραλληλόγραµµου διχοτοµούνται 
και είναι κάθετες τότε το παραλληλόγραµµο είναι 
……………………… ή …………………. . 
 

γ) Ο ρόµβος έχει όλες τις ιδιότητες των …………………… και 
επιπλέον ισχύουν:    
i) ………………….   ii)………………………..   iii) ……………………. . 
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ΑΣΚΗΣΗ 3η 

Να γίνει η αντιστοίχιση της στήλης Α µε ένα µόνο στοιχείο 
της στήλης Β. 
Στήλη Α    Στήλη Β 
Τετράπλευρο    Ιδιότητες 

 

α) ορθογώνιο  
παραλληλόγραµµο        i) Οι διαγώνιες τέµνονται κάθετα.                                     
                                      ii) Οι διαγώνιες είναι ίσες και        
                                          τέµνονταικάθετα. 

   

β) ρόµβος                       iii) Οι διαγώνιες είναι ίσες.   
                                                   

γ) τετράγωνο                  iv) ∆ύο απέναντι πλευρές είναι                
                                          ίσες και παράλληλες 
 

ΑΣΚΗΣΗ 4η 

Α. Να σηµειωθεί η σωστή απάντηση:  
i) Σε ρόµβο ΑΒΓ∆ ο αριθµός των ισοσκελών τριγώνων που 
σχηµατίζονται είναι: 
Α: 2  Β: 3  Γ: 4  ∆: 6 
ii) Σε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ το Ο είναι το σηµείο τοµής των 
διαγωνίων του. 
Αν είναι ∆Ο=5, τότε η ΑΓ είναι:    
Α: 5       Β: 10       Γ:15    ∆: απροσδιόριστη, γιατί δεν  

έχουµε επαρκή στοιχεία. 
iii) Αν ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχει ίσες τις τέσσερις 
πλευρές του και επιπλέον ισχύει ΑΓ=Β∆, τότε το ΑΒΓ∆ 
είναι:   Α: ορθογώνιο   Β: ρόµβος   Γ: τετράγωνο   ∆: δεν 
µπορούµε να εξάγουµε συµπέρασµα. 
iv)                                        Β 

Α                                
     α                     β  
 
 
 
 
 

          ∆                            Γ    
 

 

Το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ του 
σχήµατος είναι ρόµβος. 

Αν
∧

α =3x -2ο  και 
∧

β =2x+7ο, 

τότε το   x είναι ίσο µε:    
Α: 7    Β: 17    Γ: 9    ∆: 10 
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              120ο  
 
Β.      Α                           2x+40o  ∆ 
                                                                   
 
 
         x+20o 

Β                                        Γ  x
2

3
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5η 

Πάνω στη διαγώνιο Β∆ ενός τετραγώνου ΑΒΓ∆ παίρνουµε 

τµήµα ΒΕ=ΒΓ.  α) Να υπολογιστεί η γωνία ΕΓ∆
∧

 .  β) Αν Ο 
είναι κέντρο του τετραγώνου, να αποδειχθεί ότι η ΑΕ είναι 

διχοτόµος της γωνίας ΟΑ∆
∧

 . 
 

ΑΣΚΗΣΗ 6η 

Στο εξωτερικό ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) 
κατασκευάζουµε τα τετράγωνα ΒΑ∆Η και ΑΓΖΘ. Να 
αποδειχθεί ότι: 
α) Τα σηµεία Η, Α και Ζ είναι συνευθειακά. 
β) Το τρίγωνο ∆ΖΒ είναι ισοσκελές.  

γ) H ευθεία ΖΗ είναι µεσοκάθετη της διαγωνίου ∆Β. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 7η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Α∆ διχοτόµος της γωνίας 
∧

Α . Αν 
∆Ε//ΑΒ και ΕΖ//ΒΓ να αποδείξετε ότι: 
α) το τετράπλευρο ΖΕ∆Β είναι παραλληλόγραµµο. 
β) ΑΓ = ΒΖ + ΕΓ  και  ΑΒ = ΑΕ + ΑΖ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8η 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Ο και ΑΓ = 2Β∆. 
Αν Ε και Ζ τα µέσα των ΟΑ και ΟΓ αντίστοιχα , να 
αποδειχθεί ότι:  
α) Το Ο είναι µέσο του ΕΖ       β) ΕΖ=∆Β    

γ) Το ΒΕ∆Ζ είναι ορθογώνιο. 

Να εξεταστεί αν το 

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ 
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ΑΣΚΗΣΗ 9η 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και στις προεκτάσεις των διαµέσων 
του ΑΜ και ΒΝ τα σηµεία ∆ και Ε, έτσι ώστε Μ∆=ΜΑ και 
ΝΕ=ΝΒ. Να αποδείξετε ότι Γ∆=ΓΕ και ότι τα σηµεία Γ, ∆, Ε 
είναι συνευθειακά. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 10η 

Σ’ ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι o60=Α
∧

 και η 

διχοτόµος της γωνίας 
∧

Β  τέµνει την πλευρά Γ∆ στο Ε.    

α) Να υπολογιστεί το µέτρο της γωνίας ∆ΕΒ
∧

   
β) Τι είδους τρίγωνο είναι το ΒΕΓ; 
 
ΑΣΚΗΣΗ 11η 

Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ το Ε είναι µέσο της πλευράς ΒΓ. 
Αν η ∆Ε τέµνει την προέκταση της ΑΒ στο Ζ τότε     
α) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ∆ΕΓ και ΒΕΖ    
β) Να αποδείξετε ότι ΑΖ=2ΑΒ. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 12η 

Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ>Α∆ η ΑΕ είναι διχοτόµος 

της γωνίας
∧

Α .   
α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές         
β) Να υπολογιστεί το άθροισµα ΒΓ+ΓΕ. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 13η 

Στην προέκταση της πλευράς ΒΓ ενός ρόµβου ΒΓΛΚ 
παίρνουµε τα σηµεία Α και ∆ µε ΒΑ=ΒΓ=Γ∆. Να αποδειχθεί 
ότι Λ∆⊥ΑΚ . 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ – ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

στις εφαρµογές των ιδιοτήτων παραλληλογράµµου στα 

τρίγωνα και στα τραπέζια. 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 1η 

Να σηµειωθεί Σ ή Λ στις παρακάτω ερωτήσεις.  
i) Αν για τα σηµεία Ε και ∆ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα ενός τριγώνου ΑΒΓ ισχύει ΑΕ = ΕΒ και Α∆ = 
∆Γ τότε είναι Ε∆//ΒΓ.              Σ         Λ 

ii) Το ίχνος της διαµέσου που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

ενός ορθογωνίου τριγώνου ισαπέχει από τις τρεις κορυφές 

του τριγώνου.     Σ Λ 

iii) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) και ΒΜ διάµεσός 
του ισχύει ΒΜ = ΑΓ/2.    Σ Λ 

iv) Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε o90=Α
∧

 και o30=Β
∧

 
η διάµεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα δηµιουργεί 
δύο ισόπλευρα τρίγωνα.    Σ Λ 

v) Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο κάθε ευθεία που είναι 
παράλληλη στη βάση τριγώνου και τέµνει τις ίσες πλευρές 
του σχηµατίζει ισοσκελές τραπέζιο.     Σ        Λ 
vi)  Σε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι ΑΒ = 2x, 

Γ∆ = 4x, ο45=Γ
∧

 τότε το ύψος του τραπεζίου είναι ίσο µε x.
                Σ        Λ 
vii) Αν σε ένα τραπέζιο δύο απέναντι γωνίες είναι 
παραπληρωµατικές, τότε το τραπέζιο είναι ισοσκελές. 
       Σ        Λ  
viii) Ένα τραπέζιο που έχει δύο γωνίες ίσες έχει  
και τις διαγώνιες ίσες.    Σ        Λ 
ix) Σε κάθε τραπέζιο η ευθεία που ενώνει τα µέσα  
των βάσεων είναι κάθετη σ’ αυτές.   Σ        Λ 
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ΑΣΚΗΣΗ 2η 

Στις παρακάτω ερωτήσεις να σηµειωθεί η σωστή απάντηση: 
i) Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα σηµεία Κ, Λ, Μ είναι τα µέσα των   
πλευρών του ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ αντίστοιχα.    
α) Αν είναι ΚΛ+ΛΜ+ΚΜ=α+β, τότε το άθροισµα ΑΒ+ΑΓ+ΒΓ 
ισούται µε: 

Α : α+β    Β :
2

βα +
 Γ : 2(α+β) ∆ : α+2β. 

β) Αν είναι ΒΓ=4α+10 και ΚΛ=α+35 τότε το ΚΛ ισούται µε:  
Α : 30     Β : 50          Γ : 60   ∆ : 65            

ii) ∆ίνεται τρίγωνο ΚΛΜ µε ο90=Κ
∧

, Κ∆ ΜΛ⊥  και Ε, Ζ 
µέσα των πλευρών ΚΛ και ΜΚ αντίστοιχα.    
α) Η περίµετρος του τετραπλεύρου ΚΕ∆Ζ είναι ίση µε:    
Α: ΚΛ+ΜΛ    Β: ΚΜ+ΜΛ      Γ: ΚΛ+ΚΜ     ∆:ΚΛ+ΚΜ+ΜΛ  
β) Η περίµετρος του τριγώνου Ζ∆Ε είναι ίση µε:     

Α: 
2

ΚΜ+ΚΛ
    Β: 

2

ΛΜ+ΚΛ
 

Γ: ΚΛ+ΛΜ+ΜΚ  ∆:
2

1
(ΚΛ+ΛΜ+ΚΜ) 

iii) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) είναι Α∆ το ύψος 

του και ΑΜ η διάµεσός του. Αν o70=Β
∧

, τότε το µέτρο της 

γωνίας ΜΑ∆
∧

 είναι:   
Α: 30ο            Β: 45ο           Γ: 60ο         ∆:50ο        Ε: 20ο. 

iv) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) είναι 
∧∧

Γ=Β 5 . Αν 
Α∆ το ύψος του, τότε:    
Α: 2Α∆=ΒΓ     Β: 2ΒΓ=3Α∆   Γ: 4Α∆=ΒΓ    
∆: 3Α∆=ΒΓ      Ε: Α∆>ΒΓ. 

v) Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι ο90=∆=Α
∧∧

 και 

ο60=Β
∧

.Αν Γ∆=20 και ΒΓ=80, η διάµεσος ΕΖ του τραπεζίου 
ισούται µε: 
Α: 30                Β: 40         Γ: 50          ∆: 60           Ε: 70 

vi) Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι ο90=∆=Α
∧∧

, ΑΒ=2x 
και ∆Γ=8x 
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α) Η διάµεσος ΕΖ του τραπεζίου είναι ίση µε: 
Α: 3x  Β: 4x    Γ: 5x  ∆: 6x 

β) Αν επιπλέον η ο30=Γ
∧

 τότε το ύψος του τραπεζίου ΑΒΖΕ 
είναι: 

Α: 16     B: 12x        Γ: 8x      ∆: x3       Ε: x32  

vii) Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) τα Κ, Λ χωρίζουν την 
πλευρά Α∆ σε τρία ίσα τµήµατα και τα Μ, Ν την πλευρά ΒΓ 
σε τρία ίσα τµήµατα αντίστοιχα.  
Αν ΚΜ = 20 και ΛΝ = 30, ΑΒ = y, Γ∆ = x τότε το άθροισµα x 
+ y  είναι ίσο µε  
Α: 10          Β: 40          Γ: 50         ∆: 100. 
 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3η 
                 Α                                         

                             
             

  ∆ Ε Η 
       Ζ  Ε 
      
         Β                                                        
 

Στο παραπάνω σχήµα το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τρίγωνο µε 

o90=Α
∧

 τα ∆, Ε είναι τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα και το 
ΒΖΗΓ είναι ορθογώνιο.  
 

∆ίνονται   ο60=ΓΒΑ
∧

,   ΒΓ=2 
2

3
=ΑΕ . 

                                              

  60
ο
  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο 
 

ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ 2001-ΟΡΟΣΗΜΟ 57 

Να αντιστοιχίσετε το κάθε τµήµα της στήλης Α µε το µήκος 
του που βρίσκεται στη στήλη Β. 

 
 

          Στήλη Α                               Στήλη Β 

       Τµήµα                                  Μήκος 

              α) ∆Ε                                i)  ¼ 
 

              β) Β∆                                ii)  3 /4 

 
              γ) Ζ∆                                iii)  1 
 
              δ) ΕΗ                                iv)  ½ 
 
              ε) ΖΒ                                 v)  ¾ 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 4η 

Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, Ε είναι το µέσο του τµήµατος 
∆Γ και τα Κ, Λ είναι µέσα των ΑΕ, ΒΕ αντίστοιχα. Αν η ΚΛ 
τέµνει τις Α∆ και ΒΓ στα Μ και Ν αντίστοιχα, να αποδείξετε 

ότι: .
4

1
ΑΒ=ΜΚ=ΛΝ  

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 5η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ<ΑΓ) είναι ΑΗ ύψος και ΑΜ διάµεσος. 
Προεκτείνουµε τις ΑΜ και ΑΗ έτσι ώστε Μ∆=ΑΜ και 
ΗΕ=ΑΗ. Αν οι  Β∆, ΓΕ τέµνονται στο Κ, να αποδείξετε ότι: i) 

ΕΓΑ
∆

 ισοσκελές    ii) ΓΚΒ
∆

 ισοσκελές       iii) Ε∆//ΒΓ      

iv) ∆ΕΚ
∆

 ισοσκελές    v) ΒΓ∆Ε ισοσκελές τραπέζιο. 
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ΑΣΚΗΣΗ 6η 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) είναι ΑΓ=ΒΓ/2. 
α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
β) Αν η κάθετη από την κορυφή Α προς την διχοτόµο της 

εξωτερικής γωνίας 
∧

Γ  τέµνει την πλευρά ΒΓ στο σηµείο Ε, 
τότε:   

i) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές   

ii) Να υπολογιστεί η ΓΕΑ
∧

     
    iii)   Να αποδείξετε ότι ΑΕ=ΑΒ. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 7η 

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

), Α∆ ύψος και Ε, Ζ 
είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε 

ότι:α) Ζ∆Ε
∧

=90ο                 
                     β) Αν Μ είναι το µέσο της ΕΖ τότε ∆Μ=ΒΓ/4. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 8η 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε ΑΒ<Γ∆, η διχοτόµος της 
∧

Β  
τέµνει την διάµεσο ΜΝ του τραπεζίου στο Ε. Να αποδείξετε 

ότι o90=ΓΕΒ
∧

. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 9η 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι ΑΒ= ∆Γ
2

3
 και τα σηµεία 

Ε, Ζ και Η είναι τα µέσα των ∆Γ, ΕΒ, Α∆ αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι:    
α) Το ∆ΓΖΗ είναι παραλληλόγραµµο     
β) ΘΒ=ΑΒ-∆Γ, όπου Θ το σηµείο τοµής των ΓΖ και ΑΒ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 10η 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι Α∆=ΑΒ+Γ∆. Αν η 

διχοτόµος της 
∧

Α  τέµνει την ΒΓ στο Ε να αποδειχθεί ότι η 

∆Ε είναι διχοτόµος της 
∧

∆ . 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 11η  

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ, τα ύψη του Β∆, ΓΕ που τέµνονται 
στο Η και τα µέσα Μ, Ν των ΒΓ, ΑΗ αντίστοιχα. Να 
αποδειχθεί ότι: ΜΝ⊥ ∆Ε. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 12η 

Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι ο120=Α
∧

 και η διχοτόµος 

της 
∧

∆  τέµνει την ΑΒ στο µέσο της Ε. Να αποδειχθεί ότι:   
α) ΑΒ=2Α∆     
β) ∆Ε=2ΑΖ, όπου ΑΖ η απόσταση του Α από τη Γ∆    

γ) ο90=ΓΑ∆
∧

 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 13η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι οξεία και ισχύει 
∧∧

Γ=Β 2 . Αν 
Μ είναι το µέσο της ΒΓ, Ν το µέσο της ΑΓ και Α∆ το ύψος 
από την κορυφή Α,  
να αποδείξετε ότι:     
α) Τα τµήµατα ΝΜ και Μ∆ είναι ίσα  
β) Η πλευρά ΑΒ είναι διπλάσια του τµήµατος  Μ∆. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 14η 

Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι ΑΒ=2ΒΓ. Φέρνουµε την 
κάθετη ΑΕ στην ΒΓ και παίρνουµε τα µέσα Μ και Ν των ΑΒ 
και Γ∆ αντίστοιχα.Να αποδειχθεί ότι   

α) ΓΕΝ=ΝΕΜ
∧∧

     β) ΓΕΝ=ΕΝ∆
∧∧

3 . 
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ΑΣΚΗΣΗ 15η 

Οι γωνίες 
∧

Β  και 
∧

∆  ενός τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ είναι ορθές. 
Αν Κ και Λ είναι τα µέσα των διαγωνίων Β∆ και ΑΓ 
αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι Β∆⊥ΚΛ . 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 16η 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( o90=Α
∧

) µε o30=Γ
∧

, η 
µεσοκάθετη της υποτείνουσας ΒΓ τέµνει την πλευρά ΑΓ στο 
∆. Να αποδειχθεί ότι:     
α) Η Β∆ είναι διχοτόµος της γωνίας Β    

β) 
3

ΑΓ
=∆Μ . 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 17η 

∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε 

o135=∆=Γ
∧∧

. Αν ΕΖ η διάµεσός του και ∆Η το ύψος του, να 
αποδειχθεί ότι ΕΖ+∆Η=ΑΒ. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 18η 

Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) και έστω Μ το 
συµµετρικό του Γ ως προς  την ΑΒ. Αν Ο είναι το σηµείο 
τοµής των Μ∆ και ΑΒ να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο ΟΓ∆ 
είναι ισοσκελές. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 19η 

Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆). Από το µέσο της 
πλευράς ΒΓ φέρνουµε την παράλληλη προς την Α∆, η οποία 

τέµνει την ευθεία Γ∆ στο σηµείο Ζ. Να αποδειχθεί ότι ΓΖΒ
∆

  
είναι ορθογώνιο. 
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ΑΣΚΗΣΗ 20η 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) οι ευθείες των πλευρών Α∆ 
και ΒΓ τέµνονται κάθετα στο σηµείο Ο. Αν Κ και Λ είναι τα 
µέσα των ΑΒ και Γ∆ αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι:     
α) Τα σηµεία Ο, Κ και Λ είναι συνευθειακά                          

β) ΚΛ=
2

Γ∆−ΑΒ
,                      

γ) Αν Σ και Ρ είναι τα µέσα των διαγωνίων ΑΓ και Β∆ 
αντίστοιχα, τότε το τετράπλευρο ΚΣΛΡ είναι ορθογώνιο. 
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ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΣΧΗΜΑΤΑ 
 

ΕΙ∆Η  ΓΩΝΙΩΝ 
 

• ΕΠΙΚΕΝΤΡΗ ΓΩΝΙΑ 
Αν η κορυφή είναι το κέντρο του κύκλου, τότε η γωνία 
λέγεται επίκεντρη 
 

• ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΗ ΓΩΝΙΑ 
Αν η κορυφή είναι σηµείο του κύκλου και οι πλυερές 
τέµνουσες του κύκλου, τότε η γωνία λέγεται εγγεγραµµένη 
 

• ΥΠΟ ΧΟΡ∆ΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ  
Αν η κορυφή είναι σηµείο του κύκλου, η µια της πλευρά είναι 
τέµνουσα και η άλλη εφαπτοµένη του κύκλου τότε η γωνία 
λέγεται γωνία υπό χορδής και εφαπτοµένης 
 

ΣΧΕΣΗ ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΗΣ ΚΑΙ ΕΠΙΚΕΝΤΡΗΣ ΓΩΝΙΑΣ 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

ΓΩΝΙΑ ΥΠΟ ΧΟΡ∆ΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 

 
 

 
 
 
 
 

Παρατήρηση:  
Τα τόξα που περιέχονται µεταξύ δύο παραλλήλων χορδών 
είναι ίσα και αντίστροφα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Κάθε εγγεγραµµένη γωνία ισούται µε το µισό της 
επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο. 
 

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ 

• Το µέτρο µιας εγγεγραµµένης γωνίας ισούται µε το µισό 
του µέτρου του αντίστοιχου τόξου της 

• Κάθε εγγεγραµµένη γωνία που βαίνει σε ηµικύκλιο είναι 
ορθή 

• Οι εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο ή σε ίσα 
τόξα του ίδιου ή ίσων κύκλων είναι ίσες και αντίστροφα 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Η γωνία που σχηµατίζεται από µια χορδή κύκλου και την 
εφαπτοµένη στο άκρο της χορδής ισούται µε την 
εγγεγραµµένη που βαίνει στο τόξο της χορδής. 
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ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΚΑΙ ΕΓΓΡΑΨΙΜΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 

 

ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΟ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ 

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο, αν οι 
κορυφές του είναι σηµεία του κύκλου 
Ο κύκλος στον οποίο είναι εγγεγραµµένο ένα τετράπλευρο 
λέγεται περιγεγραµµένος κύκλος του τετραπλεύρου 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

ΕΓΓΡΑΨΙΜΟ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ 

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγραψιµο σε κύκλο, όταν µπορεί να 
γραφεί κύκλος που να διέρχεται και από τις τέσσερις 
κορυφές του. 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ που είναι εγγεγραµµένο σε 
κύκλο (Ο, R), έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 

• Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές 
• Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι 

κορυφές υπό ίσες γωνίες 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραµµένου 
τετραπλεύρου ισούται µε την απέναντι εσωτερική γωνία 
του. 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι εγγραψιµο σε κύκλο (Ο, R), 
αν ισχύει µια από τις ακόλουθες προτάσεις. 

• ∆ύο  απέναντι γωνίες του είναι 
παραπληρωµατικές 

• Μια  πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι 
κορυφές υπό ίσες γωνίες 

• Μια εξωτερική του γωνία ισούται µε την απέναντι 
εσωτερική γωνία του τετραπλεύρου 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. ∆ύο εγγεγραµµένες γωνίες που η κάθε µία βαίνει στο 
τόξο το οποίο δέχεται την άλλη είναι παραπληρωµατικές 

Σ ή Λ 
 

2. Αν  ΒΑ,  και Γ  τρία σηµεία του κύκλου (Ο, ρ) τέτοια 

ώστε 
∩

ΑΒ �60=ΒΓ=
∩

 τότε �60=ΑΒΓ
∧

  Σ ή Λ 
 
3. Αν δύο κύκλοι (Ο, ρ) και (Ο, ρ’) τέµνονται στα σηµεία Α 

και Β, τότε οι ευθείες Αβ και ΟΟ’ είναι κάθετες 
Σ ή Λ 
 

4.  Αν δύο κύκλοι (Ο, ρ) και (Ο, ρ’) τέµνονται στα σηµεία Α 
και Β, τότε το τετράπλευρο ΑΟΒΟ’ είναι ρόµβος 

Σ ή Λ 
 

5. Το τόξο στο οποίο βαίνει µια εγγεγραµµένη γωνία έχει 
µέτρο διπλάσιο από το µέτρο της γωνίας 

Σ ή Λ 
 

6. Αν ΒΑ,  και Γ  τρία σηµεία του κύκλου (Ο, ρ) τέτοια ώστε 
∩

ΑΒ
∩

ΒΓ= 2  τότε α) 
∧∧

ΒΟΓ=ΑΟΒ 2   Σ      ή         Λ 
                                     β) ΒΓ=ΑΒ 2        Σ      ή  Λ 
 
7. Θεωρούµε διάµετρο ΑΒκαι σηµείο Μ κύκλου (Ο, ρ). Αν 

�� 30,103 +=ΜΒ−=ΑΜ
∩∩

χχ  τότε 

α) το µέτρο της επίκεντρης γωνίας 
∧

ΑΟΜ  είναι 

Α �90      Β �110  Γ �100   ∆ �40   Ε �80  

β) το µέτρο της εγγεγραµµένης γωνίας 
∧

ΜΑΒ είναι 

Α �40      Β �20  Γ �55   ∆ �45   Ε �35  
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8. Να υπολογιστεί το χ στα παρακάτω σχήµατα 

 
 
9. Σε εγγεγραµµένο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε 

 χ
3

2
=Α

∧

 και �45−=Γ
∧

χ  

α) Να υπολογιστεί το χ 
β) Αν η ακτίνα του κύκλου έχει µήκος 2cm τότε η διαγώνιος 
Β∆ του τετραγώνου έχει µήκος 
Α: 2cm B 4cm  Γ 1cm 
 
10. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε τα ύψη Β∆ και ΓΕ. Να 

αποδείξετε ότι  

α) 
∧∧

∆ΓΕ=ΕΒ∆   β) 
∧∧

Β=Α∆Ε  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Α∆ διχοτόµος της 
∧

Α . Φέρουµε 
ΒΖ Α∆⊥  η οποία τέµνει την ΑΓ στο Ε. Να δειχθεί ότι: τα 

τρίγωνα ΕΑΒ
∆

 και Ε∆Β
∆

 είναι ισοσκελή. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ∆, Ε µέσα των 
ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Φέρουµε ∆Ρ ΒΓ⊥  και ΕΣ ΒΓ⊥ . Να 

αποδειχθεί ότι: ΣΡ∆=ΣΡΕ
∆∆

. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 3η 

∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ) και σηµείο Σ εκτός αυτού. Αν οι 

πλευρές Σx, Σy γωνίας x 
∧

Σ y τέµνουν τον κύκλο στα Α, Β και 

Γ, ∆ αντίστοιχα και η ΟΣ είναι διχοτόµος της x 
∧

Σ y να 
αποδείξετε ότι ΑΒ=Γ∆. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 4η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΓ>ΑΒ πάνω στην πλευρά  ΑΓ θεωρώ 

σηµείο Ε ώστε ΑΕ=ΑΒ. Αν Α∆ διχοτόµος της 
∧

Α  τότε    

α) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ∆ΒΑ
∆

 και Ε∆Α
∆

    

β) Να αποδείξετε ότι εξ
∧

Β = .) ∆Γ<Β∆ΓΕ∆
∧

γ  

 
ΑΣΚΗΣΗ 5η 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι α=8, β=6 µεταξύ ποιών ορίων 
βρίσκεται η πλευρά γ; 
 
ΑΣΚΗΣΗ 6η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και ∆, Ε µέσα των ίσων 
πλευρών του ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι:  

i) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓ∆ είναι ίσα       
ii) ii) ΒΕ=Γ∆. 
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ΑΣΚΗΣΗ 7η 
∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Η κάθετη από το Α στην 
Β∆ τέµνει την Β∆ στο Ε και η κάθετη από το Γ στην Β∆ 
τέµνει την Β∆ στο Ζ. Αν Η, Θ είναι τα µέσα των Α∆, ΒΓ 
αντίστοιχα τότε αποδείξτε:   i) Το τετράπλευρο ΒΘ∆Η είναι 
παραλληλόγραµµο   ii) ΒΖ=Ε∆   iii) Αν ΗΘ και Β∆ τέµνονται 
στο Ι τότε ΖΙ=ΙΕ. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8η 

∆ίνονται δύο διαδοχικές γωνίες o
zx 20=

∧

ο  και 

.35oyoz =
∧

Παίρνουµε τα σηµεία Α, Β στις πλευρές της 

γωνίας Οx, Οz αντίστοιχα έτσι ώστε ΟΑ=ΟΒ και η κάθετη 
από το Β στην Οy τέµνει την Οy στο Ε. Αν Μ, Ν είναι τα µέσα 
των ΟΒ, ΑΒ τότε αποδείξετε ότι: i) ME=OB/2     
  ii) MN//OA    
 iii) Το τρίγωνο ΜΕΝ είναι ισοσκελές     

 iv) Η γωνία ΕΜΝ
∧

 είναι ορθή. 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9η 

∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε µεγάλη βάση 

5x και η µη παράλληλη πλευρά 3x και o60=Α
∧

. Τότε η 
περίµετρος του τραπεζίου είναι:   Α: 11x     Β:12x      Γ: 14x        
∆: 13x  
(∆ικαιολογήστε την απάντηση σας). 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 10η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε oo 30,90 =Γ=Α
∧∧

 φέρουµε την 

µεσοκάθετη της ΒΓ που τέµνει την ΑΓ στο ∆. Αποδείξτε ότι 

Β∆ διχοτόµος της 
∧

Β . 
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ΑΣΚΗΣΗ 11η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ, Αx διχοτόµος της 
∧

Α . 
Φέρουµε ΒΕ xΑ⊥  που τέµνει την ΑΓ στο Η και ΓΖ xΑ⊥  που 
τέµνει την ΑΒ στο Θ. Αποδείξτε ότι:  
i) Τα τρίγωνα ΑΒΗ και ΑΓΘ είναι ισοσκελή     
ii) ΗΓ=ΒΘ     
iii) Το τετράπλευρο ΒΗΓΘ είναι ισοσκελές τραπέζιο      

iv) Αν Ο µέσο της ΒΓ τότε ΕΟΖ
∆

 ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 12η 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε o120=Α
∧

 και η 

διχοτόµος της γωνίας 
∧

∆  διέρχεται από το µέσο Μ της ΑΒ. 
Αποδείξετε ότι:    
i) Το τρίγωνο Α∆Μ είναι ισοσκελές    
ii) ΑΒ=2Α∆     

iii) Φέρουµε ΑΖ ∆Γ⊥ να δείξετε ότι: ∆Ζ= ΑΒ
4

1
    

iv) Το τρίγωνο ΜΓΒ
∆

 ισοσκελές      

v) Το τρίγωνο Γ∆Α
∆

 ορθογώνιο. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 13η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ και ΑΒ>ΒΓ. Προεκτείνουµε 
την πλευρά ΒΓ κατά τµήµα Γ∆=ΑΒ-ΒΓ και την πλευρά ΑΒ 
κατά τµήµα ΒΕ=Γ∆. Αποδείξετε ότι: i) Β∆=ΑΒ=ΑΓ     
 ii) Το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές      

                                 iii) 
2

90
ΓΑΒ

+=Γ

∧
∧

oεξ . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ, ΑΚ ύψος και Λ, Μ, Ν τα 
µέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ αντίστοιχα     
α) Αποδείξτε ότι ΛΚ=ΜΝ     
β) Τι τετράπλευρο είναι το ΚΛΜΝ και γιατί     

γ) Αν o50=Β
∧

 να υπολογιστούν οι γωνίες του τετραπλεύρου 
ΚΛΜΝ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 15η 

∆ίνεται γωνία yx
∧

ο , η διχοτόµος της Οδ και τα σηµεία Α, Β 

των ηµιευθειών Οx και Oy αντίστοιχα, έτσι ώστε ΟΑ=ΟΒ    
α) Αν Μ σηµείο της διχοτόµου Οδ να αποδείξετε ότι ΑΜ=ΜΒ     

β) Αν ΒΜΑ
∧

=120ο  τότε η γωνία ΟΜΑ
∧

 είναι: 
Α: 60ο      Β: 30ο    Γ:45ο    ∆: 90ο 

γ) Φέρουµε την ΑΝ κάθετη στη διχοτόµο Οδ. Να αποδειχθεί 

ότι ΜΝ=
2

1
ΑΜ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16η 

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆), στο οποίο: o90=∆=Α
∧∧

, 

∆Γ=2ΑΒ και 
∧∧

Γ=Β 3 . Φέρνουµε την ΒΕ κάθετη στη ∆Γ.    

α) Να αποδείξετε ότι οκαι 45135 =Γ=Β
∧∧

o     

β) Αν Μ σηµείο τοµής των ΒΕ και ΑΓ, να αποδείξετε ότι το Μ 
είναι µέσο της ΒΕ.     
γ) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές     
δ) Να αποδείξετε ότι ΑΕ=Β∆ και ότι η ΑΕ είναι κάθετη στη 
Β∆     ε) Αν Ν είναι το σηµείο τοµής των ΑΕ και Β∆ να 

αποδείξετε ότι ∆Γ=ΝΜ
4

1
. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 17η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ, o90=Α
∧

, Α∆ ύψος, Μ, Ν µέσα των 
πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι η περίµετρος 
του τριγώνου Μ∆Ν είναι το µισό της περιµέτρου του 
τριγώνου ΑΒΓ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 18η 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) µε o100=Α
∧

 και ∆ 
σηµείο της προέκτασης ΑΒ προς το Β τέτοιο ώστε Α∆=ΒΓ      

α) Να αποδείξετε ότι o40=Γ=Β
∧∧

     
β) Αν Ε σηµείο της ΒΓ, τέτοιο ώστε ΒΕ=Β∆ να υπολογίσετε 

την γωνία 
∧

ΒΕ∆  και να αποδειχθεί ότι ΓΑ=ΓΕ    
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γ) φέρνουµε την ΕΖ κάθετη στην ΑΒ και την ΓΜ κάθετη στην 
ΑΕ. Να συγκριθούν τα τρίγωνα ΖΕ∆ και ΜΕΓ. 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 19η 

Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι 

xxxx 4,3,2, =∆=Γ=Β=Α
∧∧∧∧

. Να βρεθεί το x. Είναι το 

τετράπλευρο τραπέζιο; 
(∆ικαιολογήστε την απάντηση σας). 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 20η 

Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) όπου οι διχοτόµοι των 

γωνιών 
∧∧

ΓΒ και  τέµνονται στο Ι µε o120=ΓΙΒ
∧

. Είναι το 

τρίγωνο ΑΒΓ ισόπλευρο; Γιατί; 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 21η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρω Β∆ διάµεσος, Ε µέσο της Β∆ και στην 
προέκταση του ΑΕ θεωρώ σηµείο Ζ ώστε ΕΖ=ΑΕ. 
Αποδείξετε ότι:   α) Τα τετράπλευρα ΑΒΖ∆ και Β∆ΓΖ είναι 
παραλληλόγραµµα.    
β) Αν Θ σηµείο τοµής των ΑΖ και ΒΓ τότε δείξετε ότι Θ 

κέντρο βάρους του ∆ΖΒ
∆

     

γ) ΖΘ= ΑΘ
2

1
. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 22η 

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε oo 60,90 =Β=∆=Α
∧∧∧

. Αν Ε, Ζ 

µέσα των Α∆, ΒΓ αντίστοιχα και ΓΒ=8α, ∆Γ=2α όπου α: 
γνωστό τµήµα τότε     
α) Να βρεθεί η ΑΒ    
β) Να αποδειχθεί ότι ΕΖ=4α    
γ) Να αποδειχθεί ότι η µικρότερη απόσταση από το Γ στην ΕΒ 
είναι το ΓΕ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 23η 

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε ΑΒ=20 και Γ∆=40. Αν 
Μ, Λ, Ε είναι τα µέσα των Α∆, ΒΓ, Β∆ αντίστοιχα να βρεθούν 
τα µήκη των ΜΛ, ΜΕ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 24η 

∆ίνεται ρόµβος ΑΒΓ∆ µε o120=Β
∧

 και Β∆=12. Να βρεθεί η 
περίµετρος του. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 25η 

Τρίγωνο ΑΒΓ µε α>γ. Αν την διάµεσο Β∆=µβ την προεκτείνω 
κατά τµήµα ∆Ε=Β∆, να αποδείξετε ότι    
α) ΑΒΓΕ παραλληλόγραµµο     
β) α-γ<2µβ<α+γ     

γ) ∆ΒΓ>∆ΒΑ
∧∧

   δ) γβαµµµ γβα ++<++ . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 26η 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε o90<Α
∧

, ΑΒ=2Α∆, και 
φέρω ΑΚ ΒΓ⊥ . Αν Μ, Ν είναι µέσα των Γ∆ και ΑΚ 
αντίστοιχα και η ΜΝ τέµνει την ΑΒ στο Ε να αποδείξετε ότι    

α) το 
∆

ΑΚΜ  είναι ισοσκελές    

β) ΓΚΜ=∆ΜΚ
∧∧

3      
γ) Το τετράπλευρο ΚΕΜΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 27η 

Σε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε βάσεις ΑΒ και Γ∆ (ΑΒ<Γ∆), 
ΕΖ διάµεσος και ΓΗ ΑΒ⊥ . Να αποδείξετε ότι    
α) το τετράπλευρο ΑΕΖΗ είναι παραλληλόγραµµο 

β) ΒΗ=
2

ΑΒ−Γ∆
  

γ) ΑΓ>
2

Γ∆+ΑΒ
. 
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ΑΣΚΗΣΗ 28η 

Τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε o90=Γ=Α
∧∧

 και Κ, Λ µέσα των Β∆, 
ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι   α) ΚΛ ΑΓ⊥      β) Αν η 

διχοτόµος της ΒΚΓ
∧

 τέµνει την ΒΓ στο Ε τότε δείξτε ότι το 
∆ΚΕΓ είναι τραπέζιο. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 29η 

 Έστω ΑΒΓ∆  παραλληλόγραµµο µε o120=Α
∧

 και ΑΒ=2Α∆. 
Αν Ε µέσο της ΑΒ να α  ποδείξετε ότι    

α) Η ∆Ε είναι διχοτόµος της 
∧

∆      

β) o90=ΒΓΑ
∧

. 
 
ΑΣΚΗΣΗ 30η 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι Γ∆=2ΑΒ  

α) Αν Ζ, Η µέσα των Α∆, ΒΓ να αποδείξετε ότι ΖΗ=
2

3ΑΒ
 

β) Αν Ε µέσο της Γ∆ να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΕ είναι 
παραλληλόγραµµο          
γ) Αν η ΖΗ τέµνει τις ΑΕ, ΒΕ στα Θ, Ι αντίστοιχα να 

αποδείξετε ότι 
2

ΑΒ
=ΘΙ . 
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